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I. 

Zur  Integration  der  Differentialgleichungen. 

Von 

Woldemak  Heymann, 

('and.  math.  in  Dresden. 


I. 

Im  XXIV.  Bande  dieser  Zeitschrift  habe  ich  knrz  gezeigt,  dass  man 
die  gleichzeitig  bestehenden  Substitutionen 

dv  dv  du  du 

du  du  dx  dx 

mit  Vortheil   bei   der  Integration  gewisser  Differentialgleichungen   erster 
Ordnung  verwenden  kann. 
Ist 

eine  Differentialgleichung,  deren  Integral 

bekannt  ist,  so  ordnet  sich  dieser  Differentialgleichung  stets  eine  andere, 
im  Allgemeinen  von  ihr  verschiedene  zu,  wenn  man  die  Variabelen  u 
und  v  in  der  oben  angezeigten  Weise  durch  x  und  y  ersetzt.  Das  In- 
tegral der  neuen  Gleichung  ist  alsdann  das  Resultat  der  Elimination  von 

dv                                                                                  dv                dv 
«,  t>,  —    aus   den   Gleichungen   F=0,   ^  =  0,    #=— ,    y  =  u-- °; 

d.  h.  es  ist  gegeben  durch  die  beiden  Gleichungen 

F(«,  ux  —  y,  a)  =  0,     Fx  («,  war  —  yy  c)  =  0, 
in  welchen  u  als  Parameter  anzusehen  ist.* 


*  Wenn  es  gestattet  ist,  illustriren   wir  das  Gesagte  durch  folgendes  Bei- 
spiel   Die  Gleichung 

dv 

g^  =  Oo  u»  +  a,  w»  - i  + . . .  +  a%  _ 1  u  +  a , 

besitzt  das  Integral 

n+1  n 

Die  transformirte  Gleichung  lautet 

Z«H»cnrift  f.  Mathematik  tu  Physik  XXVII,  1.  * 


Zur  Integration  der  Differentialgleichungen. 


].    Differentialgleichungen  zweiter  Ordnung. 

Um    die   Substitutionen   auch    bei   der  Integratipn   von    Differential 
gleichungen    der   zweiten  Ordnung   benutzen  zu  können,  betrachten  wir 
w  als  unabhängige  Variabele  und  bilden 


-GS 


du 
V  =" 


dx         dx      dx        ä^v 
du        du* 

Man  kann  alsdann  jeder  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung  eine 
andere  an  die  Seite  stellen,  und  ist  die  eine  integrirt,  so  ist  es  auch 
die  andere.     Führt  man  nämlich  in  eine  Differentialgleichung 

/  dv     <Pv\ 

deren  Integral 

/?,(«,*,  ArnAr8)  =  0 

irgendwie  ermittelt  ist,  die  erwähnten  Substitutionen  ein,  so  erhält  man 
eine  Differentialgleichung  in  den  Variabel en  x  und  y.  Das  Integral 
dieser  Gleichung  wird  dann  gefunden,  wenn  man  die  Gleichungen 

dv  dv 

jtc-o,     *  =  --,    y  =  u- — v 

1  du  du 

berücksichtigt  oder,  mit  anderen  Worten,  wenn  man  u  und  v  aus 

*i«=0,     — l  +  x— *  =  0,    v-ux  +  y  =  0 
,.    .  .  .  ou  dv 

ehminirt. 

Sehen   wir  zu,  welche  Gleichung  der  linearen  Differentialgleichung 

zweiter  Ordnung 

-\  »  *>  ■    *  /  v  de  .    _  .  N         _ 

i)  s?  +  A(«)Ä+/i(«)»-o, 

deren  Integral 

a)  t>  =  Art  <px  (u)  +  Ar,  Q>2(t*)  =  qp(w) 

heissen  möge,  entspricht.     Wir  finden 


und  ihr  wird  genügt  durch 

ux-y  =  £Tu*+i+  -Un  +  ...  +  a«v  +  c. 
Das  Integral  ist  sonach  algebraisch,  obgleich  die  zugehörige  Differentialgleichung, 
wofern  sie  überhaupt  nach  •£-  auflösbar  ist,  auf  Integrale  irrationaler  Functio- 
nen führt  —  Noch  sei  hingewiesen  auf  die  früher  mitgetheilte  Integration  der 
Gleich«,*  *,(j,')  +  yv(y')  +  (*y'-j,)-z(jrt=o. 


Von  W.  Hbthann. 

„= 1 

oder 


2)  y'    »/•,(»') -*/,(*  V 

wobei   für  fx(y)+y'f%{y)  kurz  /s(y')  geschrieben  wurde.     Das  Integral 
der  Gleichung  2)  ist  nun  gegeben  durch 

b)  x  =  q>'(u) ,     y  =  u  <p'(u)  —  <p  (w) , 

wo  <p(w)  das  allgemeine  Integral  der  Gleichung  1)  bedeutet,   u  aber  als 
Parameter  zu  betrachten  ist. 

Man  bemerkt,  dass  die  eben  integrirte  Differentialgleichung  2)  in 
die  Gasse  der  homogenen  gehört;  es  lassen  sich  sonach  alle  homogenen 
Differentialgleichungen,  welche  der  Form  2)  angehören,  auf  lineare  Dif- 
ferentialgleichungen zweiter  Ordnung  zurückführen.  Da  das  Integral, 
welches  durch  die  Gleichungen  b)  gegeben  ist,  im  Allgemeinen  keiner 
weitern  Reduction  unterliegt,  so  ist  klar,  dass  der  hier  eingeschlagene 
Integrationsweg  der  directeste  ist.  In  der  That,  behandeln  wir  die 
Gleichung  2)  in  gewöhnlicher  Weise,   setzen  wir 


=  ?,     y=P>     ~  =  '> 


so  erhält  sie  die  Gestalt 


'fil«  — /§(P) 
und  ihre  Integration  kommt  zurück  auf  die  Integration  ron 

dp^F(p,t) 
dt       p  —  t 
oder 

3)  ^-(p-OO/tW -/•(!»))• 

Diese  Differentialgleichung  erster  Ordnung  lässt  sich  nicht  direct  inte- 
griren ,  ihr  Integral  kann  nur  aus  dem  der  Gleichung  1)  hergeleitet  wer- 
den; man  hat  nämlich 

y      uq>'(u)  —  q>(u) 
x  q>(u) 

mitbin 

t—p TT\ 

<p(p) 

als  vollständiges  Integral  der  Gleichung  3). 


*  Schlömilch,  Compendium  d.  höh.  Analysto.    I,  §  116. 


4  Zur  Integration  der  Differentialgleichungen. 

2.    Anwendung  auf  die  Liouville'sche  Gleichung 

1)  (.,  +  b,U  +  CtH*)  £l  +  («,  +  frlM)  ^  +  «0»  =  0- 

Führt  man  hier  die  Substitutionen 

,  dv  d*v       1 

*  '  du  dir     y 

ein,  so  erhält  man  folgende  homogene  Differentialgleichung: 

2)  *      qa  +  Vv+c,^' 

aaj-f-jSy  +  }>#/  ' 
wobei  «==  —  al%  |3  =  <*0,  y  =  —  («0  +  *i)»  sowie  a2,  62,  c2  beliebig  gegebene 
Zahlen  sind. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  fliesst  nun  aus 
x  =  qp'(tt),     y  =  u  q>'(u)  -  g>(«), 
unter    q>(u)    das  allgemeine   Integral   der  Liouville'schen   Gleichung* 
verstanden. 

Behandelt  man   Gleichung  2)  in   gewöhnlicher  Weise ,  so  hat  man 
nach  der  vorigen  Bezeichnungsart 

a9  +  b9  p  4-  c9  p*        „,      x 

Diese  Gleichung  kommt  zurück  auf 

3)  K  +  *2P  +  ^P2)^=(p-0(«  +  ^+y/>)> 

und  das  Integral  dieser  letzten  lautet 

wenn  9)  das  vollständige  Integral  der  Gleichung 

(^  +  ^P  +  c%p^)7^  +  (al  +  b1p)^  +  aoq>^0 
bedeutet.  aP  «P 

Das  letzte  Resultat  ist  insofern  bemerken swerth,  als  wir  später  (Ab- 
schnitt IIIj)  zeigen  werden,  dass  sich  die  Differentialgleichung 

(a  +  26*  +  ex9)  d£  +  Ax*  +  £y«  +  2(7*y  +  2 Dx  +  2Ey  +  F=  0 

auf  Gleichung  3)  zurückführen  lässt. 

Bezüglich  der  Gleichung  2)  sei  noch  erwähnt,  dass  auf  dieselbe  die 
allgemeinere 

}  V       ViS  +  til  +  Cj  +  Vol  +  BJj     V-dl) 

zurückkommt.     Setzt  man  nämlich 
also  **l+BQ~x,     ^  +  BlV  +  Cl  =  y, 


*  Liouville  im  „Journal  de  l*ecole  polytechnique,  tom  XIII".  Ueber  die  In- 
tegration dieser  Differentialgleichung  durch  Reihen  oder  bestimmte  Integrale  ver- 
gleiche Abschnitt  IIIt  dieses  Aufsatzes. 


Von  W.  Heymann. 

8o  erhält  man  eine  Gleichung  von  der  Form 

ax  +  ßy  +  yxy" 
Ist  40  =  0  oder  ^  =  0,  so  führt  dieses  Verfahren  nicht  zum  Ziele; 
dann  snhstitaire  man  direct  in  Gleichung  4) 

j.      dv  dv  ,  „        1 

du       '         du       '      '  '       tfiv 

du* 
Es  entsteht 

eine  Gleichung,  deren  vollständiges  Integral  in  bekannter  Weise  ans  den 
beiden  particulären  Integralen  der  reducirten  Differentialgleichung  zu* 
sammengesetzt  wird  und  welche  in  den  Ausnahmefällen  benutzt  werden 
kann. 

Wir  fähren  die  Rechnung  am   folgenden   einfachen  Beispiel  durch. 

Vorgelegt  sei  die  Differentialgleichung 

"—        ^»  4"  ^g  *7 

71  ~  44  +  2^  +  c/ 

Wir  substituiren 

£  =  *  +  *,     rj  =  ny  +  vy 
und  erhalten 

„  (A9+B%v)+Bifiy 

Py  (Al+Blv)x+Bl(iy  +  (Alk  +  Ciy 
Bestimmen  wir  A,  p  und  v  so,  das« 

A%  +  B%v  =  <S,  ^;  +  c1  =  o,  ^  =  1, 
and  setzen  zur  Abkürzung 


dann  ergiebt  sich 

Cj  B$  A9  A^  Bf  —  Af  Bx 

und  die  Differentialgleichung  lautet  einfacher 

v" ^. 

ax  +  y 
Fähren  wir  in  diese  Gleichung  die  Substitutionen 

dv  dv  ,  //        1 

du* 
ein,  so  erscheint  folgende  lineare  Differentialgleichung: 


oder 

v 
Hieraus  findet  man 


6  Zur  Integration  der  Differentialgleichungen. 

**      f     i     \dv  I  A 

-Ä?-(«+-)lfll+  —  of 

welche,  wie  leicht  zu  sehen,  das  particuläre  Integral 
besitzt.     Für  das  allgemeine  Integral  erhält  man  alsdann 

=  M«  +  M)  — *2  \u*eU  -(«  +  «)  fua"icudu^. 
man 

a)  *e=    -^         =      Ar.    +k«lu*-xeudu) 

du  l  J  f 

b)  y  =  u »  =  —  Afj  a  +  Ara  /  u*     eu  du  l 

und   diese  Aasdrücke  stellen    das  vollständige  Integral   der  Differential- 
gleichung y/ 

dar.     Da  aus  a)  und  b)  die  Beziehung 

c)  ax  +  y  —  ksuaeu 
folgt,  so  ist  nur  eine  Quadratur  zu  vollziehen. 

Es  sei  beispielsweise  «  =  +  1,  dann  findet  man  aus  a) 

X  =  "  i  T~  «a  ^   , 

aus  c)    . 

x  +  y  =  k2ueP, 
mithin  das  Integral 

*+»-(*-*i)'£^t. 

Ist  a  =  0,  so  folgt  aus  a) 

x  =  kt  +  kij  —du, 
aus  c) 

daher  lautet  das  Integral 


-~m 


TL. 

Integration  in  homogenen  Coordinaten. 

Setzt    man    in    einer    Differentialgleichung    #  =  — ,    yc=u- vy 

y'=u,  so  heisst  das  im  Grunde  nichts  Anderes,  als  man  vertauscht  die 


Von  W.  Heymann. 

Pnnktcoordinaten  mit  Liniencoordinaten.  Am  einfachsten  gestaltet  sich 
nun   die  Sache,   wenn   man   die  Differentialgleichung  in  homogenen  Co- 

ordinaten  anffasst,   also   —  und   —   statt  x  und  y  schreibt.     Die  Diffe- 

rentiale  dyy  dx  und  xdy  —  y  dx  (wenn  solches  vorkommt)  werden  pro- 
portional den  Differentialen 

x%  dxa  —  xz  dxi9     <r8  dxx  -  xx  rfx8,     xt  rf^-  x%  dxx  , 

so  dass  man  eine  Gleichung  von  folgender  Gestalt  erhält: 

welche  sowohl  homogen  in  den  <r,  als  auch  in  den  Differentialen  ist.* 
Diese  Gleichung  geht  natürlich  in  die  nicht  homogene  Form  zurück, 
wenn  man  a^ssar,  a?2  =  y,  xs  =  l  setzt 

Eine   Differentialgleichung   f=0    ordnet  jedem  Punkte    eine    oder 
mehrere  Richtungen  zu,  welche  wir  durch  Liniencoordinaten  ausdrücken 
können;   d.  h  ,   die  Elemente   der  Differentialgleichung  lassen   sich  dar- 
stellen durch  die  gleichzeitig  bestehenden  Gleichungen 
f(Xi,  wl)  =  /,(a:1,  *2,  #8;   wn  w„  w8)  =  0 

a)  (*i«f)  =       *i*l +  *%**  +  ****       =° 

Die  letzte  Relation  drückt  aus,  dass  die  Gerade  (#*«*)  =  0  durch  den 
Punkt  Xi  der  Curve  /"=  0  geht;  soll  diese  Gerade  in  jenem  Punkte  Tan- 
gente sein,  so  fordert  dies  noch  die  Bedingung 

b)  Wj  dxx  +  u%  dx2  +  m8  dxs  =  0, 

und    diese  in  Verbindung  mit  a)   führt  auf  folgende  Proportionalitäten: 

unter  p  an  dieser,  wie  an  allen  anderen  Stellen  dieses  Abschnittes  einen 
Proportionalitätsfactor  verstanden.  Setzt  man  die  t/*  in  die  Gleichung 
/*=0  ein,  so  erhält  man  thatsächlich  eine  Differentialgleichung  der  be- 
sprochenen Form. 

Wird  der  Punkt  als  Schnitt  zweier  benachbarter  Geraden  aufgefasst, 
so  haf  man  der  Gleichung  a)  die  Bedingung 

c)  xx  dux  +  tfa  du%  +  x9  du9  =  0 

an  die  Seite  zu  stellen.     Aus  beiden  folgen  die  Proportionalitäten 

;ri  =  f(ll2du8  —  «3dM2)>      a?2=C*(!l3</,il~Wlrfw3)»      *3  =  P^l  du%  ~  U%  dwl)» 

und  diese  ergeben,  in  /*=0  eingeführt, 

f(u%  d«3  -  w8  du,,  t/8  dux  —  ux  dw8,  ux  du%  -  t#8  dMl5  ttlt  «2,  t/8)  =  0, 
d.  h.  die  Differentialgleichung  in  Liniencoordinaten. 
Es  stellt  also  die  Gleichung 

f(*u  w.)  =  f (*n  *3>  *«>  wn  w*>  Ms)  =  0 
in  Verbindung  mit 

*  Man  vergleiche:  ClebBch-Lindemann,  Geometrie.    Die  Connexe. 
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(xiVf)  =  xx  Wl  +  x%  u%  +  x9u3  =  0 
eine  Differentialgleichung   in  Punktcoordinaten    dar,   wenn  für  die  u  die 
Differentiale,  gebildet  aus  den  x,  genommen  werden;  sie  stellt  eine  Dif- 
ferentialgleichung in  Liniencoordinaten  dar,  wenn  für  die  x  die  Differen- 
tiale, gebildet  aus  den  «,  genommen  werden. 

Denken  wir  uns,  die  Differentialgleichung  sei  in  Punktcoordinaten 
integrirt,  dann  ist  «auch  das  Integral  der  Differentialgleichung  in  Linien- 
coordinaten durch  eine  Parameterdarstellung  gegeben.  Denn  lautet  das 
Integral  in  Liniencoordinaten  <p(#,)  =  0,  so  hat  man  für  das  Integral  in 
Liniencoordinaten  gleichzeitig 

f(xt,  Ui)  =  0 ,     (xtUi)=z  0 ,     <p(x4)  =  0. 
Die  Elimination   der  xt  aus   diesen    drei  homogenen  Gleichungen  würde 
auf  ein  Resultat  von  der  Form 

!/("<)  =  0 
führen ,  welches  das  Integral  der  Differentialgleichung  in  Liniencoordinaten 
sein  muss. 

Umgekehrt  kann  man  durch  die  Lösung  eines  rein  algebraischen 
Problems  das  Integral  in  Punktcoordinaten  finden,  wenn  dasjenige  in 
Liniencoordinaten  gegeben  ist. 

Nehmen  wir  folgendes  Beispiel. 

Die  Differentialgleichung 

-  (a0s*  +  axxy  +  a2y*)  ^  +  (bQx*  +  bxxy  +  b2y*) 


+  (c0  **  +  cYxy  +  c2y*)  (x  ^  -  yj  =  0, 


deren  Integration  als  Jacobi'sche  Form  keine  Schwierigkeit  hat,  lautet 
in  homogenen  Coordinaten: 

K*i*  +  "1*1*2  +  a%  x%)  (*2  dxs  —  xs  dxJ) 
+  (fro*i*  +  bi xix%  +  *»  V)  (*s  dxi  —  xx  dx*)}  =  0. 
+  (<W  +  ^i xixi  +  c*  */) (*i  dx%  —  x%  dxi)l 
Transformirt  man   dieselbe  in  Liniencoordinaten,   so  hat  man  zu  setzen 

xi  =»  I*  K  du*  —  M3  du%)  x*  dxt  —  xs  dx%  =  f*'wi 

etc.  etc. 

und  man  erhält  bei  anderer  Anordnung  der  Glieder 

Kwi  +  hut  +  *o«s)(^  dus  ~  "s  duJ*  } 

+  («i«!  +  *>i  w,  +  c^)  (m,  dus  —  «s  rfM2)(«3  dux  —  Wj  dt/8»  =  0 

+  (a2 Ul  +  V*  +  C*  W3)  (W3  dwl  -  Ml  dMs)8  ) 

oder,    wenn    man    wieder    die    nicht    homogene  Form    herstellen    wollte 
(t/,  =  M,  II,  =  t>,  ti8  =  l), 
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Das  Integral  dieser  Differentialgleichung  läset  sich  demnach  aus  dem 
Integral  der  JacoJ>i' sehen  Gleichung  ableiten.  Nach  demselben  Princip 
kann  man  auch  die  allgemeinere  Gleichung  n"n  Grades 

*W  +  *7iaV,~',*8+  .•+ün-ix1x»-*  +  ünx*  =  0, 
in  welcher 

%  =  öÄW1  +  ^t/2  +  rAw3,  xl  =  fi(u2duz  —  u3du2)  etc. 
ist,  integriren. 

Einführung  homogener  Constanten. 

Wir  behandeln  einige  andere  Differentialgleichungen  in  homogenen 
Coordinaten,  deren  Integrale  bezüglich  ihrer  Form  vielleicht  Interesse 
haben  dürften. 

1.    Sei  die  Differentialgleichung 
1)  o^u^  +  a^x^u^+a^x^^O, 

in  welcher  n  und  die  a  gegebene  Zahlen  sind,  vorgelegt.  Fasst  man  sie 
zunächst  in  Liniencoordinaten  auf,  so  lautet  sie: 

°i ui9  («a  du&  —  w8  du%)  +  a% i/j»  (i/8  d ut  —  ut  dus)  +  «8 u*^  du^  —  m2  dux)  =  0, 
und  dann  hat  ihre  Integration  keine  Schwierigkeit;  man  findet 
flott«1-"  —  anWo1"" 


"a  "2 


■  const. 


Den   letzten  Ausdruck  kann  man   durch  die  folgenden  beiden  ersetzen: 
a)  C^        +C2a0        +C8a8        =  0  1 

ß)  <W—  +  <W—  +  <W— «op 

wobei  die  C  willkürliche  Zahlen  sind.  Diese  zweite  Form  des  Integrals 
wird  sich  in  der  Folge  als  zweckmässig  erweisen,  wie  überhaupt  die  Ein- 
führung dreier  willkürlichen  Constanten  bei  Differentialgleichungen  in 
Dreieckscoordinaten  nicht  selten  Berechtigung  zu  haben  scheint.  Von 
der  Richtigkeit  des  Integrals  überzeugt  man  sich,  wenn  man  aus  den 
letzten  beiden  Gleichungen  und  dem  Differential 

die  C  eliminirt;  man  erhäk 


0  = 


°i  a2  °8 

U^—*  Mg1-*  ttg1"" 


ti  -"  diij     u2-H  du%     t/g-"  rftt8 
und  hierbei  hat 

eine  dem  integrirenden  Factor  nicht  fernstehende  Bedeutung. 

Fassen  wir  die  Gleichung  1)  in  Punktcoordinaten  auf,  so  bekommen 
wir  folgende  Differentialgleichung  nlen  Grades: 
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«i*i{**dx*  — **<**%)*  +  a2x»(xsdxi  -  xi  dxs)n  +  asxs(xi  d*%~*%  d*i)n  =  0. 
Ihr  Integral   ist  enthalten    in    den   gleichzeitig  bestehenden  Gleichungen 

1)  a ,  x1  u*  +  a2  x%  u2*  +  as  .r8  w8n  =  0 
«)  Cx*x  +  C%a%  +  r8ö3  =0 
ß)                                Cluli—  +  C9uti  —  +  CMuf  —  =0l 

(X|ii|)=:    XjMj    +    a^M,     +    ay/8     =0 

Diese  vier  Gleichungen  können  wir  jedoch  durch  zwei  ersetzen,  welche 
die  w«  nicht  mehr  enthalten.  Denn  es  lassen  sich  für  die  «,-  drei  pro- 
portionale Ausdrücke 

111 

n,«f*(01*rl)i,i    «8  =  f*(^ay-,),,>   «8ä==ll*(c3a?3"1),, 

ausfindig  machen,  welche  die  Gleichung  1)  identisch  erfüllen,  weil  a) 
besteht,  und  welche  die  anderen  beiden  Gleichungen  ß)  und  (x{ttf)  =  0 
in  einen  und  denselben  Ausdruck 

1     *"• '         1      w~t         1     w— t 

^■*i   "    +  <V*s'"    +  <V*s  ft    =° 

überführen.     Verbindet  man  letzteren  mit  der  Bedingung  «),  so  hat  man 

das   vollständige   Integral   der   Gleichung    1)   in   Punktcoordinaten.     Bei 

Aenderung  der  Constanten  lässt  es  sich  auch  folgen dermassen  schreiben : 

a)  Ct*ax    +     C2»ö2    +     C3«a9    =o) 

2)  r^-t  »— t  w-i         \. 

b)  6'^  »    +  Csx,  »    +  <?8:r8  ■    =  o| 

Der  Fall  «  =  1  bildet  eine  Ausnahme;  er  führt  auf 

Um  aus  dem  allgemeinen  Integral  2)  das  singulare  abzuleiten ,  haben 
wir  die  beiden  Gleichungen  a)  und  b)  nach  den  willkürlichen  Constanten 
Ci  zu  differenziren  und  letztere  zu  eliminiren.  Da  es  jedoch  nur  darauf 
ankommt,  dass  die  Verhältnisse  der  Ct  willkürlich  gedacht  werden,  so 
kann  man  irgend  eine  dieser  Zahlen  gleich  der  Einheit  nehmen.  Je 
nachdem  nun  Cx ,  C%  oder  CB  in  dieser  Weise  specialisirt  wird ,  erhält  man 
durch  Differentiation 

a2C,»^aC2  +  a8(73W-1a^  =  01  a,(i— »8(^  +  ^^—19^  =  0, 

*— 1  »  —  l  » —  t  !»•—  t 

xa~  dC%+  *8~  a6'8=o,  *8 »    ac8  +  xx  «    »^  =  0, 

«ici"~!  8Ci  +  fljV"1  0£»  =  o, 

*1    "         ^1+     X*   *        ^^2  =  0. 

Hieraus  folgen  für  die  Ct  folgende  Proportionalitäten: 

i       2.  _1_    1  _!_     1 

Cls=l»«l,""«l'.       ^»^""V.       ^3=f*«8l",l^3n» 

und  diese  ergeben,  sowohl  in  2a),  als  auch  in  2b)  eingesetzt, 
i  i  1 

«i'-B*i  +  «il"*«i  +  Äsl"**sa=0. 
Diese  Gerade  genügt  der  vorgelegten  Differentialgleichung  singulär. 
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Um  das  singulare  Integral  ans  der  Differentialgleichung  abzuleiten, 
hat  man  einen  analogen  Process  mit  den  Differentialen  m,-  vorzunehmen. 
Liegt  vor 

{XiUi)  =     xx  ux  +  x2u9  +  x9u9      =  0  ( ' 
und  wird  diese  Differentialgleichung  in  Punktcoordinaten  aufgefasst,   so 
ergiebt  die  entsprechende  Differentiation 


X%   d  llj  +   #3  01*3  =  0 


8'ä        ^df  *  A 


und  hieraus  (Hessen  folgende  Proportionalitäten: 

df  df  df 

Aus  diesen  Ausdrücken  und  der  Gleichung  /*=0  hat  man  schliesslich 
die  w,-  zu  eliminiren.  An  Stelle  der  Gleichung  /=0  kann  man  einfacher 
die  Identität  (#<!*,)  =  0  verwenden,  denn  nach  dem  Euler 'sehen  Satze 
für  homogene  Functionen  vten  Grades  hat  man  die  Beziehung 


und  weil 


so  ist 


^  dm 
df 

¥5  =  **» 


vf  s=  päüCitti. 

Für  unser  Beispiel 

/*==  a^uf  +  a2x2M2«  +  ß8a:s  w3n  =  0 

findet  man  hiernach 

t 

px{  =  naiXiUi"—*)   d.  h.   u*  Ä^'a/-", 
welche  Werthe,  in  (#*«<)  =  0  eingeführt,  dasselbe  singulare  Integral  er- 
geben, welches  wir  früher  fanden,  nämlich 

i  l  jl 

a11~*xl  +  a%1~*xi  +  «31— "a?8c=0. 

Die    soeben    gewonnenen   Resultate   weisen   auf  einen   sehr  kurzen 
Weg  hin,  das  Integral  der  Differentialgleichung 

3)  Oj  xxm  Wj*  +  a%x%m  u*  +  azxj"  «j»  =  0  J 

ux  =  ^  (arg  da?8  —  ara  da:8)  etc.  ( 

herzuleiten.     Führt  man  nämlich  in  diese  Gleichung  und  in  die  Identität 

x1u1+x2ui  +  x9uz  =  0 
die  Proportionalitäten 

tn  m  tn 

ein,  so  erhält  man 
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a)  «,<?!»    +     <,,Ct«     +    aaCs*    =0( 

4)  n  —  m  n  —  m  n  —  m  ). 

b)  C.x,   «    +C%x2   ■    +C,a-3   »    =o| 

Dies  ist  aber  das  gesuchte  Integral,  denn  aus  Gleichung  b)  und  deren 
Differential  folgen  die  benutzten  Proportionalitaten.  Für  das  singulare 
Integral  findet  man  folgenden  Ausdruck: 

1  m — n  1  m—n  I  m — n 

aj^*  xt  lTr»~  +.fl2rr"  x%  vz^  +  a3~n  «j^3»  =  0. 
Der  besondere  Fall,  in  welchem  n  =  m  ist,  findet  seine  Erledigung 
bei  der  nächsten  Untersuchung. 

2.    Integration  der  Differentialgleichung 

1)  /Wwi>  *2mw2*  ^«s)850» 

unter  /"  eine  beliebige  homogene  Function  von  xf*ui  verstanden;  ut 
c=s  p  (x%  dx$  —  xz  dx2)  etc. 

Genau  so  wie  im  letzten  Beispiel  findet  man,   von  den  Ausdrücken 

xlmui  =  (iCi 
ausgehend,  folgendes  Integral: 

b)    .  Cl«li-""  +  C2s,l-m  +  *W""  =  0  f ' 
dessen  Richtigkeit  durch  Differentiation   der  letzten  Gleichung  unmittel- 
bar bestätigt  werden  kann. 

Beiläufig  sei  bemerkt,  dass  die  allgemeiner  aussehende  Gleichung 
ftxfu»,  x™u«,  xsmu3n)  =  0 
in  Gleichung  1)  mit  enthalten  ist. 

Das  singulare  Integral  ist  durch  die  vier  Gleichungen 

O  f 

gegeben. 

Der  Fall,  in  welchem  m=l  ist,   erfordert  eine  besondere  Betrach- 
tung, denn  das  allgemeine  Integral  geht  über  in 

a)  nc^C^CJ^O  I 

b)  C.  +  C.  +  C^O  {' 
welche  Form  die  xt  gar  nicht  mehr  enthält. 

Nimmt  man  zu  diesen  Gleichungen  folgende  Identität: 

(c  =  const.) 
hinzu  und  beachtet,  dass 

Lim  \^- H-(  =  /^, 

so  erhält  man  folgende  neue  Beziehung: 
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c)        Cx  lxx  +  Ct  lx2  +  C8  lxz  =*  r, 
welche  im  Verein  mit  den  Gleichungen  a)  nnd  b)  das  vollständige  Inte- 
gral der  Differentialgleichung 

3)  /"O*!"!,   *2M2>   «sM3)=:0 

darstellen  wird.  Die  C*  fignriren  hier  als  Parameter,  welche  zu  eliminiren 
sind;  c  ist  die  Integrationsconstante.  Die  Richtigkeit  der  angegebenen 
Integralform  kann  direct  dargethan  werden,  wenn  man  die  Gleichung  b) 
mit  dem  Differential  der  Gleichung  c)  verbindet.  Dann  ergeben  sich  die 
Proportionalitäten 

Cx^^xxul%     C2  =  fiar2t/2,     £8  =  f*;r8w8, 
vermöge  deren  sich  die  Gleichung  a)  in  die  Differentialgleichung  3)  ver- 
wandelt.    Eine  singulare  Lösung  existirt  hier  nicht. 

Bezeichnet    man    beispielsweise   eine  ganze  rationale  Function  der 
x{Ui  symbolisch  durch 

(öi*iMi  +  "s** ui  +  «s 's11»)"  =  °»  . 
so  ist  das  Integral  dieser  Gleichung 

{alC1  +  a2C2  +  azCjT  =  0  J 
Cx     +    C%    +     C9      =  ö[. 

Ist  in  Gleichung  1)   der  Exponent  m  =  0,   dann  liegt  die  Differen- 
tialgleichung 

4)  /(«i.*i«b)«0 

vor,  welche  offenbar  mit  der  „Clair  auf  sehen  Formcc  in  impliciter 
Gestalt  übereinkommt. 

Ihr  allgemeines  Integral  ist 


a)  f(C19C2,C9)       »Ol 

b)  C1«1  +  C1s-f  +  r1«8«=0(f 


also  immer  eine  Gerade. 

Für  das  singulare  Integral  hat  man  wiederum 

Man  findet  beispielsweise  in  der  symbolischen  Form  für 
(ff1t/1  +  flr2w2  +  a3fi3)2  =  0 
das  allgemeine  Integral 

0^  +  0^  + Csxz   =  0 
und  das  singulare 

(4*1  +  ^2*2  +  4>*3)*==o, 

wobei  die  Aik  die  Unterdeterminanten  gebildet  aus  den  a**  sind. 
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III. 
Beiträge  rar  Integration  der  Differentialgleichung 

Mäx+Ndy  =  0, 
in  welcher 

M  =  Axx*+  Biy*  +  2ClXy  +  2Dxx  +  2Ety  +  Ft 
iV  =  Axx%+  Bty*+2C2xy  +  2Dtx  +  2ß2y  +  F2 

Während  schon  zu  Eni  er" 8  Zeiten  die  Integration  der  Gleichung 
M  dx  +  N  dy*=0  im  Falle ,  dass  M  und  N  Polynome  ersten  Grades  sind, 
eine  bekannte  Sache  war,  ist  es  bis  jetzt  noch  nicht  gelungen,  die  eben 
angeführte  Gleichung  in  allen  Fällen  zu  Integriren.  Die  Integration  ist 
im  Allgemeinen  nur  in  den  Fällen  geglückt,  in  denen  sich  diese  Gleich- 
ung  direct  oder  durch  geeignete  Substitutionen  auf  die  lineare  Differen 
tialgleichung  erster  Ordnung  zurückführen  lässt,  oder  in  denen  der  inte- 
grirende  Factor  aus  den  particulären  Lösungen  zusammengesetzt  werden 
kann.*  Gewisse  Specialfälle  der  Gleichung  hat  man  dadurch  erledigt, 
dass  man  dieselben  auf  die  Integration  einer  linearen  Differentialgleichung 
zweiter  Ordnung  zurückführte.** 

Auch  in  Abschnitt  I8  (S.  3)  zeigte   es   sich,   dass   eine  Differential- 
gleichung erster  Ordnung 

mit  Hilfe  der  Substitution 

auf  eine  lineare  Differentialgleichung  der  zweiten  Ordnung  gebracht  wer- 
den konnte,  deren  Integration  bekannt  ist. 

1.    Betrachten  wir  jetzt  die  vollständigere  Gleichung 

a)        («  +  26*  +  c^)^  +  (y-«1-/31«)(y-«,-ftiT)  =  0 

und  setzen  dem  vorigen  Beispiele  gemäss 

y  —  «i  —  01*  —  *, 
so  entsteht 

(a  +  2bx  +  ca*)(£c  +  ßi)  +  z\z  +  («,-«,)  +  (ft-ft)*}=0, 

oder  für  Ä 

*  =  -& 


•  F.  Minding,  Beiträge  zur  Integration  der  Differentialgleichungen  I.  Ord- 
nung zwischen  zwei  veränderlichen  Grössen;  St.  Petersburg  1862.  G.  Darbouz, 
Memoire  sur  les  equations  diffärentielles  alg^briques  du  premier  ordre  et  du  pre- 
lnier  degre*;  Bulletin  des  sciences  niathematiques,  Paris  1878. 

**  Die  Biccatfoche  Gleichung,  Salomon's  Uebersetzung  der  Euler'schen  Inte- 
gralrechnung, Bd.  2  8.  18. 


Von  W.  Heymann.  15 

(«  +  2ft*  +  r**)(Ji»  +  *1»)-t,|(«,— k)  +  (A-A)*|  +  A-o. 

Um  nun  zur  Li ouvill e' geben  Gleichung  aufzusteigen,  erübrigt  noch 
die  Substitution 

r-Ü«)      also    Ü  +  .._S2fl 
wodurch 

(a  +  2bx  +  ex»)  <p>)  -{(«,-  ag)  +  (ft  -  ft)*|  *  (*)  +  A  »(*)  =  0 
erhalten  wird. 

Das  Integral  dieser  Gleichung  hat  die  Form 

mithin  wird  der  Gleichung  a)  genügt  durch 

Wäre  /?!  =  0,  so  fände  man  hierdurch  nur  ein  particuläres  Integral. 
Dieser  Fall  lässt  sich  jedoch  leicht  für  sich  erledigen,  und  abgesehen 
davon  könnte  man  auch  den  zweiten  Factor  y  —  <*2  —  ß%x  bei  der  Rech- 
nung benutzen. 

Auf  die  Gleichung  a)  läset  sich  die  allgemeinere 

1)   (a  +  2bx  +  cx*)dJt+Ax*+By*  +  2Cxy  +  2Dx  +  2Ey  +  F*=0 
ax 

zurückführen.     Setzt  man  nämlich 

y  =  !/i  +  l*> 
so  erhält  man  eine  Gleichung  derselben  Form 

(a  +  2bx  +  ca*)d^  +  Aix*+Blyl*  +  2Clxyl  +  2Dlx  +  2Elyl  +  Fl  =  0, 

und  hier  bedeuten 

Al  =  A+(2C  +  c)X+BXiJ     B^B,     CX*=C+BX, 
Dl=D+lE+b)k,  EX*=E,     Fx  =  F  +  aX. 

Jetzt  verfüge   man   Über  X  so,   dass  der  Kegelschnitt  (xtyx)  in  ein 

Linienpaar  zerfällt,  d.  hM  dass  die  Discriminante 

verschwindet.     Setzt  man  zur  Abkürzung 

E*-BxFx  =  gx,     ExCx-BxDx  =  h„     C*-AxBx  =  kx, 
so  lautet  unsere  Bedingung 

Nun  findet  man  aber  leicht,  dass 

g}  =  g  —  aBXy     A1  =  Ä  —  bBX,     kx  =  k  —  cBX 
ist,  wenn  unter  gr,  h  und  k  dieselben  Ausdrücke,  wie  unter  gx%  hx  und  k% 
verstanden  werden,  jedoch  gebildet  aus  den  Coefficienten  der  Ursprung- 
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liehen  Gleichung  1).     Führt  man  die  obigen  Werthe  in  die  Bedingungs- 
gleichung ein,  so  erhält  man  für  X  folgende  quadratische  Gleichung: 

{g-aBX)(k-cBX)  -(A-60A)»  =  O 
oder 

{ac  -  6*)(flA)2  -  (ak  -  2bh  +  cg)(BX)  +  (jgk  -  A*)  =  0. 

Schreibt  man  schliesslich  die  Zerlegung  des  Kegelschnittes  (x,  yx)  in 
extenso  auf,  so  entsteht 


(a  +  2bx  +  cx*) 


eine  Differentialgleichung,  welche  sich  wie  die  Gleichung  a)  integriren  lässt. 
2.    Man  kann  die  Differentialgleichung 

1)  (a  +  2bx  +  cx*)^  +  Ax*  +  .   .  +  F=0 

auf  die  Liouville'sche  Gleichung  zurückführen,  ohne  dass  man  sie  erst 
auf  die  Form  a)  bringt.  Transformirt  man  nämlich  Gleichung  1)  mittels 
der  linearen  Substitution 

y==z  +  Xx  +  x, 
so  erhält  man 

(a  +  2bx  +  cx*)(^  +  x)+A'x*+B'z*  +  ...+  F'=0, 

und  zwar  ist 

A'=  A  +  2  CX  +  B  A»,  £'=  B, 

C'=>C+BX,  D'=D+  EX  +Cx  +  BX%, 

&=E+  Bk,  F'=  F  +  2E*  +  B**. 

Bestimmen  wir  jetzt  einen  Factor  q  so,  dass 

A'x*  +  2J/x  +  F'=9(a  +  2bx  +  ca*) , 
d.h. 

A'=cq,     D'—bo,     F'  =  aQ, 

so  entstehen  folgende  drei  Gleichungen: 

A  +  2CX+  BX*=>cg  j 
D+EX+  C%  +  BXx  =  bQ  \m 
F+2Ex+  BK*=aQ) 

Für  die  Berechnung  der  Grössen  X>  x  und  p  ist  es  zweckmässig,  diese 
Gleichungen  umzuformen  in 

(BX+C)'  =  BcQ  +  k  * 
«)  (BX  +  C)(Bx  +  E)  =BbQ  +  k)y 

(Bx+E)*=BaQ  +  g) 
wobei,  wie  früher,  zur  Abkürzung 

&-BF*=g,     CE-BD  =  hy     C*-AB  =  k 
gesetzt  wurde,  denn  dann  ist  augenscheinlich,  dass 
oder  (BaQ  +  9)(BcQ  +  k)  =  (BbQ  +  h)* 


Von  W.  Hbtmann.  17 

4ß)  (ac-b*)(BQ)*  +  (ak~2bh  +  cg)(BQ)  +  (gk-h*)  =  0. 

Aus  dieser  Gleichung,  welche  zu  der  auf  voriger  Seite  entwickelten  qua- 
dratischen Gleichung  in  engster  Beziehung  steht,  ergieht  sich  $;  aus  den 
Gleichungen  et)  findet  man  alsdann  k  und  x.  Nach  diesen  Bestimmungen 
gestattet  die  Differentialgleichung  1)  folgende  Schreibweise: 

(a  +  2bx  +  ex*)  (p  +k  +  g)  +  B'z*  +  2{C'x  +E')z=>0 
oder  für 

Ist  A  +  p  =  0,  so  ist  diese  Substitution  unbrauchbar,  aber  auch  tiberflüssig. 

Nun  wird  der  Uebergang  der  Li ouville 'sehen  Gleichung  durch  die 

Ausdrücke 


dv  d*v 

dx       dz.  ,      9      dx* 

v    '     da .        *  v 


vermittelt,  und  man  erhält 

(a  +  2bx  +  cx^^-2(C'x  +  tf)^  +  BXl  +  Q)v  =  ü 

Es  ist  bekannt,  dass  man  die  letzte  Gleichung  durch  eine  Substitution 
von  der  Form  . 

in  die  Differentialgleichung  der  hypergeometrischen  Reihe 

«(i-«)^+[y-(«+0-+>W^-«P"=o 

Überführen  kann.  Unmöglich  ist  dies  nur  dann,  wenn  c=Q  oder  wenn 
a  +2bx  +  ex*  ein  vollständiges  Quadrat  ist,  auf  welche  Fälle  wir  später 
zurückkommen.  Die  letzte  Differentialgleichung  kann  in  allen  Fällen 
durch  bestimmte  Integrale  oder  durch  hypergeometrische  Reihen  integrirt 
werden;*  ihre  beiden  particulären  Integrale  lauten 

t,8=Wi-rF(«-y  +  l,  0-y  +  l,  2-y,  n), 
wobei  unter  F(a,  /?,  y, «)  nach  Gauss  die  Reihe 

«l    «{a+i)ß(ß+i) 

1+l.yM+     1.2.y(y  +  l)         +  '" 
zu   verstehen  ist.     Indem  man  zurückrechnet,   erhält  man  nun  auch  das 
Integral  der  Li  ouville' sehen    Gleichung  in   der  Form  von   hypergeo- 
metrischen Reihen,  etwa 


*  Jacobi  (Heine),  Untersuchungen  über  die  Differentialgleichung  der  hyper- 
geometrischen Reihe;  Grelle  Bd.  56.  —  Man  findet  daselbst  eine  vollständige 
Integraltafel. 

Zctoofaxift  f.  Mathematik  u.  Phjük  XXVII,  1.  2 
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Für  das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung 

1)  (a  +  2bx  +  cx*)^+Jsc*  +  ...  +  F=0 

ax 

folgt  sonach  ein  Ausdruck  von  folgender  Gestalt: 

Ein  einfaches  Beispiel  hierzu  ist  folgendes: 

(as-r,)(aJ-; 
Es  genügt,  zu  setzen 


(a}-r1)(*-rI)^  +  ^  +  *(y+»-ri)(y+*-r8)  =  0. 


X 

denn  man  bekommt 


(a?-r1)(a?-r2)(x^  +  Ät8)-xÄr(2ir-r1-r2)2  +  x8(l  +  A:)  =  0f 
oder  für  ^v 

dx 


%  =  k   und    z  = 

v 


(._ri)(<B_r,)g-*(Jo»-r1-rl)^  +  *(*+l)r-0. 
Dieser  linearen  Gleichung  genügt 

mithin  besitzt  die  vorgelegte  Differentialgleichung  das  Integral 

*      A  +  l       ^(«-r^  +  c^aj-rj)* 
oder 

,       ^-rO  +  ^  +  ljyjg-fJ^ 
*(*-rt)+(*  +  l)»|»-rJ 
Diese  Integralformen  sind   für  &  =  0  und  Ar  =  — 1  nicht  zu  gebrauchen, 
doch  erledigen  sich  jene  Fälle  leicht  auf  anderem  Wege. 
Ist  im  Speciellen 

*!«=  +  *,     *2  =  -i,     *  =  -*»  (i^V—*)* 

so  liegt  vor 


{<*+i)%  +  f-i\(v+*y+i\~o. 


Das  Integral  lautet 


et  yx  —  i  +  c2  "/x + i 


Da  

Vx±t=>m±nt,      m  =  y  * ^  ^      ,     »=^  * -^ , 

so  hat  man  bei  Aenderang  der  Constanten 


oder  

y  +  yx*  +  l      cm 
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cm  +  c  n 


f-, » 


und  weil 


^  =  )/x*+l  +  x, 
so  genügt  der  gegebenen  Differentialgleichung  der  Ausdruck 


«  +  (*+*+S)^  +  P*  =  0* 


y  —  yx*+l 

3.    Besondere  Fälle  der  Differentialgleichung 
1)  («  +  26.r  +  c*«)^  +^o;2  +  ...  +  F=0. 

a)  Es  sei  c  =  0.     Die  Gleichung  kann  dann  transfonnirt  werden  in 

(a  +  26«)  ±L  +  («,  +  6,*)  d£  +  a0v  .  0 , 
and  diese  lXsst  sich  »uf  die  „Weil er' sehe  Normalform " 

bringen,    deren   Integration   in   allen   Fallen  durch   bestimmte   Integrale 
oder  Reihen  geleistet  werden  kann. 

b)  Es  sei  a  +  2bx  +  cx*  ein  vollständiges  Quadrat,  dann  kann  man 
der  Gleichung  1)  immer  folgende  Gestalt  geben: 

(IX 

und  diese  kommt  nach  dem  Früheren  zurück  auf 

(x-r),S+(a>+*»a:)^+a<»,'=o- 

Um  diese  Differentialgleichung  in  die  Weil  er1  sehe  Normalform  überzu- 
führen, setze  man  zunächst 

dann  entsteht  • 

oder,  wenn 

•  0.  Schlömilch,  Zeitschrift  f.  Math.  u.  Physik  Bd.  V,  oder  dessen  Vor- 
legungen über  höhere  Analysis  1874;  Integration  von 

2* 
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y  =  —  (al+blr) 
gewählt,  wird,  ^ 

Für 

geht  diese  Gleichung  Über  in 

*$+(Jp+a-M-ö*^  +  (^+(,-^)i»+«fc+i»«)v-o. 

Verfügt  man  über  p  so,  dass 

und  setzt 

p  +  2-^?, 
so  resultirt  ^ 

also  die  verlangte  Normalform. 

In  gewissen  Fällen  kann  man  sich  diese  Reduction  ersparen.  Sei 
vorgelegt 

(a  +  6.r)«^  +  (,  -  «,-  ft*)(|f-  «2-  fc«)  =  0 

mit  der  Beschränkung,  dass 

«  =  «!  —  «g,     *  =  /51— ft, 
sei.     Dem  Abschnitt  IIIj  gemäss  hat  man 

zu  setzen,  wodurch  folgende  lineare  Gleichung  erhalten  wird: 

(a  +  bx)*<p'\x)-(a  +  bx)<p\x)  +  ßiq>{x)  =  0. 
Derselben  genügt  offenbar  particulär 

wenn  fi  eine  der  beiden  Wurzeln-  der  quadratischen  Gleichung 

*V-(6  +  l)6|i  +  ft  =  0 
bedeutet.     Das  vollständige  Integral  lautet  sonach 

<p  ==  cx  (a  +  b  xfi  +  c%  (a  +  bx)t>*. 
Mithin  genügt  der  gegebenen  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

v=a\Bx      ßi  c1(a  +  bxy»  +  c9(a  +  bxy* 

*        lTPl  b    cl(il(a  +  bx^^  +  c^s{a  +  bx)^-'^ 

c)  Um  die  übrigen  Sonderfälle  der  Gleichung  1)  zu  erkennen,  muss 
man  die  Gleichung  zur  Bestimmung  von  q 

ß)  (ac-b*)(B9)*  +  (ak-2bh  +  cg)(BQ)  +  (jgk-h*)  =  0 

ins  Auge  fassen. 

Ist  gk  —  A2e=0,  so  zerfallt  der  Kegelschnitt  (rc,  y)  der  Gleichung  1) 
an  und  für  sich  in  ein  Linienpaar,  und  dann  ist  der  in  Abschnitt  IIIj 
angezeigte  Weg  einzuschlagen. 
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i 


Ist  2?  =  0,  so  läset  sich  Gleichung  1)  wie  eine  lineare  Differential- 
gleichung erster  Ordnung  behandeln. 

Ist  öc- 68=0,  so  liefert  obige  Gleichung  nur  einen  brauchbaren 
Werth  für  p.  Da  in  diesem  Falle  der  Ausdruck  a  +  2bx  +  cx%  ein  voll- 
ständiges Quadrat  ist,  so  tritt  das  unter  b)  aufgeführte  Verfahren  ein. 
Ist  gleichzeitig 

ac  —  62=0    und    ak  —  2bh  +  cg  =*(), 

so  ergiebt  sich  für  q  kein  brauchbarer  Werth.  Die  Differentialgleichung 
1)  lautet  wegen  der  ersten  Bedingung 

und  sie  geht,  wenn  man  für  m  —  r  eine  andere  Variabele,  etwa  wieder 
x  setzt,  über  in 

cx*(^-+Ax*  +  By*  +  ...  +  F=0, 
ax 

wobei  zu  beachten  ist,  dass  die  neuen  Coefficienten  Z>,  E  und  F  nicht 
mit  den  vorigen  entsprechenden  identisch  sind.  Wir  operiren  nun  mit 
der  letzten  Gleichung  oder,  was  dasselbe  ist,  mit  Gleichung  1)  unter  der 
Voraussetzung,  dass 

a  =  6  =  0 

sei.     In  diesem  Falle  findet  man  aus  Gleichung  ß) 

h*-gk 

• «— w 

und  dieser  Werth  ist  brauchbar,  so  lange  g  von  Null  verschieden  ist.    Ist 

d.  b.  By*  +  2Ey  +  F  ein  vollständiges  Quadrat,  so  kann  man  der  letzten 
Differentialgleichung,  ohne  der  Allgemeinheit  Abbruch  zu  thun,  folgende 
Gestalt  geben: 

oder  für 

y  +  a  +  ßx  =  z 

c  x*  Tx  +  z* +  ax  +  &- c  ®  x* =  0# 

Bevor  man   zu   einer  Gleichung   zweiter  Ordnung  aufsteigt,   ist  es 
zweckmässig,  noch  weiter  zu  reduciren.     Man  setze 

z=itv-\-kx, 
dann  entsteht 

cx*  —  +  n>*  +  2lwx  +  «'x  +  (l»  +  cl  +  p-cß)x'  =  0 

oder,  wenn  l  so  gewählt  wird,  dass 

l*  +  cl+tf-cß)  =  0, 
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ca:f  ^  +  w8  + 2JL  wa>  + a'a?  =  0. 
dx 

Substituirt  man  nun  hierin  nach  einander 

dv 


so  bekommt  man 


1                          du 
x  =  —  ,     rv  =:  —  c 


a    d*v  dv       , 

c%u  r-i  —  2cl  — +  «0  =  0, 
du*  du 


eine  Differentialgleichung,  welche  schliesslich  auf  die  Weil  er 'sehe  Nor- 
mal form  gebracht  werden  kann. 

Lautet  das  Integral  der  letzten  Gleichung 

»»^»iM  +  ^fcWi 

so  genügt  der  in  Rede  stehenden  Differentialgleichung  erster  Ordnung 

r  +  .  +  fx-.  +  l«-,,-*  *ifkM  +  I,  ^(iir 
wobei 

u  =  — ,     Ar, :  4rt  =  co*  Jf. 

Kommt  die  Bedingung  ac  — 6*  =  0  so  su  Stande,  dass  6  =  c  =  0,  so 
hat  man  es  mit  der  Differentialgleichung 

a^  +  Jx*+By*  +  2Cxy  +  2I)x  +  2Ey+F=0 
dx 

su  thun.     Aus  der  Gleichung  ß)  findet  man  in  diesem  Falle 

und  aus  den  Gleichungen  «)  8.  16 

Die  vorliegende  Differentialgleichung  verwandelt  sich  sonach  durch  die 
Substitution 

f=:  +  A*  +  a 
in 

-(£+*+*)  +  *<*+s(*+±>>*  =  0. 

Um  diese  Gleichung  in  eine  der  aweiten  Ordnung  übermufÄhren,  kann 
mau«  wie  froher  lAbnchnitt  III,)  eine  reeiproke  Substitution  benutaen; 
kommt  indessen  hier  auch  mit  einer  directen  ans.     Setat  man 


•o  entsteht 
oder  fnr 
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dv 
dx 

v 


welche  Gleichung  leicht  auf  die  Weiler' sehe  Normalform  gebracht  wer- 
den kann.     Lautet  das  Integral  der  letzten  Gleichung 

©  =  c1y1(a:)  +  r2<p8(a:)l 
so  genügt  der  gegebenen  Differentialgleichung 

B    elfplikx)  +  etfPt(x)  l 

Schliesslich  muss  noch  der  Fall  A  =  0,  in  welchem  die  letzte  Rech- 
nung unbrauchbar  ist,  erledigt  werden.  Da  k  =  C*  —  AB  war,  so  ist  jetzt 
der  Kegelschnitt  (x,y)  eine  Parabel,  und  der  in  Rede  stehenden  Diffe- 
rentialgleichung kann  jedenfalls  die  Form 

(IX 


ertheilt  werden. 

Setzt 

man 

und  sodann 
so  entsteht 

y  +  a  +  ßx=z 
a+  ß?x  —  aß  =  aß'u, 

-^  +  z*  +  a(?u=>0 
du                r 

oder  für 

dv 

_  du 

V 

Diese  Riccaü'sche   Gleichung*    kann   bequem   durch   Reihen   integrirt 
werden.     Nach  Kummer  genügt  ihr  folgendes  bestimmte  Integral r 
-     jfi 

0 
wenn  die  willkürlichen  C  an  die  Bedingung 

geknüpft  werden  und  p19  fa,  p8  die  Wurzeln  der  Gleichung 


00 

■-/•■ 


•  0.  Schlömilch,  Compendiam  d.  höh.  Analysis,  Bd.  1, 1874,  §  110.  —  Kum- 
mer, Crelle's  Journal  Bd.  XIX;  Integration  der  allgemeinen  ßiccati'achen  Gleich- 

ong  -3-^  =£My  mit  Hilfe  mehrfacher,  bestimmter  Integrale. 
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bedeuten.     Schreibt  man  das  Integral  kurz 

00 

0 
und  beachtet,  daas 

dv 

du  dv 

z  = ,    also    *p— •  —  =0. 

v  du         * 

so  findet  man  als  Integral  der  vorgelegten  Differentialgleichung 


f\ 


tFM-*imdl=Q, 


o 

wobei   für  u  und  z  noch  die  entsprechenden  Werthe,   ausgedrückt  in  x 
und  y,  zu  setzen  sind. 

Ein  besonders  einfacher  Fall  ist  folgender: 


Für 


*?-^ 


ergiebt  sich  - 

also 

Mithin  genügt  der  gegebenen  Differentialgleichung 

Beiläufig  sei  erwähnt,   dass  man  auf  diesem  Wege  Gleichungen  von  der 
Form 

ax 
integriren  kann,  denn  für 

y  +  a  +  ßx  +  yx*  +  ix8  =  z 
entsteht 

ap.-a{ß  +  2yx  +  3dx*)  +  z*  =  0, 
dx 

welche  Gleichung  zu  den  vorher  betrachteten  gehört. 

Auch  die  Differentialgleichung 


b)  (a  +  bx)a:±  +  (y  +  a  +  ßx  +  yx*)*  =  0 

ax 


ya  -j-  u  a? \ 

geht  für 

y  +  a  +  ßx  +  yx*  =  z 

über  in 
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und  läset  sich  dann  integriren. 

Allgemeiner  noch  könnte  man  verlangen,  dass  die  rechten  Seiten 
der  Gleichnngen  a)  und  b)  gegebene  Ausdrücke  von  der  Form  et  +  fix 
+  /ar8  sind. 

4.    Integration  durch  Differentialquotienten  mit 
allgemeiner  Ordnungszahl. 

Liouville  hat  bekanntlich  (a.  a.  0.)  bei  der  Integration  der  nach 
ihm  benannten  Differentialgleichung  höhere  Differentialquotienten  benutzt. 
Ein  besonderer  Fall  der  Differentialgleichung  a)  (Abschnitt  Uli),  bei 
welcher  schliesslich  das  Liouville'sche  Verfahren  Anwendung  findet, 
ist  folgender: 

l     (x-rl){x-r%)djL  +  (y-a1-ßix)(y-a2-ßix)  =  0, 

2)        I  wobei     *Z2Li-!l±!j 

l  wobei    A-ft-     2     • 

Wir  setzen  dem  Früheren  gemäss 

dx 
and  erhalten 

oder  wegen  der  Bedingung 

\    (^-r1)(^-r2)^  +  v(2a?-r1-rs)^  +  ft.  =  0,  ' 

I  wobei    &=ÄL«y. 

Zur  Abkürzung  sei  noch 

x  — -  t*  ^=  a.  «  |     x  -~  r«  s=3  JLa  . 

Wir  haben  nun  zwei  Fälle  zu  unterscheiden. 
a)  Es  sei  ß% — A  =  l.     Dann  läset  die  Gleichung 

folgende  Schreibweise  zu: 
woraus 


*  VergL  S.  Spitzer,  Studien  über  lineare  Differentialgleichungen,  II.  Ab- 
schnitt, §§  13  u.  26. 
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also 


(*— A.) 

\c  =consU 


fiv  dx 


folgt. 


yc+e*v*     V'X^Xi 

Eine  nochmalige  Integration  ergiebt 
1 


-  log  Q/c  + 1*  v*  +  t  v)  =  2  log  ( j/<r,  +  ]/Xs)  +  const. 
oder  

ye +,v  +  ,„  =  c"  iyxx + yx,)"  l 

j/c  + 1»»* -  tv  =  t"'(^ -  j/jr,)«»  i ' 
mithin  durch  Subtraction 

»  =  4  0^  +  ^.)"  +  <'.  (^  ~  W*- 
Dies  iat  das  vollständige  Integral  der  Gleichung  2  a). 
Da  nun 

ao  genügt  der  Differentialgleichung 

(x-r,)  (.«  -rt)  £|  +  (y-ai-ßlX)(y-  «,-£,*)  =  0, 

wenn 

P»-&=1.    «i-«i  =  i(ri+r»). 
folgender  Ausdruck: 

Die  Bedingungen  sind  im  Speciellen  erfüllt,  wenn  beispielsweise 
«i  =  0,     ft  =  l,     rx  =  -l, 
«1  =  0,     &  =  2,     rs  =  +  l. 
Die  Differentialgleichung  lautet  dann 


und  ihr  Integral 


(^-Djj  +  Ör— r)(jr-2*)  =  0 


oder  in  reeller  Form 

.=  -----        .  -  _-_ . ,        A :  D  =  CQ*SI% 

)  x21— 1      tf  f<mS%tf  x+l+J  x  — 1)  — ^ 

M  Benutmt  man  Piflerentialquotienten  mit  allgemeiner  Ordnungszahl* 
eo  kann  Gleichung  V  auch  in  den  Fällen  integrirt  werden,  in  welchen 
0,  —  ßx  überhaupt  eine  gante  poaitrre  oder  negaÜTe  ungerade  Zahl  ist. 
Führt  man  n&mlich  in  2) 
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^^^Ä/v^rf^Ä#^<^^/v^^rf^rf\Ä/^y\^^»^rf»/^#^*^*»*»^«*^» 


ein    und    differenzirt    die  Gleichung    X-mal,    l  als  positive  ganze  Zahl 
gedacht,  so  entsteht 

^ijr»0+(i+y)(^1+^)^+[/Ji+A(i+2y-i)]W=o. 

Man  wähle  X  so,  dass 

i+r-i,   also  -A^^-ft"1, 
und  setze 

dann  geht  die  letzte  Differentialgleichung  über  in 

und  besitzt  nach  der  Untersuchung  des  Falles  a)  folgendes  Integral: 
wobei 


* = yv-ßi = *  rts+ßs +i-2ßtß1-  2ßt  -  tßv 

Der  Gleichung  2)  genügt  sonach 
ft-ft-i 

da:       2 

wo  ß%  —  ß  eine  ganze  positive  ungerade  Zahl  ist. 
Wir  kommen  mithin  zu  folgendem  Resultat: 
Der  Differentialgleichung 

1)  (<c-rl){x-ri)d£+ü-«l-ß1x)(y-«a-ßsx)  =  0 

genügt,  falls 

ft-A          2 
und  ß^—ßi  eine  ganze  positive  ungerade  Zahl  ist,  nachstehender  Aus- 
druck :  /^ri\ 

y = ai+ ft*  -Pi  • — //»,-/>,  H-iy 

wobei 

und  -r—r  mit  n>W  bezeichnet  wurde, 
da*" 

Ist  ßi  —  ßx  eine  ganze  negative  ungerade  Zahl,  so  vertausche  man 
at  mit  a2  und  ft  mit  ß%.  Dabei  bleibt  Gleichung  1)  flammt  der  Beding- 
ung ungeändert,  während  das  Integral  folgende  Gestalt  erlangt: 
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« - .  x «  *    »    \ci(VTi  +  yT,,"  +  ct(i/Tl- YT^  ''*"') 

9  — «» X  ftx  —  P«  • —  —  —  ~         ,ß,-ß,+ty 

und  hier  ist  die  Ordnungszahl  des  Differentialquotienten  wieder  positiv. 

Man  kann  auf  ähnlichem  Wege  noch  andere  integrahle  Fälle  dieser 
Gleichung  finden  ,  doch  wird  die  Rechnung  beschwerlicher.  Vollkommen 
gelingt  die  Integration,  wenn  man  bestimmte  Integrale  benutzt;  mit  diesen 
wollen  wir  noch  den  besondern  Fall  e  =  0,  in  welchem  obige  Formeln 
nicht  mehr  gelten,  erledigen. 

Ist  nämlich  «  =  0 ,  d.h. 

W+P/xi-JAA-JA-JA-o, 

so  führt  die  Gleichung  1)  auf 

(c-r1)(«-rt)^  +  r(2«-'i-rl);£  +  A»»0t 

wobei  y  =  ^L  =  i-^, 
nnd  dieser  Gleichung  genügt* 

»■fi/  -rv  '      —  <*/  +  C8  f-T-^  .log- r- .  dt. 

Ist  etwa  ^=5  —  1,  r2  =  -f-l,  und  man  setzt  *=  — cosa>,  so  entsteht  hieraus 

s 

»  —  /  k  +«* lo9X  JpI  ( (*  +  cos»)yßl d«>- 

0 
Um  noch  die  Bedingung 

an  erfüllen,  sei  1^  =  0^  =  0,  und  die  in  Bede  stehende  Differentialgleich- 
ung lautet 

wobei  ß,,  und  ft  der  Bedingung  «  =  0  unterliegen,  sonst  aber  beliebige 
Zahlen  sind.     Diese  Gleichung  wird  nun  befriedigt  durch  den  Ausdruck 


V         dxJ 
unter  p  das  zuletzt  angegebene  bestimmte  Integral  verstanden. 


rty 


•  8.  Spitzer,  a.  a.  0. 
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5.    Differentialgleichungen  der  Form 
Mdx  +  Ndy*=0, 

M=Alx*+Bly*+2Clxy  +  2D1x  +  2Ely  +  Fll 
N=Aix*  +  Biy*  +  2Cixy  +  2D2x  +  2E%y  +  Fi\y 
welche  auf  die  Gleichung 

1)  (a  +  2bx  +  cx*)P^+s4x*+By*  +  ...+  F=:0 

ax 

zurückgeführt  werden  können.  % 

Wir  benützen  zuerst  die  lineare  Substitution 

und  erhalten  aus  der  allgemeinen  Differentialgleichung 

Mdu  +  (Ma  +  N)dy=>0. 
Dm  eine  Gleichung  der  Form  1)  zu  gewinnen,  greifen  wir  aus 

Ma  +  iV=  A*u*  +  Py*  +  2Cuy  +  2I/u  +  2E'y  +  F\ 
die   Coefficienten    B\   C  und   E'  heraus   und  setzen   dieselben   der  Null 
gleich.     Es  entsteht 

a)  Ala*  +  {Ai  +  2C1)ct+{Bl  +  2C%)a+Ba=0,    j 

ß)  Ax^  +  {A%  +  Cx)u      +  £2  =  0,  [ 

y)  Dx**  +  (D2  +  Bx)a     +£s  =  0,  \ 

und  die  Elimination  des  a  fordert  alsdann  zwei  Bedinsnmgsgleichungen 
zwischen  den  Coefficienten  der  vorgelegten  Differentialgleichung. 

Die  Gleichung  1)   ist  geometrisch   dadurch   ausgezeichnet,   dass  sie 
zwei  der  y-Axe  parallele  Gerade 

x=sr1  und  x  =  r9 
als  particuläre  Integrale  besitzt,  unter  rx  und  rs  die  beiden  Wurzeln  der 

quadratischen  Gleichung 

a  +  2bx  +  cx*c=0 

Terstanden.  Um  die  Bedingungen  zu  finden,  unter  welchen  der  allgemei- 
nen Gleichung  M  d x  -f-  N  dy  =  0  zwei  parallele  Gerade  particulär  genügen, 
rabstituire  man  in  selbige  die  Gleichung  einer  Geraden 

x  =  ay  +  ß> 
dann  müssen,   wofern   dieselbe  genügen  soll,  drei  Bedingungen  erfüllt 
sein,  nämlich 

«-)      Ay  +  (J%  +  2C1)^+(Bl  +  2Ci)a  +  B^0, 

Man  erhält  aus  Gleichung  /)  zwei  Werthe  von  ß\  für  beide  muss  die 
Gleichung  ß>)  bestehen,  und  das  ist  der  Fall,  wenn  beide  Klammer- 
grössen  dieser  Gleichung  verschwinden.  Da  schliesslich  auch  noch  Gleich- 
ung a)  zu  beachten  ist,  so  finden  sich  im  Gleichungssystem  («',  j^,  y) 
dieselben  Bedingungen  wieder,  als  im  System  (or ,  /3,  y). 
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Besitzt  sonach  die  Differentialgleichung 
Mdx+Ndy  =  0 

zwei  parallele  Gerade  als  particnläre  Integrale,  so  l&sst  sie  sich  stets 
durch  die  lineare  Substitution 

x  =  ay  +  u 

auf  eine  Gleichung  der  Form  1)  bringen  und  als  solche  integriren. 

Es  kann  sich  ereignen,  dass  eine  dieser  Geraden  oder  auch  beide 
ihrer  ganzen  Erstreckung  nach  in  unendlicher  Entfernung  liegen.  Ist 
etwa  die  Differentialgleichung 

(2Clxy  +  2D1x  +  2Ely  +  Fx)  dx  +  (2Cixy  +  2D9x  +  2E2y  +  F2) dy  =  0 
gegeben ,  so  lautet  das  Gleichungssystem  («',  /T,  y  ) 

a)  Cta+C2  =  0,  | 

m  />1a»  +  (/>2  +  2?1)«+£1  =  0, 

y)  2(D1a  +  D2)ß  +  Fla  +  F2  =  0,    ) 

woraus  hervorgeht,  dass  eine  Wurzel  der  Gleichung  y)  unendlich  gross 
geworden  ist  Der  vorgelegten  Differentialgleichung  genügt  daher  par- 
ticulär  im  Endlichen  nur  eine  Gerade 

x  =  ay  +  ß 
wobei 

a  —  —  9*      ß—         ciF*  —  c*Fi 

und   die  Coef&cienten   der  Gleichung  sind  jetzt  nur  an  eine  Bedingung 

gebunden.   Die  hier  auftretenden  Ausnahmefälle  haben  keine  Schwierigkeit. 

Ist  auch  Dx=s  I>2  =  Et=s  E^ss  Ot  also  sind  beide  particnläre  parallele 

Gerade  in  die  Unendlichkeit  gertickt,  so  lautet  die  Differentialgleichung 

V^xy  +  FJdx+pCtXy  +  Fjdy^O, 
und  diese  kann  bedingungslos  mit  Hilfe  der  Substitution 

auf  eine  bereits  integrirte  Gleichung,  nämlich 

(C^-^F,)^  +  0^  +  20,  uy  -  2Csy*)  =  0 

gebracht  werden.     Ist  etwa  F,  =  0,  so  lautet  die  letzte  Gleichung 

Ft^  +  2C1«y-2C,y*  =  0, 
und  ihr  genügt  j    _<^        ß  ^ 

const.  s=  —  e    F*     +  2   *    I  e   F*    du. 
y  F*J 

Mithin  hat  die  Differentialgleichung 

2QX  xy  dx  +  (2 (78  xy  +  F2)  dy  =  0 

folgendes  Integral: 
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1    _(*.*+ <W  c 


const.  =  —  e        Ci**      +  2 


8 


y  f/ctF% 

wenn 


/«-«'  d», 


«0  = 


ycxFt 


Führt  man  homogene  Coordinaten  ein,  indem  man 


*  =  ?>      y  =  ? 

*8  *8 


setzt,  so  geht  die  Differentialgleichung  1)  über  in 

la)  (anxla  +  2alix1xz  +  a^x^{x9dxs^xsdx9)+jfix(xsdxi^xldx^^0, 

wobei 

A*x=  ^n*l*+  AnX%%+  4>8  *Sf  +  2^18a?l  *8  +  24s*l*S  +  2^88*8^8' 

und  diese  Gleichung  ist  geometrisch  dadurch  ausgezeichnet,  dass  sie  drei 
sich  in  einem  Funkte  schneidende  Gerade 

a?8  =  °>     xi~  r'*8  =  ö>     *i  —  r"*8  =  0 
ab  particuläre  Integrale  besitzt,  unter  r'  und  r"  die  beiden  Wurzeln  der 
Gleichung 

aur2  +  2alsr  +  rtS3  =  0 

▼erstanden.     Denkt  man  sich  in  die  Differentialgleichung  la)  die  linea- 
ren Substitutionen 

PX%  =  a8l£l  +  «88^8  +«88^8  =  (»2«  &)     J 
P*8  =  «81  Sl  +  ^k  +  ^S  =  («*•&)     J 

eingeführt,  so  wird  offenbar  eine  Gleichung  der  Form, 
1b)  iif|(fe^-fcdü  +  fii«(|,iife-ferfW+Ci«(8i^-fc^)asB0 
entstehen ,  welche  dem  Connez  erster  Classe  zweiter  Ordnung  entspricht 
und  welche  im  Speciellen  dadurch  ausgezeichnet  ist,   dass  ihr  drei  sich 
in  einem  Punkte  schneidende  Gerade 

(«8<£i)  =  0,     («i,£,)-  r(«8<&)  =  0,     («„&)- r''(«3.&)  =  0 
genügen.     Hierdurch  sieht  man  rückwärts  Folgendes  ein: 

Besitzt  die  Gleichung  lb)  drei  sich  in  einem  Punkte  schneidende 
Gerade  als  particuläre  Integrale,  so  lässt  sie  sich  durch  lineare  Substi- 
tutionen, also  durch  eine  Verlegung  des  Coordinatensystems  in  die  Gleich- 
ung la)  transformiren  und  ist  als  solche  integrirbar. 


Als  eine  weitere  Frage  drängt  sich  die  auf,  ob  die  Integration  der 
Gleichung  lb)  auch  dann  noch  geleistet  werden  könne,  wenn  sich  die 
drei  particulären  Geraden  nicht  in  einem  Punkte  schneiden.    Die  erwähnte 
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Gleichung  kann  dann  durch  geeignete  Wahl  des  Coordinatensystem£ 
immer  auf  die  Form 

wobei 

gebracht  werden;  geometrisch  ist  sie  jetzt  dadurch  ausgezeichnet,  dass 
ihr  die  drei  Geraden 

*i  =  0f    a?j  =  0,     oj8  =  0, 

&  h.  die  Seiten  des  Coordinatendreiecks  particulär  genügen.  Noch  ein- 
facher wird  die  Gleichung  nach  Subtraction  der  Identität 

(Anxx  +  Anx%  +  A^x^x^  +  xiVf  +  xsuj  =»  0, 
denn  es  entsteht 

(*lt X%  +  ai3Xs)  Xl  Ul  +  K^l  +  aUXJ  Xt»i  +  (flSl*l  +  <h*X%)  ^«S  =  ° 

oder  in  gewöhnlichen  Coordinaten 

•)  (*iX  +  *iy  +  Ci)*dy  +  (<*t*  +  l>sy  +  ct)ydx  =  0. 

Die  Integration  dieser  Gleichung  scheint  im  Allgemeinen  erhebliche 
Schwierigkeiten  au  haben,  denn  bereits  bei  der  Integration  des  nachfol- 
genden speciellen  Falles  ist  man  genöthigt,  zu  einer  linearen  Differen- 
tialgleichung sweiter  Ordnung  aufzusteigen.     Es  sei 


«i  =  «t  =      a  ( 


und  man  sehreibe  der  Einfachheit  halber  für  ax  und  by  kurz  x  nnd  y, 
so  dass  die  Differentialgleichung 

•*"  (x^9){xä9  +  ydx)  +  clxd9+ct9dx^0 

vorliegt.     Aus  naheliegenden  Gründen  setze  man 

xy  =  x*,     ^  =  f*,   d.  h.  y  =  ir,     *  =  y» 
dann  entsteht 

J*(l-rV*  +  *i(<  <**  +  *<")  +  <■('■*  -trfl)  =  0 
oder 

und  für 

Schliesslich  ergiebt  die  Substitution 

r 
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ifiv      Ä    dv  _       Ä         <•«+<?, 

tftr  dt<  ^""^i 

Lautet  das  Integral  dieser  Gleichung 

v  =  kl(Pl(u)  +  k2iP%{u)y 
so  genügt  der  Gleichung 

weil  L*  _ 

i/.y       <*«        -,            2z        2/jr# 
/=  J/   —  = und    w  = =— , 

f        X  V  C2"~C1        C2~~C1 

folgender  Ausdruck:  

y^-= \fs__V \^^/        ^       =  con„. 

Setzt  man  hierin   noch  beziehentlich  a.r  und  by  für  a:  und  y,   so  erhält 
man  das  Integral  der  Differentialgleichung 

(ax  —  by  +  Ci)  x  dy  +  (aar  —  by  +  c2)  y  dx  =  0. 
Sollte   eine   der  Zahlen   a   oder  b  ein   anderes  Vorzeichen   besitzen,   als 
angenommen  wurde,  so  erübrigt  noch,  das  Integral  von  seiner  imaginä- 
ren Gestalt  zu  befreien. 

Die  lineare  Differentialgleichung  y)  kann  auf  die  Weil  er'  sehe  Nor- 
malform gebracht  werden,  sie  ist  indessen  auch  oft  für  sich  behandelt 
worden.  So  giebt  Di  enger  in  seiner  Integralrechnung  §  119  folgendes 
Integral  für  diese  Gleichung  an: 

,^J-    n(w+l)  «-1     (n-l)w(n+l)(«+2)  w"'2     (w-2)...(n+3)  W"3       ) 

*=*!*■  f — jp  -J-+ 2] -v 31 ^r  + •( 

,  u  —L  ..»(»+*)  u"1  ,  i*-l)n(n+l){n+i)  u"»  ,  (*-2)...(*  +  3)  n"'3  ,     ( 
+  *»'    [M  +— H        2"+  2!  2*"  +  3!  "F+-p 

welches  richtig  ist,   wenn  n  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  be- 
deutet, 

Statuiren  wir  folgende  einfache  Fälle. 

c  ~*~     c  §  »  " 

Es  sei  «  =  0,  d.  h.    3_        |,  unter  c  eine  gegebene  Zahl  verstan- 

den.     Das  Integral  von  y)  lautet 

v  —  kte"  +  k%e^u, 
mithin  ist  _ 

V    x      kxeP  +  k%e-u'i  c 

oder  ._ 

yx-i/y  OSl 

£-= — *—e    c     =const. 

V*+Vv 

da«  Integral  der  Gleichung 

Mteduift  1  Kathraatik  u.  Physik  XXVII,  1.  3 
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(«  —  y  —  c)x  dy  +  (x—y  +  c)y  dx=>0. 
Es  sei  n  =  l,  d.  h.    *_       >.     Das  Integral  von  y  lautet 


mithin  ist 

oder 

/!■ 

(fcteu  —  k%e~u)u 
-kxe»{u-l)  +  k%e~"{u  +  \y     "' 

c  +  r-l/x~y    *y7* 

— ~=?r«    c     =const. 

=  V~xy 

c 

c  +  x  +  }/xy 

das  Integral  der  Gleichung 

(x  —  y  +  c)  a*  dy  +  (x  —  y  +  3  c)  y  d  x  =  0. 

c  ~~~   c  i 
Es  sei  «  =  —  1,  d.  h.    *      Q    >.     Die  Gleichung  ß)  lautet 

(*  —  0  +  3c)a?dy  +  (*  —  y  +  c)y  rfx=0, 
sie  geht  aus  der  ehen  betrachteten  hervor,  wenn  für  x  und  y  beziehent- 
lich —  y  und  —  x  geschrieben  wird;  mithin  lautet  ihr  Integral 

r  _  e       c     =  cons/. 

Ueberhaupt  kann  durch  die  erwähnte  Vertauschung  der  Variabelen 
der  Fall  eiut'S  negativen  n  auf  den  eines  positiven  n  zurückgeführt  werden. 

6.    Behandlung  einiger  Fälle  der  Differentialgleichung 

Mdx  +  Ndy  =  Q 
mittelst  quadratischer  Substitution. 

J.    Integration  von 

a)  />^  +  2«M  +  P/>  +  y  =  0. 

Die  vorliegende  Gleichung  wird  durch  die  quadratische  Substitution 

b)  P^-W1 +  /»»  +  /*) 
übergeführt  in  die  Differentialgleichung 

c)  £|  +  «yt  +  Py  +  r*  =  o> 

welche  nach  dem  Früheren  integrirt  werden  kann. 

Die  Richtigkeit  der  Behauptung  wird  erkannt,  wenn  man  den  Werth 
von  p  aus  b)  in  a)  einführt  und  entsprechend  ordnet«  Bequemer  ist  es 
aber,  die  Betrachtung  bei  Gleichung  c)  anauknüpfen.    Setat  man  nämlich 

dx     F 
und  differenairt  die  Gleichung 
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c)  p  +  ay*  +  ßy  +  yx  =  0 

nach  *,  so  entsteht,  weil 

dp  __dp 
dx~~dy'Pi 

a)  P^  +  2«py  +  j8p+y  =  0. 

Da  der  Kegelschnitt  (x,  y)  in  Gleichung  c)  eine  Parabel  vorstellt, 
so  hat  man  diese  Gleichung  auf  dem  in  Abschnitt  III8  c)  angegebenen 
Wege  zu  integriren.     Schreibt  man  dieselbe  in  der  Form 

du:       \  2j/a  4tt 

ß  ß*      y 

»v"+£t--  '-£-£■■ 

du  ya 


und  setzt 


so  erhält  man 


Dieser  Gleichung  genügt,  wie  wir  früher  gezeigt  haben, 

o 
wobei 


Substituirt  man  rückwärts 


j/a 


2j/a  4y]/a 

oder  wegen  b) 


,._£(,+.,.+,,+£), 


y 

so   bekommt  man   das  Integral   der  vorgelegten  Differentialgleichung  a). 

B.    Integration  der  Differentialgleichung 

a>  2p^-p8  +  «p5  +  2j85-yP==0. 

Aehnlich  wie  die  vorige  Gleichung  kann  auch  diese,  welche  freilich 
den  Mangel  erleidet,  dass  der  Coefficient  von  p*  nicht  allgemein  ist, 
behandelt  werden.     Geht  man  von  der  integrablen  Gleichung 

b)  ?£  +  ay*  +  2ßxy  +  y  =  0 

aus,  setzt 
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dx      P 
nnd  differenzirt  nach  xy  so  entsteht 

c)  pd^  +  2ayp  +  2ßxp  +  2ßy^=0 

oder,  nach  Elimination  von  x  ans  b)  nnd  c), 

py^-P*  +  «py*  +  *ßy*-yp  =  o. 

Hierin  kann  noch  der  dritte  Grad  beseitigt  werden,  denn  für 
bekommt  man 


y*  =  $ 


a)  2jt>*^-p8  +  «p$  +  2p$-yp  =  0. 

as 

Diese  Differentialgleichung  wird   sonach  durch  die  quadratischen  Substi- 
tutionen 

p  =  —  (ay*  +  2ßxy  +  y)  und   *  =  y8 
Übergeführt  in 

b)  £|  +  «y8  +  2p*y  +  y  =  0, 

und  lautet  das  Integral  dieser  Gleichung 

y  =  **(*), 
so  gentigt  der  vorgelegten  Differentialgleichung  a) 


r  V.         2ßi/s     / 


Ißj/'s 
Ist  beispielsweise  a  =  0,  liegt  also  vor 

•')  2psd£-p*+2ßs-yP  =  0, 


b')  ^  +  2/l*jr  +  y  =  0 


.-9*"+rf* 


so  lautet  Gleichung  b) 

b') 

und  ihr  Integral 

const.  =s  y  «r*«* +  y  /  rf**  dx. 

Da  nun 

y=*l/*  und  a?  =  —  P  +  *  , 
2j^ 

so  ist  das  Integral  von  a*)  in  folgender  Weise  amuschreiben : 
«mtf. «  \y7ef  +  yjtfi* dx\         p+f. 

Ist  in  a)  y  =  0,  Hegt  also  tot 
a")  S^-p*  +  «,>*+205=Ö, 

so  lautet  Gleichung  b) 
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b")  ^  +  ay*  +  2/J*j,  =  0 

und  ihr  Integral  r 

const.  =  —  «-/*«*  —  a  /  erfind x. 
y  J 

Danun  r      *  P  +  «s 

y  =  ys   und  x  = -^  , 

so  genügt  der  Gleichung  a") 


const, 


Da  es  uns  darauf  ankommt,  nur  Gleichungen  ins  Auge  zu  fassen, 
in  denen  die  Variabel en  den  zweiten  Grad  nicht  übersteigen,  so  ist  die 
Anzahl  der  hier  zu  betrachtenden  Fälle  nicht  gross.  Als  letzter  und 
bemerkenswertbester  Fall  sei  folgender  mitgetheilt. 

C.    Integration  der  Differentialgleichung 

(au  +  bv  +  c)i^+  Au*  +  2Cuv  +  2Du+2Ev  +  F=0. 

Wir  gehen  von  der  Gleichung 

aus,  setzen  wie  vorhin 


•>  "£+y3="p^ 


dy 

differenziren  nach  x  und  erhalten 

b)  />^  +  2yp  =  *'(*). 

Nehmen  wir  nun  zwischen  <p'  und  q>  irgend  eine  Beziehung 

„'=  Fi*) 
dtp 


an,  so  lautet  a)  wegen  dx- 


F(<p) 


&     ..v._. 


a)  F(V)<7^  +  ^=<p, 

während  b)  übergeht  in 

oder,  weil  wegen  er) 

b')  Pj*  +  *yp  =  *iP  +  tn- 

Diese  Gleichung  wird  integrabel  sein,  sobald  es  a)  ist.    Denn  genügt  jener 

y=*f(<p)> 

so  kommt  der  Gleichung  b')  das  Integral 

y  =  f{p+y%) 

zu« 
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Wenn  wir  im  Speciellen  verlangen,  dass  Gleichung  b')  die  Varia* 
belen  nnr  im  zweiten  Grade  besitzen  soll,  so  müssen  wir  zwischen  q>' 
und  <p  eine  lineare  Relation  festsetzen.     Wählen  wir 

F(q>)  =  mq>  +  n, 
so  erlangen  die  Gleichungen  a')  und  b')  die  Gestalt 

a")  0»9  +  *);p  +y2  =  <P, 

b")  p¥y  +  2yp=m(p  +  y*)  +  n. 

Die  erste  läset  sich  nach  dem  Früheren  integriren;  die  zweite  aber  geht 
vermöge  der  Substitution 

in  die  erste  über.     Da  der  ersten  Gleichung  particul&r  eine  Gerade 

n 

genügt,  so  kommt  der  zweiten  eine  Parabel 

'=-(»■+£) 

als  particul&res  Integral  zu. 

Die  Gleichung  b")  ist  noch  sehr  erweiterungsfähig,  denn  benutzt 
man  die  linearen  Substitutionen 

ao  verwandelt  sie  sich  in  eine  Differentialgleichung  der  Form 

ß)  (au  +  bv  +  c)(J£  +  Ju*+2Cuv  +  2Du  +  2äp+F=0. 

Dieser  Gleichung  mu88  dann,  da  wir  nur  eine  lineare  Coordinatentrans- 
formation  vorgenommen  haben,  ebenfalls  eine  Parabel 

*=av*  +  ß*  +  y 
particul&r  genügen,   d.  h.  aber,   ihre  Coefficienten  müssen  eine  Beding- 
ung erfüllen.     Denn    wird   der  Ausdruck  für  r  in  ß  eingeführt,   so  ent- 
steht eine  Gleichung  von  der  Form 

C#«»  + Ciir'  +  Ca« +  £»  =  <>- 
welche  identisch  verschwinden  soll;  man  hat  daher 

Go  =  0,  ^  =  0»  Gt  =  0,  Cs  =  0. 
Aus  dreien  dieser  Gleichungen  berechnen  sich  die  Coefficienten  «,  0,  y; 
aus  der  vierten  fliesst  alsdann  eine  Bedingung,  welcher  die  Coefficienten 
der  Gleichung  ß)  unterliegen.  Weiterhin  ist  aber  auch  klar,  dass,  wenn 
diese  Bedingung  besteht,  die  Gleichung  ß)  vermittelst  der  quadratischen 
Substitution 
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in  eine  Gleichung  übergeführt  werden  muss,  welche  von  der  Differential- 
gleichung a")  nicht  wesentlich  verschieden  sein  kann,  d,  h.  welche  durch 
lineare  Transformation  auf  a")  zurückgebracht  werden  kann.  In  der  That 
erhält  man  auf  diesem  Wege  aus  ß)  die  Differentialgleichung 

a)     (cß  +  F+(bß  +  2ß)q>^  +  abu*+b<p  +  (a  +  bß)u  +  c  =  0, 
durch  deren  Integral  rf   * 

das  Integral  der  vorgelegten  Gleichung  ß)  in  der  Form 

u  =  f{v  —  au2  —  ßu) 
gewonnen  wird.     Hierbei  bestimmt  sich 

C       0       4b  —  2{a  +  E)C       A      ~a  +  E 

«=-T,  p= m =c-2-ir> 

und  die  Bedingung  lautet 

bfi  +  (a  +  2  E)ß  +  2(ac  +  D)  =  0. 

Dieselbe  ist  insbesondere  erfüllt,  wenn 

2  F 
<i  =  c  =  0   und    ^=Z>  =  0,    d.  h.   0  = -^; 

es  liegt  dann  die  auf  S.  34  betrachtete  Gleichung  vor,  welcher  eine  Pa- 
rabel particulär  genügt,  deren  Scheitel  in  der  Richtung  der  v  ins  Unend- 
liche gerückt  ist. 

Sollte  6  =  0  sein,  so  ist  die  vorige  Betrachtung  überflüssig;  ist  C=0, 
d.  h.  der  Kegelschnitt  (u,i>)  in  ß  eine  Parabel,  so  gentigt  dieser  Diffe- 
rentialgleichung nie  eine  Parabel  particulär,  und  das  Integral  kann  auf 
diesem  Wege  nicht  gefunden  werden. 

Wir  brechen  hiermit  diese  Untersuchungen  ab,  ohne  damit  sagen 
zu  wollen,  dass  wir  zu  einem  Abschlüsse  gekommen  wären.  Es  ist 
höchst  wahrscheinlich,  dass  noch  weitere  nicht  erledigte  Fälle  der  be- 
treffenden Gleichung  M  dx  +  A7  dy  =  0  auf  die  lineare  Differentialgleich- 
ung zweiter  Ordnung  zurückgeführt  werden  können ,  und  das  wird  immer 
ein  Vortheil  sein,  da  letztere  Gleichungen  im  Allgemeinen  leichter  zu 
studiren  sind.  Um  den  natürlichen  Entwickelungsgang  zu  wahren ,  haben 
wir  die  Untersuchungen  des  dritten  Abschnittes  von  denen  des  ersten 
abhängig  gemacht.  Das  ist  indessen  nicht  nöthig,  wenn  man  Folgendes 
beachtet. 

Die  lineare  Differentialgleichung 

•>  /ö(*)ä+A(*)^  +  AW"  =  o 

wird  durch  die  Substitution 

dv 

dx 

— =» 

übergeführt  in  die  Differentialgleichung  erster  Ordnung 
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c) 


b)  /iW-ßj  +  ^+AWi  +  ÄW^o 

und  durch  die  reciproke  negative  Substitution 

v 

17 — r 

dx 
tttorgefahrt  in 

Ist  /"0  constant,  fx  linear,  f%  quadratisch,  so  stellt  a)  eine  von  Liou- 
▼  ille  integrirte  Gleichung 

dar,  b)  aber  kommt  fiberein  mit  der  auf  S.  22  behandelten  Differential- 
gleichung 

dx 

Ist  ft  constant,  fx  linear,  f0  quadratisch,  so  stellt  a)  die  ebenfalls 
von  Liouville  behandelte  Gleichung 

dar,  c)  aber  erlangt  die  Gestalt 

fo  +  Vr  +  c^^  +  l)-^  +  »i*)*  +  «o**  =  0. 
Diese  Differentialgleichung  ist  noch  im  Vergleich  mit 

(a  +  2bx  +  cx*)^  +  Jx*+By*  +  ...  +  F=0 
dx 

speciell,  denn  in  derselben  tritt  f0  zweimal  auf.  Allein  jener  Unter- 
schied ist  unwesentlich  und  durch  lineare  Coordinatentransformation  heb- 
bar (Abschnitt  III*).  —  Durch  diese  Bemerkungen  wird  der  letzte 
Abschnitt  (III)  dieser  Arbeit  unabhSngig  von  dem  ersten  Abschnitt  (I). 


IL 
Elementare  Behandlung  der  hypergeometrisohen  Reihe. 

Von 

J.  Thomae, 

Profeeior  an  der  Universität  Jen». 
(F  o  r  t  s  e  t  b  u  n  g.) 


Art  IV.   Zusammenhang  der  Lösungen. 

Da  zwischen  je  drei  Lösungen  einer  dreigliedrigen  Recursionsformel 
eine  lineare  homogene  Relation  mit  periodischen  Coefficienten  statthaben 
muss,  so  bietet  sich  die  Aufgabe  dar,  diese  Coefficienten  zu  bestimmen. 
Die  Lösung  derselben  ist  aber  auch  noch  nach  anderer  Richtung  hin 
wichtig.  Als  Functionen  von  n  sind  die  Reihen,  wenn  sie  überhaupt 
convergiren,  überall  convergent  oder  doch  für  gewisse  epecielle  Werthe 
▼on  x  in  bestimmten  Halb  ebenen.  Als  Functionen  von  x  definiren  sie 
eine  Function  der  complexen  Veränderlichen  x  unmittelbar  nur  in  Ge- 
bieten, die  entweder  von  einem  Kreise  oder  von  einer  geraden  Linie 
begrenzt  sind.  Eine  der  ersten  und  wichtigsten  Fragen,  die  bei  Unter- 
suchung einer  durch  eine  nicht  überall  convergente  Reihe  definirten 
Function  nothwendig  zu  lösen  ist,  ist  die:  Wie  setzt  man  die  Function 
analytisch  über  das  Convergenzgebiet  hinaus  (vergl.  £.  T.  F.  §  65)  als 
Function  einer  complexen  Veränderlichen  fort?  Diese  Frage  wird  im  vor- 
liegenden Falle  dadurch  erledigt,  da66  der  Zusammenhang  zwischen  den 
als  Lösungen  der  Recursionsformel  18)  aufgestellten,  in  verschiedenen 
Gebieten  convergenten  Reihen  erstellt  wird.  Unmittelbar  besteht  freilich 
dieser  Zusammenhang  nur  in  Gebietstheilen  gemeinsamer  Convergenz,  im 
Sinne  der  Functionentheorie  besteht  er  aber  dann  allgemein. 

Ehe  wir  zur  Aufsuchung  der  analytischen  Fortsetzung  schreiten, 
geben  wir  der  im  Art.  II  unter  21)  gefundenen  Formel 

d^l-a-a-0,     d^l-a-«'-/? 
dadurch  eine  etwas  veränderte  Gestalt,  dass  wir 
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&y      «,       «i  ß,  ß' 

bez.  durch   *,     a,     a',     6  +  c,     A'+c 
ersetzen,  mit  (1—  z)c  multipliciren  und  c   durch  die  Gleichung 

a  +  a'+b  +  b'+c  +  c'=l,     c':=l-a-a'-6-6'-c 
bestimmen,  wodurch  wir  die  Formel  gewinnen 

s"  '•(,;■«,  4.  •)»->■-  '-G;v,  ^  •)«•-''• 

welche  sich  von  der  oben  aufgestellten  durch  Symmetrie  auszeichnet  und 
uns  gerade  dadurch  wichtige  Dienste  leisten  wird.  In  Gauss'  Bezeich- 
nung nimmt  sie  die  Form  an 

31a)  F(k,n,v,z)  =  F(y-Xy  v-p,  v,  0(1-*)*-'-". 

Die  andere  in  21)  enthaltene  Relation 

'•C:  ?•)-<-«■<•  ?=5r)«'-*i^ 

liefert  schon  eine  Fortsetzung,  und  wir  schreiben  dieselbe  in  der  oben 
eingeführten  Bezeichnung  in  drei  Formen  ebenfalls  hierher,  um  sie  zur 
Hand  zu  haben. 

32)  <i-**G;'ei b"+c>)=(-iY (>->)-> >*(ba+Ct „;, ,4t). 

32»>  «•'•(»;•.,  4, »-)-  (-1)c^  '•(•+.,  »t-1-^ 
32b)     n(::::i)    .(-.K*-fr<wl,i^ 

unter  den  dreigliedrigen  Formeln,  welche  weiter  den  Zusammen- 
hang vermitteln,  sind  diejenigen  die  wichtigsten  und  elegantesten,  in  denen 
zwei  Reihen  wenigstens  dasselbe  letzte  Element  besitzen.  —  Die  übrigen 
würden  aus  diesen  durch  Elimination  zu  erlangen  sein.  —  Diese  Formeln 
sind  aber  im  Grunde  in  einer  einzigen  enthalten  oder  lassen  sich  aus 
dieser  einen  durch  blosse  Buchstabenvertauschungen  und  durch  die  oben 
angesetzten  Transformationen  sofort  ableiten.     Diese  Formel  lautet 

\b  +  a,  b+a  /  V&+«j  b+a  / 

fac(a  —  o)fac(c  —  c—  1)  __       fac  (a  — /Q  fac  (c  —  c'— »  1) 

°c  ~  fac  (-  «'-  6'-  c)  fac  (-  a-  b  -  c) '     0c"~  fae(-a'-b'-c)fac{-a-b-c)' 

Die  rechte  Seite  ist  in  Bezug  auf  c,  c  symmetrisch,  die  linke  wegen  31) 
auch.  Vertauscht  man  a  mit  a\  so  gehen  die  Coeflicienten  a0%  a&  bez. 
in  aei  ac'  über,  und  man  erhält  dieselben  aus  ac  und  <v  eben  durch 
blosse  Buchstabenvertauschung. 
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Die  Reihen  in  33)  haben  ein  zweidimensionales  endliches  Stück 
Convergenzgebiet  in  Bezug  auf  das  letzte  Element  mit  einander  gemein, 
das  Kreiszweieck ,  in  welchem  absz  und  abs(l-z)  gleichzeitig  kleiner 
als  Eins  ist;  in  dem  nicht  gemeinsamen  Theile  bildet  daher  die  rechte 
Seite  die  analytische  Fortsetzung  der  durch  die  linke  Seite  definirten 
Function.  Es  könnte  scheinen,  als  ob  hiervon  wesentlich  verschieden  die 
Formel  sei 

34)      .     <i-*'.G;\,,t*) 

-„,(_!).+.  (i-iwi  i  i) 

'         \         z  /         \a  +  c,  a  +  c  z/ 

+fl,(_1)a+.(1_i)v,(i  >  i), 

\         zj         \«  +  c,  a+c  z/ 

fac(a  —  a)fac(b'—b-\)  fac(a-a')  fac(b  —  b'—l) 

«*  =  7-T7 r-7 ,x  e     , — .    L       vi      üb'—  — 


'  fac  (-  a  -  b  -  c)  fac  (*-  a-  b  -  c) '       *       fac  (-  a  -  6  -  c)  fac  (-  a  -  6  -  c)  * 

weil  darin  rechts  und  links  Reihen  auftreten,  deren  Convergenzgebiete 
6ich  ausschliessen ,  oder  doch,  in  speciellen  Fällen,  nur  längs  einer  Kreis- 
linie zusammenfallen.  Allein  diese  Formel,  welche  ja  nur  den  Sinn 
haben  kann,  dass  ihre  rechte  Seite  dfe  analytische  Fortsetzung  der  lin- 
ken in  Bezug  auf  z  ist,  steht  doch  zu  der  Formel  33)  in  naher  Ver- 
wandtschaft, so  dass  sie  mit  Leichtigkeit  aus  ihr  abgeleitet  werden  kann. 
Wendet  man  nämlich  auf  die  linke  Seite  der  Formel  33)  die  Transfor- 
mation  32)   an,    auf  die  rechte  Seite  die  Transformation  32a),   so  folgt 

35)  (-^-^Ct^ic^l) 

und  man  braucht  hier  nur  die  Buchstaben  b  mit  c,  b'  mit  c  zu  vertau- 
schen und  r  durch  z,  also  z  durch  1 ,    \—~z  durch  1:(1  —  z)  zu 

z  —  l  z 

ersetzen ,  um  zur  Formel  34)  zu  .-gelangen ,  die  für  c  =  0  die  Gestalt  an- 
nimmt 

35.)  ,.(;•  ;;  N    (-i)^^-OAc(/,-y-i)      /.,  *r  n 

\bt    b     /             fac(a+b  —  1) fac(—a  —  b)  \ö,  a    zj 

(-l)«+>'fac(a-a)fac(b-b'-l)  (b%  b'  1  \ 

+        fac^a  +  b-ljfacir- a'-b')  b'\a,  a'  zj' 
Schreiben  wir  in  34)  für  Fh,  Fy  bez. 

\a  +  r,  a  +  c    1— -z/V        2/  v 

\fl  +  c,  a  +  c    1  —  z/ \        zj  N       ' 

und  ersetzen  bez. 
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1— «i     «>     a\     b*     *'•     «i     *' 
durch      r,        c,      c,     6,     6',     a,    a', 

so  flieset  daraas  die  Gleichung 

=ct(_1).(I_i)-v4(i   ;m) 

7  \         zß  \c  +  a,  c  +  rt    «/ 

+,,(^1>.(1_i)-v,(t:    •:.!), 

\  2/  \C  +  «i    r+«     */ 

/»c(g  — c')/iiC(6'— 6-1)  _    /flc(f-c)/gc(6-t-l) 

Ch~~  fac{-a'-b-c)fac(-a-b-c'y     °*' ~~  /ac  (-a  -6  -c)  /ac  (-/i  -  6  -c) ' 

für  deren  linke  Seite  auch 

(-lj-a-^.f    *       ■   "'  ,  1-1) 

geschrieben  werden  kann. 

Betrachtet  man  in  der  Formel  33)  ae  und  ac>  als  Unbekannte,  so  ist 
eine  dieser  Grössen  durch  die  andere  bestimmt.  Da  nämlich  die  linke 
Seite  nn geändert  bleibt,  wenn  man  c  mit  c  vertauscht,  so  muss  auch 
die  rechte  ungeändert  bleiben,  was  nur  möglich  ist,  wenn  «v  aus  ae  durch 
blosse  Vertauschung  der  Buchstaben  c  und  c  erhalten  wird.  Es  wird 
demnach  genügen,  eine  dieser  Grössen,  etwa  ae  aufzusuchen.  Um  sie  zu 
bestimmen,  suchen  wir  den  Zusammenhang  zwischen  drei  aus  25),  26) 
und  24)  entnommenen  Lösungen  der  Recursionsformel  18),  die  Gleich- 
ung ansetzend 

(l-.T)-ygc(*  +  «'--l)         /-/»,      -«     J\ 
fac(n-ß)  -*Vl-a|    1_«'    x) 

p(n)fac(n  +  *'-l)x—t  (  -  d,      -»  1A 

fac(n-i)  -d\l_fff   l_a'  a.) 

p'in)  fac{n  —  d  —  1 ) ( 1  —  x)~* 


+ 


\a,  et  xß 


fac(n+a-l) 

worin  £  =  1  —  a—  a'—  ß  ist,  und  p(n),  p'(»)  periodische  Functionen  sind, 
deren  Werthe  zunächst  unbekannt  sind.  —  Diese  Gleichung  multipliciren 
wir  mit  (1—  x)nfac{n  —  ß)  :fac(n  +  a  — 1),  schreiben  z  für  1 :  x  und 
ersetzen  n  durch  n  +  rvy  unter  w  eine  ganze  positive  Zahl  verstehend,  so 
dass  p(w  +  «0  =  p(«),  p'(n+w)z=p'(n)  ist.  Hierdurch  erhalten  wir  die 
Relation 

->G7;  7-7  0 

_    p(f»)/ac(W-p+»Q(s-lV+»            /-«,    -W_w  \ 

/ac(n-d+w)s«+»                  'Vi  — a,    1-«'  V 

p'M/Mn-p+^/acfo-a-l+m)       /«,  n+w  V 

-1"  fac(n+«+w-l)fac{n  +  a'+w-l)     '\a,      a      *  V* 


IQ 
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In  dieser  Gleichung  kann  man  unter  der  Voraussetzung,  dass  gleichzeitig 
absz,  abs(l—z)  und  ab$((z  —  l):z)  kleiner  als  Eins  ist,  welche  Beding- 
ungen in  einem  endlichen  zweidimensionalen,  von  einem  Kreisbogen  und 
einer  Geraden  begrenzten  Gebiete  erfüllt  sind,  die  ganze  positive  Zahl 
tp  Über  alle  Grenzen  wachsen  lassen,  wodurch  die  linke  Seite  in  z~P 
übergeht.  Der  mit  p(n)  multiplicirte  Ausdruck  geht  nach  3)  bei  diesem 
Grenzübergange  in  Null  über,  selbst  dann,  wenn  fac(n  —  ß  +  w):fac(n — 
6  +  w)  unendlich  werden  sollte,  weil  dies  in  der  Ordnung  nfl~ß  geschieht, 
während  (t  —  l)w:zw  viel  rascher  unendlich  klein  wird;  der  mit  p\n) 
multiplicirte  Ausdruck  geht  in  (l~-z)d  über,  so  dass  sich  ergiebt 
p'(n)  =  *-/»(l-2)i-«-«'-/». 

Nun  werde  a  für  —  0,  a  für  — n,  b  +  c  für  1-a,  b'+c  für  1  — a, 
c'~ e  für  ß+n+a+a—  1,  0  für  w,  Z2a':(l  —  z)a'  für  p(n)  fac(n  —  ß): 
fac(n  —  d)(z  —  l)n  gesetzt,  wodurch 

ä  =  l-a-a'-/J  in  &  +  &'+2c  +  a-l=rc-«W, 

■~~('t£\;.  >-)-"-^-"'Giv,  «U «-■) 

und 

fac(n  —  ß)fac(n  —  3  —  1)        .  __        /oc  (a  —  a')  /gc  (c'—  c—  1) 

/«^(n  +  a-lj/ac^  +  tt'-lj    '"    *'  ~~fac(-a  '—b  —  c)fac\r-a—b'—c) 
Übergeht. 

Endlich  werde  noch  mit  (1  — *)°  multiplicirt,  so  gelangt  man  zu  der 
Gleichung 

aus  welcher  sich  nun  von  selbst  ergiebt,  dass  Z  =  <v  ist.  —  Die  so 
erwiesene  Gleichung  unterliegt  zunächst  der  beschränkenden  Voraussetz- 
ung, dass  zugleich  absz,  abs(l-z)  und  abs(l  —  z):z  kleiner  als  Eins 
sein  soll.  Diese  Voraussetzung  kann  jedoch  fallen  gelassen  werden, 
weil  eine  analytische  Function  einer  complexen  Veränderlichen  nur  auf 
eine  Weise  als  solche  stetig  fortgesetzt  werden  kann. 

Aus  den  aufgestellten  Formeln  ergiebt  sich  nun  der  Zusammenhang 
zwischen  drei  Lösungen  der  Recursionsformel  18)  durch  blosse  Buch- 
staben vertauschungen  und  durch  Anwendung  von  30).     Ersetzt  man  z.  B. 
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z ,     a ,     a\     by     b ,     c,         c 
hez.  durch   a?,     a,     «',     /?,    n,     o,     6  — n,     ä  =  l  — a  — <*'— 0, 
so  hat  man  aus  33) 

'"  *■(;: :  ■) 

^x*(l-x)-*fac(a-«')fac(d-n-l)       /       «,  ä  \ 

fac(-a-n)fac(—a'—ß)        "'    "\a  +  0-n,  «  / 

+  Aic(*  +  |3)Air(a  +  /i-l)  "    ^a'+^n,  a  /' 

wodurch  die  Lösungen  21),  26)  und  24)  mit  einander  verbunden  sind. 
Vertauscht  man  hierin  a  mit  a  und  multiplicirt  nachher  mit  fac(n-\-d—\) : 
fac(n  +  a  —  1),  so  wird  22)  mit  26)  und  24)  verbunden.  Ersetzt  man  in 
34)  die  z,  o,  a\  ...  durch  dieselben  Buchstaben  wie  oben,  so  erhält  man 
die  Gleichung 

W>    F  (°>  *      \  _  (-  1)"+' fo* (a -  « )  /hg (ij  -  p - 1)       //3,  n     1  \ 
**'    M|J,  n    *)  ~         /^■(-a-p)/flc(a  +  «-l)         *>\«f  «'  x) 
[-l)'+*rac(a-*')fac(ß-»-l)       (ß,  n     1\ 
"*"        /«c^-a-/i)/ac(a  +  p-lj  n\a,   «'  */' 

wodurch  die  Lösungen  21),  23)  und  25)  mit  einander  verbunden  sind. 
Vertauscht  man  darin  a  mit  a  und  multiplicirt  mit  fac(n  +  a  —  1) : 
/ac(«  +  a  — 1),  so  erhält  man  die  Gleichung,  welche  22)  mit  24)  und 
25)  verbindet.  Nimmt  man  endlich  dieselbe  Buchstabenvertauschung  mit 
der  Gleichung  36)  vor,  so  erhält  man  die  Beziehung 

39)   *.P,(*       *T"  1-*W(1 -*)-"/■»(       "'         *  1-*) 
w\p  +  a,  n  +  a  /  \a  +  p  — w,  et  / 

_     fac(n-S)fac(n-ß-l)  /£,  n    IX 

(n  +  a'-l)    ^\a,  a'  a?/ 


/ac  (w  +  a  —  1)  fac  (n 
fac(n  —  d)  fac(ß  —  n- 


!-l)    "Va,  «'  xr 


fac(a  +  ß-l)fac(a+ß- 
Nach  Multiplication    mit  /ac  («  +  <*'—  l):/ac(/t—  5)  bildet  diese  Gleichung 
die  Verbindung  zwischen  den  Lösungen  26),  23)  und  25). 

Durch  ähnliche  Manipulationen  erhält  man  sämmtliche  den  Zusam- 
menhang zwischen  drei  Lösungen  vermittelnde  Formeln,  die  also  in  der 
That  alle  aus  der  einen  Formel  33)  gefolgert  werden  können. 

Wir  bedienen  uns  dieser  Formeln,  um  einen  Grenzwerth  zu  ermit- 
teln, der  direct  nicht  leicht  gefunden  werden  kann.  Wir  fragen  nämlich, 
welcher  Grenze  sich  der  Ausdruck  nähert 


l\b!  b'+w  7' 


wenn  die  ganze  Zahl  w  positiv  oder  negativ  über  alle  Grenzen  wächst. 
Ist  zugleich  ab$z<l  und  abs(l-~  z)  <  1  und  ist  c'=l  —  a  —  a  —  b  —  b\  so 
hat 
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=      zafac(a-a')fac(c-w-l)  /    0,         c'-w         _   \ 

faclf-a-b) fac(—a  —  b'-tv)       °\a  +  b,  a  +  b'+tv  V 

ra(l-g)c#-«°/gg(/i-^)/ar(w~c-l)       /     0,         c'+^-l  \ 

+       /ac(a  +  6-l)/ac(«  +  Ä'+«;-l)  °\1-ö'-A,    l-a'-6'-w        V* 

Die  Reihen  der  rechten  Seite  nähern  sich,  gleichviel  ob  w  positiv 
oder  negativ  über  alle  Grenzen  wächst,  bestimmten  Grenzwerthen,  nur 
darf  c  nicht  eine  ganze  positive  oder  negative  Zahl  sein ,  und  muss  auch 
noch  ab$(zi{z  — 1))<1  sein.     Und  zwar  sind  diese  Grenzwerthe 

w  V?-f-  A,  a  +  b+w  J 

i™fJ      °i        /+.--1      l-,)-«*+»-i. 

u\l— «— 6,  1— a— 6— -w  / 

Wird  nun  w  negativ  unendlich  gross,  so  wird  auf  der  rechten  Seite 
das  Glied,  welches  den  Factor  (1  —  *)— *  enthält,  Null,  auch  wenn  der 
reelle  Theil  von  c'— «— 6<0  sein  sollte,  in  welchem  Falle  der  Facul- 
tätenfactor  wie  eine  Potenz  von  tv  unendlich  gross  wird.  Somit  erhält 
man  den  Grenzwerth 

.m  ..        >       X-J_A  „  /<*,      a        \      z"b  fac(a  —  a) 

40)  hm     (-«;)«+*  F.  (    '      ,       z )  =        '     \     — '. 

Wächst  w  positiv  über  alle  Grenzen,  so  findet  man  den  Grenzwerth 

»=+od  V  ;      flU,  6'+w    /      fac(a  +  b-l)z*-<—"'-b 

Aus  der  Formel  z        ,   v 

«>  <•;•) 

^»•(l-^'-Vflctg-aVaclM-l)       /    0,         &'-6  1    \ 

-  fac{r-a'-b)fac(a  +  b'-l)  °\«  +  *,   l-fl'-A'  1-*/ 

a«(l-»)-*-*>/,ac(a-c#)Aic(6-6,b-l)       /       0,  6-6'     1    \ 

+  /flC(fl  +  6 -l)/ac(- a'-b')  °\l-a'-6,  a  +  6'l-J 

erkennt  man  in  ähnlicher  Weise,  dass,  wenn  absz<\y  absl—~z>l  ist, 

sich  die  Verhältnisse  umkehren,  dass 

40e)  Im    ^Fahr'      ,)  =  ^>^ 

'  *=+<»  V»,  *>+w    /        fac^-a-b) 


ist. 


Art  V.    Die  hypergeometrische  Reihe  als  Function  ihres  letzten 

Elements. 

Wir  sind  zu  einer  Anzahl  h ypergeometrischer  Reihen  gelangt  und 
su  Relatiouen  zwischen  je  dreien ,  indem  wir  von  einer  Recursionsformel 
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au6gingenf   welcher  jene  Reihen   genügen.     Als  Lösungen  jener  Formel 
sind  sie  als  Facultätenreihen  anzusehen,  und  wenn  man  in  F(A,fi,v, x) 


oder  in  Fm[ß    #  x)  x  a^s  letztes  Element  bezeichnet,  so  tritt  dies  bei 

unseren  bisherigen  Untersuchungen  als  Parameter  auf,  während  die  Ver- 
änderliche (n)  in  die  früheren  Elemente  A,  p,  v  eingeht.  Die  bisher 
erlangten  Eigenschaften  werden  jedoch  hinreichen,  die  bypergeometrische 
Reihe  als  Function  ihres  letzten  Elements  vollständig  zu  definiren  und 
ihren  Verlauf  zu  charakterisiren.     Um  dies  zu  thun ,  verstehen  wir  unter 


ft ,  •) 


den  zwei  willkürliche  Constanten  enthaltenden  Ausdruck 

'*(;:£ -)+"-G:?-) 

und  die  gesammte  analytische  Fortsetzung  derselben. 

Hieraus  fliessen  sofort  mit  Rücksicht  auf  die  im  vorigen  Artikel  in 
Bezug  auf  Fortsetzung  erzielten  Sätze  zwölf  Transformationen.  Es  ist 
nämlich 

42)        f("'  t ,x)  =  (l-x)r'F(         "•    .  *    .  x) 

-d-.)-r #(.     •• ,      "'  •  )_(i_«)W;;'      ■'.     JL-) 

\1— a  — a  — p,  p   X-l/  \p,   l—a— er— p  i— X) 

-F(l  ?  L\-(i-LYf(       *  F         l-\ 

~     V«,  «'  x)~\        x)    r\l-ß-ß'-a,  l-ß-ß'-a'  x) 

-(x-lX"F(       A         f_l_Wi~ 1-Y'f(*         ß'      1\ 

~\       x)      'Vl_/J_|J-«,  «'  l-x/~\       x)        \«,  l-ß- p-a  x) 

Bei  Gebrauch  dieser  Gleichungen  ist  zu  beachten,  dass  in  jedem 
ihrer  Glieder  willkürliche  Constanten  enthalten  sind  und  dass,  wenn 
diese  in  irgend  einem  Gliede  gegeben  sind,  dieselben  durch  die  Gleich- 
ungen 42)  in  allen  Gliedern  derselben  bestimmt  sind.  D.  h.,  soll  die 
Gleichheit  bestehen,  so  muss  über  die  Constanten  passend  verfügt  wer- 
den.    Setzt  man  z.  B. 

so  ist 
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B=  Actp  +  jfu'ßy     £'=  A  ap  +  Aap 
zu   setzen,    wo   cp,  cr'^,  cy,  dp  ans   den  unter  34)   stehenden  Grössen 
ty,  fl'a,  öy,  aV  dadurch  zu  erhalten  sind,  dass  dort  a,  «',  b%  b\  c,  c    bez. 
durch  er,  a',  0,  0',  0,  /  ersetzt  werden. 

In  den  Gleichungen,  in  denen  hypergeometrische  Reihen  mit  glei- 
chem letztem  Elemente  stehen ,  sind  die  Constanten  dieselben ,  und  geht 

x  1.1  .1 

x  in oder  —  in oder  1—  x  in  1 über,  so  unterscheiden 

a?— 1  x         \  —  x  x 

sich  die  Constanten  nur  durch  Einheitswurzeln. 

Da  die  Reihen  theilweise  unbrauchbar  werden,  wenn  eine  oder 
mehrere  der  Differenzen  a  —  a\  /3  —  /S',  y  —  /  ganze  positive  oder  nega- 
tive Zahlen  sind,  so  wollen  wir  diesen  Fall  hier  ansschliessen ,  er  würde 
als  Grenzfall  zu  behandeln  sein. 

Eine  andere  Transformation  der  hypergeometrischen  Reihe  fiiesst  aus 
der  Gleichung  30),  nämlich  die: 

An  singulären  Stellen  besitzt  die  hypergeometrische 
Function  drei,  nämlich  die  Stellen 

aj  =  0,     a?  =  oo,     a?  =  l, 
sonst   hat   sie  überall  den  Charakter  einer  ganzen  Function. 

Wir  erweisen  diesen  Satz  folgendermassen.  Von  den  gefundenen 
zwölf  Darstellungen  der  hypergeometrischen  Function  durch  hypergeo- 
metrische Reihen  giebt  es  für  jeden  Werth  x0  von  x  immer  mindestens 
eine,  welche  absolut  convergent  ist  und  sich  demnach  nach  ganzen  Po- 
tenzen von  x  —  xQ  entwickeln  lässt,  mit  Ausnahme  von  fünf  Werthen 
oder  fünf  Stellen. 

An  der  singulären  Stelle  x  =  0  lässt  sich  die  Function  auf  die  Form 
bringen  oder  ist  von  vornherein  in  der  Form  gegeben 

AFa+JFj, 
worin  x-*Fa>  x~~* '  Fa>  in  der  Umgebung  des  Punktes  Null  den  Charak- 
ter ganzer  Functionen  haben  und  für  a?  =  0  nicht  verschwinden. 

An  der  singulären  Stelle  aj  =  ao  wird  der  Charakter  der  Function 
dadurch  bestimmt,  dass  sie  in  der  Form  darstellbar  ist 

worin  xfFp,  afi'Fp  Functionen  sind,  die  in  der  Umgebung  des  Punktes 
oo  den  Charakter  ganzer  Functionen  haben,  das  will  sagen,  die  nach 
ganzen  absteigenden  Potenzen  von  x  —  x0  (x0  beliebig)  entwickelt  werden 
können«  Sie  haben  ausserdem  die  Eigenschaft,  für  a>  =  co  nicht  zu  ver- 
schwinden. 

An  der  singulären  Stelle  <r  =  l  lässt  sich  die  hypergeometrische 
Function  auf  die  Form  bringen 
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CFY+C'FY., 
worin  (1—  x)~rFr%  (1  —  a)-r7^  für  a?=l  den  Charakter  ganzer  Func- 
tionen haben  und  von  Null  verschieden  sind.  Dabei  ist  der  Buchstabe 
y  gleich  Null,  so  das 8  ein  Theil  der  Darstellung  schon  an  sich  den  Cha- 
rakter einer  ganzen  Function  besitzt,  ohne  dass  er  erst  mit  einer  Potenz 
von  (1  —  x)  multiplicirt  zu  werden  brauchte.  Die  Bezeichnung  dieses 
Theiles  durch  Fy  mag  aber,  immer  unter  der  Voraussetzung  y  =  0,  auch 
weiter  angewandt  werden,  weil  dadurch  an  Symmetrie  gewonnen  wird. 
Zwischen  den  Exponenten  a,  a,  ß,  (fy  y,  y   besteht  die  Beziehung 

Der  vierte  und  fünfte  Punkt,  welcher  noch  betrachtet  werden  muse,  sind 
die  Punkte  \      ifö  ,      ,   .  .   ,  1      i/i 

welche  auf  der  Begrenzung,  aber  nicht  im  Innern  der  Convergenz- 
gebiete  sämmtlicher  die  Function  darstellenden  hypergeometrischen  Reihen 
liegen,  weil  für  diese  Werthe 

absx  =  abs(l :  x)  =  abs(l—  x)  =  abs  1 1 J 

=  abs(x:(x  —  1)) 

=  a6*(l:(l-ap)) 
ist.  Diese  Punkte  bilden  jedoch  keine  singulären  Stellen,  sondern  es 
lässt  sich  die  hypergeometrische  Function  in  ihnen  in  eine  Potenzreihe 
entwickeln,  wie  man  hier  am  kürzesten  aus  der  im  Art.  III  zur  Erlang- 
ung des  Grenz werthes  28)  aufgestellten  Reihe  erkennt,  welche  nach 
Potenzen  von  (1  —  J^l—  x) :  (1  +  }/l  —  x)  fortschreitet  und  an  jener  Stelle 
absolut  convergirt  (vergl.  E.  T.  F.  §  68). 

Unter  einem  Zweige  der  hypergeometrischen  Function  versteht  man 
eine  eindeutige  Function,  welche  dadurch  erbalten  wird,  dass  man  die 
Function  in  einem  Punkte  x0  nach  Potenzen  von  x  —  x0  entwickelt,  und 
für  die  willkürlichen  Constanten  bestimmte  Werthe  eingesetzt  denkt, 
und  dass  man  diese  Reihe  analytisch  durch  die  x- Ebene  fortsetzt,  ohne 
eine  die  Punkte  0,  1,  oo  verbindende  gerade  Linie  /  zu  überschreiten. 
Zu  neuen  Zweigen  gelangt  man  dadurch,  dass  man  die  Function  stetig 
über  einen  Theil  der  Linie  /,  zwischen  0  und  1  oder  zwischen  1  und  od, 
vom  positiven  zum  negativen  Ufer  oder  umgekehrt  fortsetzt,  und  zwar 
gelangt  man  dabei  im  Allgemeinen  auch  dann  noch  zu  unendlich  vielen 
verschiedenen  Zweigen*  wenn  man  den  willkürlichen  Constanten  feste 
Werthe  zuertbeilt  hat.  In  welcher  Beziehung  diese  Zweige  zu  einander 
stehen ,  wird  im  nächsten  Artikel  näher  untersucht  werden.  Als  positives 
Ufer  der  Linie  /  bezeichnen  wir  dasjenige,  welches  für  die  Richtung 
0  ...  1  ...  oo  zur  Linken  liegt. 

In  welchem  Punkte  a?0  ein  Zweig  auch  gegeben  sein  mag,  er  lässt 
sich  allemal,  entweder  direct  oder  durch  Fortsetzung,  auf  die  Form 
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AFa+ÄF*. 
bringen,  weshalb  wir  annehmen  wollen,  dass  er  in  dieser  Form  gegeben 
sei  and  dass  A,  Ä  bestimmte  Zahlen  seien.  Letztere  Werthe  reichen 
jedoch  zur  vollen  Bestimmung  des  Zweiges  nicht  aus,  weil  Fa%  Fa>  für 
sich  in  der  Umgebung  des  Punktes  0  im  Allgemeinen  unendlich  -  vieldeutig 
sind.  —  Es  müssen  noch,  da  Fa^xaG(x)1  Fa>  =  a>«' G'{x)  ist,  wo  G,  G' 
den  Charakter  ganzer  Functionen  für  x  =  0  haben ,  die  Zweigwerthe  von 
x"y  x*  bestimmt  werden. 

Wir  nehmen  an,  dass  auf  dem  positiven  Ufer  der  Linie  / 

xa  -_  ea  Igx^      %?'  —  ea'lgx 

und  Igx  reell  sei.  Dann  ist  Fa,  Fa>  auf  dem  negativen  .Ufer  von  /  bez. 
e2at*.9  e*a'"*-mal  so  gross,  als  auf  dem  positiven.  Ferner  wollen  wir 
annehmen,  dass  der  Factor  (1—  xy  in  -F/  auf  dem  obern  Ufer  von  / 
zwischen  0  und  J  gleich  tftl9*\—*)  und  1g.{l—x)  reell  sei.  Endlich  sollen 
auf  dem  positiven  Ufer  von  /  die  Factoren  X"f%  ar-F  in  Fpy  Fp  bez.  die 
Werthe  e~Pl9x      e-Fxtx 

haben   und  Igx  soll   dort  reell  sein.     Für  negativ  reelle  x  haben  dann 

diese  Factoren,  die  Logarithmen  reell  genommen,  bez.  die  Werthe 
e-ßiu-ßlgi-x)^      p-pin-pngi-x) 

Alle  Relationen,  welche  hier  aufgestellt  werden,  sollen  zur  Voraus- 
setzung haben ,  dass  auf  dem  obern  Ufer  von  /  die  Potenzen  £*,  x? ,  x~ß, 
xr-fi  (1  —  x)^  die  eben  bestimmten  Werthe  haben. 

Nach  diesen  Festlegungen  sind  wir  im  Stande,  die  Bedeutung  der 
früher  in  etwas  unbestimmter  Form  gelassenen  Factoren  (— 1)*+0  etc.  in 
a«,  ap  etc.  genauer  zu  prüfen. 

Nehmen  wir  die  Exponenten  a,  a',  ß,  ß\  also  auch  y  einen  Moment 
ata  reell  und  ausserdem  y   als  positiv  an,  so  ist 

und  für  a?  =  l,  weil  eal0*  auf  dem  obern  Ufer  von  /  dort  gleich  Eins  ist, 
nach  10)  ,      u.    v  fac(a-cc')fac(y-l) 

'm\ß,  ff  1)-tt*-fac(-a'-ß)fac(-a-(f)- 
Es  ist  also   dem  früher  [33)]   für  ay  gefundenen  Werthe  nichts  hinzu- 
zufügen.    Ebenso  ist  <y  richtig  bestimmt,  weil  in  der  Gleichung 

Fa  =  aYxaFY  +  ctyt  x"  Fy 
für  Werthe  von  x  zwischen  0  und  1  die  linke  Seite,   so  wie  das  erste 
Glied   der  rechten   und  der  Factor  xa  Fy>  reell  sind.     Es  muss  demnach 
auch  «y  reell  sein,  wie  es  der  gefundene  Werth  wirklich  ist. 

Der  Factor,  der  noch  etwa  hätte  hinzutreten  können ,  würde  aus  der 
Vieldeutigkeit  von  a?a  und  (1—  xy'  entspringen  und  daher  von  der  Form 

e7(ma  +  ny)in 

4* 


52  Elementare  Behandlung  der  hypergeometrischen  Reihe. 

sein,   wo  m  und   n  beliebige   ganze  Zahlen  sind.     Dieser  Factor  ist  im 
Allgemeinen  nnr  reell ,  wenn  m  =  0,  n  =  0  ist. 

Die  Grössen   a'y,   <ry  werden   durch  blosse  Buchstaben  vertauschung 
gefunden  und  bedürfen  daher  keiner  neuen  Untersuchung. 

Um  die  Coefficienten  c^,  <y ,  a'^,  a'p  zu  prüfen,  die  aus  den  Grössen 
ab%  <?y,  a\%  a'y  dadurch  hervorgehen,  dass 

bez.      a,     a\     6,     b\     e,     c' 
durch   a,     a',     0,     /?,     0,     / 
ersetzt  werden,  schreiben  wir 

<?-)-(-)-(«-»-".(;•  ,irs=i) 

=  a^-  1  )«+/*/?>  +  a^  (-  1)«+^  Ff. 
Hier  wird  zunächst  der  zuerst  auftretende  Factor  (—  l)a  zu  untersuchen 
sein.     Es  werde  für  negativ  reelle  x 


fe)*= 


ecr*V(—  x)—  alg(\  —  x) 


gesetzt  und  die  Logarithmen  werden  reell  genommen,  so  dass  dieser 
Ausdruck  für  reelle  o  reell  ist.  Dann  hat  für  positive  x  kleiner  als  Eins 
x*:(x  —  1)"  den  Factor  e~ain  auf  dem  positiven  Ufer  von  /,  weil  man 
dorthin  durch  eine  halbe  negative  Umdrehung  um  den  Verzweigungs- 
punkt Null  gelangt.  Also  ist  (—  1)"  durch  e?in  zu  ersetzen.  Für  ab- 
solut genommen  grosse,  negative  x  hat  demnach  die  Fortsetzung  von  Fa 
Werthe,  die  aus  einem  reellen  Factor  und  dem  Factor  e*in  bestehen, 
und  es  muss  auch 

e-ai "*<>,(-  ly+PFp  +  *p  (-  Vr+rFf) 
für  grosse  negative  x  reell  sein.     Da  aber  op,  ap  reell  sind  und  Fß.eßin, 
Fp.ePin  für  negative  x  reelle  Grössen  sind,  so  wird  die  Forderung  der 
Realität  erfüllt  sein,  wenn 

(_  l)a+/J  =  e(a+/*)i*       (__  l)a+^'=  4« +/»*)<« 

gesetzt  wird.* 

Diese  Formeln  müssen  der  analytischen  Fortsetzbarkeit  als  Functionen 
von  a,  a',  ß,  ß'  halber  auch  für  complexe  Werthe  dieser  Parameter  rich- 
tig sein. 

Sind  an  der  Stelle  x0  drei  verschiedene  Zweige  gegeben,  etwa  F*1*, 
F<?\  F<s>,  so  lassen  sich  diese  (durch  Fortsetzung)  auf  die  Form  bringen 

Fm  =  JniFtt  +  SmFtt.t 

Fm  =  A^Ftt  +  A^Fa-, 

und  es  lassen  sich  daher  drei  Factoren  A'",  A<2),  A(S>  stets  so  bestimmen,  dass 


*  Hiernach  sind  in  den  von  mir  in  dieser  Zeitschrift  XIV,  S.  60  gegebenen 
Formeln  die  Ezponentialfactoren  zu  corrigiren. 
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^(D  ;t(U  +  pi*)  x&)  +  Jrt»  *(*)  =  0 

ist,  und  man  gelangt  zu  dem  Satze: 

Zwischen  je  drei  Zweigen  einer  hypergeometrischen 
Function  besteht  stets  eine  lineare  homogene  Relation  mit 
constanten  Coefficienten. 

Art.  VI.  Periodioität. 

Zur  bequemeren  Bezeichnung  stellen  wir  die  aus  t  und  u  mittels  des 
Coefncientensystems  ,        v 

43)  (*)-(*  l) 

gebildeten  linearen  Ausdrücke  ' 

pt  +  qu,     rt  +  $u 
symbolisch  in  der  Form  dar       ,g\/(  u\ 

und   verstehen  unter   dem  symbolischen  Product  (5)  (&)  das  zusammen- 
gesetzte  System    ,      fv  (p%  ft,pp'+qq;  pr+qs\ 
Vr,   sJW,  s'J-Krp'+sq,    rr'+ss'J' 

Es  seien  im  Punkte  x  zwei  Zweige  der  hypergeometrischen  Func- 
tion gegeben,  und  zwar  der  Einfachheit  halber  die  Zweige  Fa,  Fa>,  so 
sind  die  Werthe  festzustellen,  welche  diese  beiden  Zweige  für  dasselbe 
x  annehmen  können ,  wenn  man  diese  über  /  hinweg  oder,  wie  man  sich 
auch  ausdrücken  kann,  um  0,  1,  oo  herum  analytisch  fortsetzt. 

Setzen  wir  die  Function  stetig  längs  einer  Schlinge  fort,  welche  den 
Punkt  Null  einmal  positiv  umkreist,  so  geht  Fa  in  e2ain.F€n  Fa'  in 
«*«"*. F«/  und  das  System  (Fa,  F«)  in  (A)(Fm,  F*)  über, 


wenn  die  Schlinge  den  Punkt  m-mal  umkreist,  wo  m  positiv  oder  nega- 
tiv sein  kann,  so  geht  (Fa,  Fa')  in  (A)m(Fai  Fa<)y 


(plmain         n       \ 


über.  Geht  die  Schlinge  um  den  Punkt  oo  m-mal  herum,  so  mag  (Fay  Fa>) 
in  (ß)m(Fa,  Fa»)  übergehen,  und  geht  sie  um  den  Punkt  1  m-mal  herum, 
so  mag  (Fa,  Fa>)  in  (C)m(Fa>  FJ)  übergehen,  worin  m  positiv  ist,  wenn 
die  Fortsetzung  so  geschieht,  dass  die  betreffenden  Verzweigungspunkte 
positiv  umkreist  werden ,  negativ  im  andern  Falle.  —  So  wird  man  nun 
alle  Werthe  des  Systems  (F0,  Fm*)  in  einem  Punkte  x  in  der  Form  erhalten 

46)     (S)(Ftf,FV),     (S)  =  (^r.(^(cy.(^rK^)nH0ra(4m-..., 
worin  mi9  mg,  m8,  ...,  nlt  ns,  w8,  ...,  r]9  r8,  r81  ...  alle  möglichen  ganzen 
positiven  und  negativen  Zahlen  sind,  Null  eingeschlossen.    Offenbar  wird 
es   im  Allgemeinen    unendlich   viele    verschiedene  Werthe  des  Systems 
(/*«,  FJ)  in  einem  Punkte  x  geben. 
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Sind  die  beiden  Zweigwerthe  oder  ist  das  System 
(MFm+M*Fm;  NFa+N'Fa.)  =  (M){Fa,Fa.)y     (M)  =  Q^ 

fortzusetzen,  so  erhält  man  sämmtliche  Wertbe  dieses  Systems,  unter  (S) 
dieselbe  Substitutions folge  wie  vorhin  verstanden,  in  der  Form 

47)  ((M)(S))(Fa,  Fa-). 

Die  Form  dieser  Wertbe  las  st  sich  jedoch  noch  erheblich  reduciren.  Eine 
Schlinge  nämlich,  die  der  Punkt  Eins  im  Innern  enthält,  begrenzt  auf 
ihrer  äussern  Seite  ein  Gebiet,  welches  die  Punkte  0  und  oo  im  Innern 
enthält,  und  ein  positiver  Umlauf  um  den  Punkt  Eins  kann  demnach 
ersetzt  werden  durch  einen  negativen  Umlauf  um  die  Punkte  0  und  oo, 
und  zwar  in  der  Reihenfolge ,  dass  zuerst  0  (negativ),  sodann  (oo)  nega- 
tiv umkreist  wird.     Es  wird  demnach 

48)  (C)  durch  (A)-*(B)-lt     (C)m  durch  ((-l)-1^1)" 

ersetzt  werden  können,  und  man  erhält  alle  möglichen  Coefficienten- 
sy steme  (S)  schon  in  der  Form 

49)  '  (S)  =  (^)"»  ( tf )"» {Ä)«*  (£)•*  (Ä)»*  (*)*. 

wenn  mu  m,,  ms,  ...,  »lf  «8,  «8,  ...  beliebige  ganze  positive  und  negative 
Zahlen  Null  einschliesslich  sind. 

Um  einfachere  Substitutionscoefficienten  zu  erhalten,  setzen  wir  einen 
Augenblick  ^^     ^.„^ 

Gp  =  gpFp,     Gp=gpFpt 

fac(a  +  ß-l)fac(a  +  p-l)  _fec(«'+ff-l)  f"c  (a'+ß'-l) 

ff«  <*>*fac\a-a')  '    9*  «*■/«(«'-«)     "       ' 
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^  e-~P**fac(ß-p)  '    9(t  er-f**fac(ß'-ß) 

so  ergeben  sich  ans  34)  sofort  die  Gleichungen 

sin(a'+ß)x  n        sin(a  +  ß)n 
*'-Sin((r-ß)*''<'  +  sw{ß-t?)nbr' 

_sj»(m+ß)n„     .**(•+?)*  r 
ba'~  sin(p-ß)n    a^sin(ß-ß-)*r> 
und  die  umgekehrten 

««(a+lT)«  sm(u  +  ß')ft 

P       *WI  («  —  «)>»  ««(«  —  o)w 

C^  =  «n  («'-  «)  *  C'  +  *»(«  -  «')  »  Ga'- 
Gehen  wir  nun  zuerst  m-mal  um  den  Punkt  0  herum,  sodann  «-mal 
um   den  Punkt  od,   so  geht  Ga  zuerst  in  Cae,",«,*a  über.     Um  die  Wir- 
kung der  Umgänge  um  den  Punkt  oo  zu  erhalten,  schreiben  wir 
*Hm+fi)u*-'-  ifa(«'+gW««  ^ 

G'       sm((T-ß)*       +C'        sm(ß-ß-)*         ftr   ^         C- 
dann  verwandeln  sich  durch  die  n  Umläufe  bes. 
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Gß%  Gp   in    Gß**?**,  Gpe*«P{*\ 
drückt   man    darauf  Gp>  Gp,  wieder  durch   Ga,  Gj  aus,   so    ist  dadurch 
Ga  übergegangen  in 

54)  Gapmtn  +  G^qmtn 

=  G  c*main*in(«'+ß)"  ™(«  +  ß')*  *»("«- sin  {</+ p)n  sin(«  +  ß)n  e*»f* 

sin  (ß'—  ß)  n  sin  («'—  a)n 
^mainsin(a  +  ß)nsm(a+ß')n(e*»ß>'«-e*»f'*) 
sin  (p  —  p)  n  sin  (<*  —  o  )  n 
Durch  dieselbe  Art  der  Fortsetzung  geht  Gaf  über  iu 

55)  Ga  rm,„  +  Ga-  Sm%n 

sin  (/f—  ß)  it  sin  («'—  a)  n 
tma,in  sin  (a+ß)n  sin (a'+  ß') n  e*»?*« -  sin («  +  f)  *  sin  (c/+  ß) n  e7*?'* 
sin  ( 0'—  ß)  n  sin  (er  —  c/)  7t 
Schreiben  wir  (£?)  für  das  Coefficientensystem 

(Pmtm   Qm9n\ 
,rmtni    *m,n/ 

so  geht  demnach  das  Zweigwerthsystem  (G«,  G«0  durch  m- malige  Fort- 
setzung um  0  und  n-  malige  um  oo  über  in 

56)  (STKCft,). 

Endlich  sei  ^ 

(")=!'  ?  • 

(MFa  +  M'F„,  NFa+N'Fa.)^{M){Fa}Fa')^[Jg)(Ga,G^ 

Dann  sind  alle  Werthe  von  (MFa+M'Fa',  NFa+N'Fa>)  in  der  Form 
enthalten 

(S)  (C,  G.0  =  (S)  (ga  Fa ,  ga>  F„) ,     (S)  =  ( J)  (S£)  (S?)  (fi{J)  . . . , 

wenn  mlf  n19  iwa,  w8,  ...  alle  möglichen  ganzen  positiven  und  negativen 
Zahlen,  Null  eingeschlossen,  bedeuten.  Durch  Vertauschung  zweier  Fac- 
toren  des  Symbols  wird  im  Allgemeinen  der  Werth  desselben  geändert. 

So  einfach,  wie  die  Zweigwerthe  der  Umkehrung  einer  einfach-  oder 
doppelt -periodischen  Function,  sind  die  der  hypergeometrischen  Reihe 
freilich  nicht  mit  einander  verknüpft.  Es  dürfte  z.  B.  nicht  leicht  sein, 
aus  der  Form  (5)  die  Bedingungen  herzuleiten,  welche  nothwendig  erfüllt 
sein  müssen,  damit  (S)(Fa,  Fa')  nur  eine  endliche  Anzahl  von  Werthen 
annimmt  oder,  was  dasselbe  ist,  die  Fälle  zu  finden,  in  denen  die 
hypergeometrische  Function  algebraisch  ist,  was,  unter  Heranziehung 
höherer  Hilfsmittel,  bereits  mehrfach  gelungen  ist. 

Wir  wenden  uns  nun  zu  den  contiguen  Functionen. 
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I.   Zur  Geometrie  des  Tetraeders. 

Bekanntlich  ist  der  Ort  der  Punkte,  deren  Projectionen  auf  die 
Ebenen  eines  Tetraeders  Punkte  derselben  Ebene  sind ,  eine  Fläche  dritter 
Ordnung  F5,  welche  die  Ecken  des  Tetraeders  zu  Doppelpunkten  hat. 
Während  man  die  für  allgemeine  Flächen  dritter  Ordnung  bekannten 
Eigenschaften  in  diesem  speciellen  Falle  mehrfach  abgeleitet  hat,*  habe 
ich  die  im  Folgenden  angegebenen ,  mit  dem  Problem  zusammenhängenden 
einfachen  Beziehungen,  die  zum  grossen  Theil  durch  rein  elementare  Be- 
trachtungen zugänglich  sind  und  zum  Theil  die  Analoga  zu  bekannten 
Eigenschaften  der  elementaren  Planimetrie  bilden,  nicht  erwähnt  gefunden. 

I.  Man  weiss  seit  Beltrami,  dass  die  Mitten  der  28  Centralen  der 
8  Berührungskugeln  des  Tetraeders  Punkte  der  genannten  Fz  sind.  Der 
einfache  elementare  Beweis  für  diese  Thatsache  ist  folgender:  Das  Loth 
von  der  Mitte  der  Centrale  zweier  Kugeln  auf  eine  gemeinsame  Tangen- 
tialebene halbirt  die  gemeinsame  Tangente,  welche  die  Berührungspunkte 
verbindet,  und  hat  infolge  dessen  seinen  Fusspunkt  in  der  Potenz- 
ebene,    Also : 

Die  Lothe,  welche  man  auf  die  Ebenen  eines  Tetraeders 
von  der  Mitte  der  Centrale  zweier  Berührungskugeln  fällen 
kann,  haben  ihre  Fusspunkte  in  einer  Ebene,  der  Potenz- 
ebene der  beiden  Kugeln. 

II.  Errichtet  man  auf  drei  Ebenen  Ay  B,  C,  auf  jeder  längs  der 
Geraden,  in  welcher  sie  von  einer  vierten  Ebene  X  geschnitten  wird, 
die  senkrechten  Ebenen,  so  schneiden  sich  diese  in  einem  Punkte  x, 
dessen  Projectionen  in  X  liegen.  Verschiebt  man  X  sich  selbst  parallel, 
so  beschreibt  der  Durchschnitt  der  drei  senkrechten  Ebenen  die  gerade 
Verbindungslinie  des  erster  Punktes  x  mit  dem  Schnittpunkte  von  Ay 
ßy  C.  Schneidet  man  die  vier  Ebenen  eines  Tetraeders  Ay  B,  C,  D  durch 
eine  Ebene  X,  sucht  dann  für  zwei  der  von  ihnen  gebildeten  Ecken, 
z.  B.  für  A%  B%C  und  .4,  #,  />,  die  Schnittpunkte  der  Tripel  senkrechter 


*  Geiser,  Crelle  Bd.  59  S.  197;  0.  Haokel,  Inauguraldissertation,  Breslau 
1877  u.  A. 


Kleinere  Mittheilungen.  57 

Ebenen  und  die  beiden  Verbindungslinien  eines  jeden  dieser  Schnittpunkte 
mit  dem  Scheitel  der  zugehörigen  Ecke,  so  treffen  sich  die  letzteren  in 
einem  Punkte;  denn  sie  treffen  beide  den  Schnitt  der  Ebenen,  welche 
resp.  auf  A  und  B  senkrecht  errichtet  sind,  und  jener  Schnitt  trifft  selbst 
die  gemeinsame  Kante  der  beiden  Ecken  in  dem  Schnittpunkte  mit  X. 
Die  Projectionen  des  Schnittpunktes  der  Verbindungslinien  auf  A,  ß,  C,  D 
liegen  ersichtlich  in  einer  Ebene,  die  zu  X  parallel  ist.     Also: 

Errichtet  man  auf  den  Ebenen  eines  Tetraeders  längs 
ihrer  Schnitte  mit  einer  fünften  Ebene  senkrechte  Ebenen 
und  verbindet  dann  jede  Tetraederecke  mit  dem  Schnitt- 
punkte der  drei  auf  den  Ebenen  der  Ecke  senkrechten  Ebe- 
nen durch  eine  gerade  Linie,  so  schneiden  sich  diese  vier 
Verbindungslinien  in  einem  Punkte,  dessen  Projectionen  auf 
die  Ebenen  des  Tetraeders  die  Ecken  eines  ebenen  Vierecks 
sind. 

III.  Giebt  es  Punkte  im  Räume,  deren  Projectionen  nach  den  Ebe- 
nen eines  Tetraeders  die  Ecken  eines  Trapezes  sind?  Giebt  es  Punkte, 
deren  Projectionen  die  Ecken  eines  Parallelogramms  sind? 

Sind  zwei  Ebenen  A  und  B  und  durch  ihre  Schnittlinie  (A,  B)  eine 
beliebige  Ebene  X  gegeben ,  so  hat  die  Verbindungslinie  der  Fusspunkte 
xa  und  <Tft  der  von  einem  Punkte  x  in  X  gefällten  Lothe  stets  dieselbe 
Richtung,  wo  auch  x  in  X  liege;  sie  steht  senkrecht  auf  der  Ebene  Y 
durch  (Ay  /?),  welche  mit  B  resp.  A  dieselben  Winkel  bildet,  wie  X  mit 
A  resp.  B\  es  halbiren  also  die  Halbirungsebenen  der  Winkel  zwischen 
A  und  B  auch  die  Winkel  zwischen  X  und  F.  Jetzt  seien  A,  B%  C,  D 
die  Ebenen  unseres  Tetraeders  und  x  ein  Punkt  der  Eigenschaft,  dass 
seine  Projectionen  a?ol  &*,  a?c,  xd  in  einer  Ebene  liegen.  Sucht  man 
nun  zu  jeder  Ebene  X,  welche  x  mit  einer  Tetraederkante  verbindet, 
für  das  zugehörige  Paar  von  Winkelhalbirungsebenen  die  symmetrisch 
gelegene  Ebene  F,  so  erhält  man  sechs  Ebenen,  welche  resp.  auf  den 
sechs  Seiten  des  ebenen  Vierecks  XaX^xeXa  senkrecht  stehen,  sich  also 
in  parallelen  Linien  durchschneiden.  Der  in  der  Richtung  der  Schnitt- 
linien in  der  unendlich  fernen  Ebene  E»  gelegene,  so  zu  x  gehörige 
Punkt  möge  gelegentlich  a?»  genannt  werden.  Die  angegebene  Eigen- 
schaft der  Ebenen  Y  und  die  Umkehrung  liefern  eine  zweite  elementare 
Construction  von  Punkten  der  verlangten  Eigenschaft;  sie  liefern  auch 
ein  bequemes  Mittel  zur  Untersuchung  der  von  den  Projectionen  gebil- 
deten Vierecke.  

Die  Winkel,  welche  irgend  zwei  Seiten  des  Vierecks,  z.  B.  xax^  und 
xeXj  bilden,  sind  den  Winkeln  gleich,  welche  die  zu  ihnen  senkrechten 
Ebenen  bilden,  hier  die  Ebenen,  welche  £«  mit  den  Kanten  {A,B)  und 
(C, />)   verbinden«     Sollen   also  xaXi  und  x0xd  parallel  sein,  so  ist  dies 
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auch  mit  den  genannten  Ebenen  durch  (A,  B)  und  (£,  D)  der  Fall. 
Durch  diese  Kanten  giebt  es  ein  Paar  paralleler  Ebenen,  durch  jede 
Kante  die  Ebene,  welche  der  andern  parallel  ist.  Die  Ebenen  umgekehrt, 
welche  zu  diesen  parallelen  Ebenen  für  die  zugehörigen  Winkelhalbirunga* 
ebenen  symmetrisch  liegen,  schneiden  sich  in  einer  Geraden,  deren  Punkte 
die  verlangte  Eigenschaft  besitzen ;  d.  h.  die  Projectionen  eines  Punktes 
des  Schnittes  sind  die  Ecken  eines  Trapezes.  Jedes  der  beiden  anderen 
Paare  von  Gegenkanten  des  Tetraeders  liefert  ebenfalls  eine  Gerade  mit 
Punkten  von  der  verlangten  Beschaffenheit*     Also: 

Es  giebt  drei  gerade  Linien  im  Baume  der  Eigenschaft, 
dass  die  Projectionen  eines  ihrer  Punkte  auf  die  Ebenen 
eines  Tetraeders  die  Ecken  eines  Trapezes  sind. 

Bekanntlich  sind  diese  drei  Geraden  die  einzigen  Geraden,  welche 
F*  ausser  den  Tetraederkanten  enthält. 

Aus  dem  Umstände,  dass  die  Winkelhalbirungsebenen  derselben 
Kante  und  zwei  symmetrisch  zu  ihnen  gelegene  Ebenen  vier  harmonische 
Ebenen  sind,  und  daraus,  dass  auf  einer  Geraden,  welche  einer  von 
vier  harmonischen  Ebenen  parallel  ist,  von  den  übrigen  zwei  gleiche 
Strecken  ausgeschnitten  werden,  folgt  noch,  dass  diese  Geraden  durch 
die  Mitten  der  Strecken  gehen,  welche  auf  den  Kanten  durch  die  Paare 
der  Winkelhalbirungsebenen  der  Gegenkanten  begrenzt  werden. 

Irgend  zwei  dieser  drei  ausgezeichneten  Geraden  müssen  einen  Punkt 
gemeinsam  haben;  denn  zwei  Paare  der  parallelen  Ebenen,  die*  zu  zwei^ 
Paaren  von  Gegenkanten  gehören,  bilden  ein  System  von  Ebenen,  deren 
Schnittlinien  parallel  sind;  ihre  symmetrischen  Ebenen  schneiden  sich  folg« 
lieh  in  einem  Punkte  x  von  F\  der  in  diesem  Falle  auf  den  beiden  aus- 
gezeichneten Geraden  liegt.  In  dem  Viereck,  welches  die  Projectionen 
von  x  bilden,  sind  in  diesem  Falle  zwei  Paar  Gegenseiten  parallel,  es 
ist  ein  Parallelogramm.  Da  je  zwei  der  drei  Geraden  sich  schneiden,  so 
gilt  der  Satz: 

Es  giebt  drei  Punkte  im  Räume,  für  welche  die  Projec- 
tionen auf  die  Ebenen  eines  Tetraeders  die  Ecken  eines 
Parallelogramms  sind. 

Diese  drei  ausgezeichneten  Punkte  sind  die  Diagonalpunkte  des 
Vierseits,  in  welchem  das  Tetraeder  von  der  Ebene  der  ausgezeichneten 
Geraden  geschnitten  wird. 

IV.  Eine  weitere  Gattung  spezieller  Vierecke  ist  diejenige,  bei  der 
je  zwei  Gegenseiten  auf  einander  senkrecht  stehen,  bei  der  also  jede 
Ecke  der  Höhenschnittpunkt  des  von  den  drei  anderen  Ecken  gebildeten 
Dreiecks  ist.  Giebt  es  Punkte  <r,  deren  Projectionen  auf  Jy  £,  C,  D  die 
Ecken  eines  solchen  speziellen  Vierecks  sind?  Die  lugehörigen  nach  xm 
gehenden,  auf  den  Seiten  des  Vierecks  senkrechten  Ebenen  bilden  in 
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diesem  Falle  ein  vierkantiges  Prisma  der  Eigenschaft,  dass  je  zwei 
Gegenebenen  auf  einander  senkrecht  stehen.  Giebt  es  solche  Prismen? 
Construirt  man  die  Gesammtheit  der  Paare  rechtwinkliger  Ebenen ,  welche 
durch  zwei  Gegenkanten  des  Tetraeders  gelegt  werden  können,  so  erhält 
man  zwei  projectivische  Ebenenbüschel ;  das  Erzeugniss  derselben  ist  ein 
orthogonales  Hyperboloid.*  Zieht  man  zwei  Paar  Gegenkanten  und  die 
beiden  zugehörigen  orthogonalen  Hyperboloide  in  Betracht,  so  erhält  man 
als  Schnitt  eine  Baumcnrve  vierter  Ordnung.  Jeder  der  vier  Schnitt- 
punkte dieser  Curve  mit  £»,  die  sich  durch  Betrachtungen  in  Em  auch 
leicht  als  Schnitt  zweier  Kegelschnitte  aufweisen  lassen,  liefert  mit  den 
Ecken  des  Tetraeders  verbunden  ein  Prisma  der  verlangten  Art;  denn 
wenn  in  einem  prismatischen  Vierkant  zwei  Paar  Gegenebenen  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen,  so  ist  dies  auch  mit  dem  dritten  der  Fall.  Also: 
Es  giebt  vier  Punkte  im  Baume,  für  welche  die  Projec- 
tionen  auf  die  Ebene  eines  Tetraeders  die  Ecken  eines  Vier- 
ecks mit  drei  Paar  senkrechten  Gegenseiten  sind. 

V.  Die  orthogonalen  Hyperboloide  bieten  noch  ein  weiteres  Inter- 
esse dar.  Die  drei  zu  den  drei  Paar  Gegenkanten  eines  Te- 
traeders gehörigen  orthogonalen  Hyperboloide  gehen  durch 
dieselbe  Raumcurve  vierter  Ordnung.  Ist  nämlich  y  ein  Punkt 
des  Baumes,  welcher  mit  zwei  Paar  Gegenkanten  Paare  orthogonaler 
Verbindungsebenen  liefert,  so  bilden  die  Verbindungslinien  von  y  mit 
den  Tetraederecken  ein  Vierkant,  in  welchem  zwei  Paar  Gegenebenen 
und  infolge  dessen  alle  drei  Paar  aus  je  zwei  senkrechten  Ebenen  be- 
stehen. Diese  Eigenschaft  ist  Nichts,  als  die  Umkehrung  des  Satzes,  dass 
die  drei  Höhenebenen  einer  dreiseitigen  Ecke  sich  in  einer  Geraden ,  dem 
Höbenstrahl,  schneiden. 

Von  dem  Schnitte  der  orthogonalen  Hyperboloide  lassen  sich  leicht 
acht  zur  Bestimmung  ausreichende  Punkte  angeben.  Jedes  orthogonale 
Hyperboloid  enthält  zwei  Gegenkanten,  also  die  vier  Ecken  des  Te- 
traeders ;  ferner  sind  ersichtlich  die  Fusspunkte  der  vier  Tetraederhöhen, 
Punkte,  deren  Verbindungsebenen  mit  den  sechs  Kanten  paarweise  auf 
einander  senkrecht  stehen,  mithin  Punkte  der  drei  Hyperboloide.  Diese 
acht  Punkte  sind  nicht  associirte  Punkte;  denn  sonst  müssten,  da  ein 
Höhenfusspunkt  mit  drei  Ecken  in  einer  Ebene  liegt,  die  drei  übrigen 
Fusspunkte  mit  der  vierten  Ecke  in  einer  Ebene  liegen,  was  nicht  der 
Fall  ist.  Durch  diese  ausgezeichneten  acht  Punkte  geht  aber  noch  eine 
weitere  wichtige  Fläche,  das  gleichseitige  Hyperboloid,  welches  die  Höhen 
des  Tetraeders  enthält.**     Also  gilt  der  Satz: 


*  8chroeter,  Crelle  Bd.  8ö  8.  26. 
**  H.  Vogt,  Crelle  Bd.  86  8.  297. 
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Die  drei  zu  den  Gegenkantenpaaren  eines  Tetraeders 
gehörigen  orthogonalen  Hyperboloide  schneiden  sich  in 
einer  Raumcurve  vierter  Ordnung,  welche  auf  dem  Höhen- 
hyperboloid liegt. 

Der  eben  abgeleitete  Satz  findet  sein  planimetrisches  Analogon  nicht 
beim  Dreieck,  sondern  beim  Vierseit  in  dem  bekannten  elementaren 
Satze:  Die  drei  Kreise,  welche  die  Diagonalen  eines  Vierseits  zu  Durch- 
messern haben,  schneiden  sich  in  denselben  zwei  Punkten,  welche  auf 
der  Geraden  der  vier  Höhenschnittpunkte  der  vier  Dreiecke  des  Vierseits 


Für  den  Schnitt  der  vier  Hyperboloide  des  Tetraeders  folgt  noch 
leicht  eine  weitere  Eigenschaft.  Eine  Höhenebene  einer  der  vier  drei- 
seitigen Ecken  des  Tetraeders  berührt  im  Scheitel  der  Ecke  dasjenige 
orthogonale  Hyperboloid ,  welches  mit  ihr  die  Kante  gemeinsam  hat ;  es 
ergiebt  sich  dies  unmittelbar  aus  der  Definition.  Betrachten  wir  dies  für 
die  drei  Höhenebenen  der  Ecke  und  ihren  Schnitt,  den  Höhenstrahl,  so 
haben  wir  den  Satz: 

Die  vier  Höhenstrahlen  der  vier  dreiseitigen  Ecken  des 
Tetraeders  berühren  in  den  Ecken  die  Schnittlinie  der  vier 
Hyperboloide  des  Tetraeders. 

VI.  In  mehreren  6peciellen  Fällen  zerfällt  der  Schnitt  der  Hyper- 
boloide. Besitzt  das  Tetraeder  zu  einander  senkrechte  Ebenen ,  so  gehört 
ihr  Schnitt  der  Curve  an.  Besteht  das  Tetraeder  also  aus  zwei  Paar 
senkrechten  Ebenen,  60  ist  der  Schnitt  der  vier  Hyperboloide  ein  wind- 
schiefes Vierseit. 

Sind  im  Tetraeder  zwei  Gegenkanten  zu  einander  senkrecht,  so  zer- 
fällt ihr  orthogonales  Hyperboloid  in  die  zwei  Ebenen,  welche  durch  je 
eine  dieser  Kanten  gehen  und  zur  andern  senkrecht  sind.  Der  Schnitt 
der  vier  Hyperboloide  besteht  aus  zwei  Kegelschnitten ,  welche  die  Linie 
der  kürzesten  Entfernung  der  beiden  Kanten  in  demselben  Punktepaare 
treffen.  Ein  solcher  Kegelschnitt  geht  durch  die  Ecken  einer  der  senk- 
rechten Kanten,  die  Fuse punkte  der  von  ihnen  ausgehenden  Höhen,  und 
berührt  in  den  Ecken  die  Höhenstrahlen  derselben. 

Für  den  Fall  des  Tetraeders  mit  Höhenschnittpunkt  zerfallen  die 
Hyperboloide  in  Ebenenpaare  und  ihr  Schnitt  in  die  vier  Tetraederhöhen. 
Da  die  unendlich  fernen  Punkte  dieses  Schnittes  die  in  IV  gesuchten 
Punkte  liefern,  so  erhält  man  noch  unter  Berücksichtigung  der  im  Ein- 
gange  von  III  entwickelten  Eigenschaften  folgenden  Satz: 

Errichtet  man  auf  drei  Flächen  eines  Tetraeders  mit 
Höhenschnittpunkt  längs  ihrer  Schnitte  mit  der  vierten 
Fläche  senkrechte  Ebenen,  so  bilden  die  Projectionen  des 
Schnittpunktes   derselben  auf  die  vier  Tetraederebenen  ein 
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Viereck,  in  welchem  jede  Ecke  Höhenpunkt  des  von  den  drei 
übrigen  gebildeten  Dreiecks  ist. 

VII.  Aendert  man  das  zu  Grunde  gelegte  Tetraeder  in  der  Weise  ab, 
dass  man  jede  seiner  Ebenen  parallel  mit  sich  selbst  verschiebt,  so  bleibt  das 
Vierseit  der  Geraden ,  in  welchem  das  Tetraeder  von  tf«  geschnitten  wird, 
unverändert,  folglich  auch  die  Schnitte  der  orthogonalen  Hyperboloide  mit 
£«,  nämlich  die  Punkte,  welche,  mit  einem  Paar  Gegenecken  dieses  Vier- 
sens verbunden,  Strahlen  liefern,  die  für  den  unendlich  fernen  imaginären 
Kreis  conjugirt  sind.  Das  Gleiche  gilt  von  den  Schnittpunkten  von  E& 
mit  den  Höhen  des  Tetraeders,  den  Höhenstrahlen  seiner  vier  dreiseitigen 
Ecken,  also  auch  vom  Schnitt  des  gleichseitigen  Hyperboloids  mit  2?«,. 
Dies  ist  auch  noch  der  Fall,  wenn  die  vier  Ebenen  Ay  /?,  C,  D  durch 
denselben  Punkt  gehen,  d.  h.  für  das  Vierflach.  Dabei  werden  aller- 
dings ans  den  orthogonalen  und  gleichseitigen  Hyperboloiden  eben  solche 
Kegel.     Beachten  wir  dies,  so  erhalten  wir  noch  folgende  Sätze: 

1.  Die  vier  Höhenstrahlen  der  vier  dreiseitigen  Ecken 
eines  Vierflachs  (vierseitigen  Ecke)  liegen  mit  den  vier  Gera- 
den, welche  im  Scheitel  zu  den  Ebenen  desselben  senkrecht 
stehen,  auf  einem  gleichseitigen  Kegel. 

2.  Die  drei  durch  die  drei  Gegenkantenpaare  eines  Vier- 
flachs bestimmten  orthogonalen  Kegel .  gehören  demselben 
Büschel  an.  Ihre  vier  Schnittlinien,  die  vier  Höhenstrahlen 
und  die  vier  Lothe  der  Ebenen  des  Vierflachs  im  Scheitel 
liegen   auf  demselben  gleichseitigen  Kegel. 

Striegau,  im  Januar  1881.  H.  Tbieme. 


H   Geometrischer  Satz. 

Wenn  man  von  vier  in  der  Ebene  willkürlich  gegebenen  Punkten 
einen  als  Mittelpunkt  eines  (reellen  oder  imaginären)  Kegelschnitts,  die 
drei  Übrigen  als  die  Ecken  eines  Polardreiecks  in  Bezug  auf  denselben 
annimmt,  so  ist  der  Kegelschnitt  dadurch  vollständig  und  eindeutig  be- 
stimmt und  man  erhält  durch  Vertauschung  der  vier  gegebenen  Punkte 
vier  solcher  Kegelschnitte.  Diese  sind  entweder  vier  reelle  Hyperbeln, 
sobald  die  vier  gegebenen  Punkte  so  liegen ,  dass  jeder  derselben  ausser- 
halb des  von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet,  oder 
sie  sind  drei  reelle  Ellipsen  und  eine  imaginäre  Ellipse,  sobald  die  vier 
gegebenen  Punkte  so  liegen,  dass  einer  derselben  innerhalb  des  von  den 
drei  anderen  gebildeten  Dreiecks  sich  befindet.  Im  ersten  Falle  sind  die 
Asymptoten  jeder  der  vier  Hyperbeln  gleich  geneigt  zu  einander,  im 
zweiten  Falle  sind  die  drei  reellen  Ellipsen  ähnlich  (aber  nicht  ähnlich 
liegend)  und   ihr  Axenverhältniss   hat  zum  Quadrat  das  Verhältniss  der 
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Potenzen  der  Punktinvolutionen  auf  den  Hauptaxen  der  imaginären 
Ellipse-  In  beiden  Fällen  gilt,  wenn  man  durch  Pa  und  Pi  die  Poten- 
zen der  Punktinvolutionen  auf  den  Hauptaxen  eine6  der  vier  Kegelschnitte 
bezeichnet,  die  Beziehung: 

Liegen  insbesondere  die  vier  gegebenen  Punkte  so,  dass  jeder  der- 
selben der  Höhenpunkt  des  von  den  drei  anderen  gebildeten  Dreiecks 
ist,  dann  werden  von  den  vier  Kegelschnitten  drei  reelle  Kreise  und 
einer  ein  imaginärer  Kreis.  Liegen  andererseits  die  vier  gegebenen 
Punkte  auf  einem  Kreise,  so  sind  die  vier  Kegelschnitte  vier  gleich- 
seitige Hyperbeln.  Im  vorigen  Falle  gilt  daher,  wenn  A%  B,  C  die  Ecken, 
H  der  Höhenpunkt  und  a,  b,  c  die  Fusspunkte  der  Höhen  sind,  die  ele- 
mentare Beziehung: 

>  +  *  +  i     i     i     i   ■ 


AH. Ja  '  BH.Bb  '  CB.Cc      HA. Ha      HB. Hb      HC.Hc 
Breslau,  den  3.  Juli  1881.  Prof.  Dr.  H.  Schrobter. 


in.   Notiz  über  gewisse  elliptische  Integrale. 
Wenn  die  Functionen  F(x)  und  f(x)  folgende  Eigenschaften  besitzen 
1)    F{x)  +  F(^)  =  Const.  und   2)  /(J)  =  A(*), 
so  kann  man  das  Integral 

/'WA*)? 

0 
dadurch  reduciren,  dass  man  es  nach  dem  Schema 


s-s+s 


zerlegt  und   im   letzten   Integrale   —  an   die  Stelle   von  x  treten  lässt; 
man  erhält  so 


3)  fnx)nx)d£=const.ff(x)d-£. 


0  0 

Zufolge   des  Additionstheorems   für   die   elliptischen  Integrale  erster 
Art  kommt  der  Function 


F(x)  =  Fix,  arctan-%=\ 


die   in  Nr.  1)   vorausgesetzte  Eigenschaft  zu,    und   zwar  ist  dabei  Const. 
=  F(x,  4*r)  =  Fx(x);  demnach  ergiebt  Bich  aus  Nr.  3) 
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0  0 

oder,  wenn  linker  Hand  xz=j/%.tQn(p  substituirt  wird, 

4)  /^MH  d<p  =  ^z(x)  />> d*. 

J  stmpcosip  J      x 

0  0 

Beispielsweise  ist  hiernach  für  f(a>)=sfl5:(l  +  fl32) 

~  r      F(x,q>)tfcp       ^  ***(*) 

o 
Mehr  Interesse  gewährt  der  Fall 


]/{l  +  kx»){k+x*)' 
ftr  welchen  nach  bekannten  Transformationen 

0  0 

ist;  benutzt  man  noch  die  Abkürzungen 


<*=1  —  x'A,     /?  =  1  —  —  , 


so  erhält  man  ans  Nr.  3) 


0 

Die  Specialuirnng  i  =  (l —  x):x'  giebt  noch 
i* 


7) 


J  Y~i-%%sin*q>  2/1  +  x 


0 

Ans  dem  Additionstheorem  für  die  elliptischen  Integrale  zweiter  Art 
geht  hervor,  dass  die  Function 

F(x)  =  E(x,  arctan  ~~z)  —  l . — =:-: 

V  Y%)       *   ^(1 +  *'*")  («'+»*) 

der  Bedingung  1)  genügt  und  dass  hierbei  Const.=  E(%,  £**)  =  &(*)  ist; 
demnach  gilt  die  Beductionsformel 

f\L  arctan   "  \  -  J .  -  __t*  _j  ß*>  dx  =  *(.)  ft®  äx. 
0  0 
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Substituirt    man    im    ersten    Integral    x  =j/*  .tamp    und    beachtet    die 
Gleichung  -,  l 


0 
so  erhalt  man 


/*     f(X)  dx  r      r(x)dx  . 


8>  J — s^^ — **-J  r  {)+Vö+^)F+^)\  - 

0  0 

Beispielsweise  sei  wie  vorhin 

V   '      j/(l +  *«")(*  +  **)  A 

es  wird  dann  zunächst         iÄ 

r      kj  yll~-asi?i*<p){l-ßsin*<p) 
0  1 

= i ^ (x)  ^(^r^it) + x8  /*    ,   ,  ***      =  ■. 

0 
geht  für 

*-^i+i«    «  =  T+7'    V=i+Ä 

1 C  dy 

0 

o 

Im   speciellen   Falle    A  =  (l  —  x):x'  wird   fi  =  v2  und   durch    Substitution 

1     . 
von  y  =  —  stii  qp 
v 

1»  

10)  /  ff(x,  y)«**^^  P^r     I+J        xF(v,  arcsinv)        y=zj/tt 
J   l/l-ifisin*^  2j/i+x  j/1+n  +  yl-K      V      V    1  +  *" 

Ohne  Zweifel  gestatten  die  Formeln  4)  und  8)  noch  weitere  Anwen- 
dungen, deren  Aufsuchung  dem  Leser  Überlassen  bleiben  möge. 

Schlömilch. 


0 
das  letzte  Integral  geht  für 


über  in 

1 C  dy 

" >V) 

0 
mithin  ist  zusammen 

9)  l\  -y-,*)*9 

in*  <p)  (1  —  ß  sin*  q>) 


III. 

Ueber  die  Bestrahlung  einer  Kugel  durch  eine  Kugel. 

Von 

Ferd.  Meisel, 

Lehrer  a.  d.  Bauschule  In  Deutsoh- Krone. 


Hierzu  Taf.  I  Fig.  1—12. 


In  der  vorliegenden  Arbeit  ist  der  Versuch  gemacht  worden,  die 
Intensitätsvertheilung  auf  der  Oberfläche  einer  durch  eine  Kugel  beleuch- 
teten oder  überhaupt  bestrahlten  Kugel,  insbesondere  innerhalb  der  durch 
die  Berührungskreise  der  beiden  gemeinsamen  Tangentenkegel  der  Ku- 
geln begrenzten  Zone,  sowie  ferner  die  Intensitätsvariation  im  Schlag- 
schatten der  beleuchteten  Kugel  annähernd  zu  bestimmen.  Es  ist  dabei 
vonBeugungs-  und  Interferenzerscheinungen  irgendwelcher  Art  vollstän- 
dig abgesehen  und  die  ganz  elementare  Vorstellung  des  geradlinigen 
Lichtstrabis  zu  Grunde  gelegt  worden. 

Was  die  leuchtende  Kugel  betrifft,  so  ist  dieselbe  als  leuchtende 
Fläche  im  strengen  Sinne  des  Wortes  vorausgesetzt  worden,  —  eine 
Annahme,  aus  welcher,  wie  auch  Zöllner  (s.  Photometrische  Untersuch- 
ungen, S.  6)  ausdrücklich  anführt,  sich  die  Unabhängigkeit  der  von  einem 
Flächenelemente  ausgestrahlten  Lichtmenge  vom  Emanationswinkel  mit 
Notwendigkeit  ergiebt.  Die  Nichtübereinstimmung  dieser  Folgerung  mit 
der  Erfahrung  hat  bekanntlich  zu  der  Annahme  geführt,  das 8  an  der 
Lichtemission  eines  glühenden  Körpers  auch  unterhalb  der  / Oberfläche 
dea  letzteren  liegende  Schichten  betheiligt  seien,  und  Zöllner  hat 
gezeigt,  das s  aus  dieser  Annahme  sich  das  von  Lambert  a  priori  seinen 
Untersuchungen  zu  Grande  gelegte  Emanationsgesetz  in  ungezwungener 
Weise  erklären  lässt.  Von  der  Benutzung  des  doch  nicht  in  aller  Strenge 
richtigen  Lambert'schen  Princips  ist  indessen  in  den  folgenden  Unter- 
suchungen, wie  aus  dem  Gesagten  folgt,  Abstand  genommen  worden, 
und  es  ist  den  Resultaten  derselben  ein  anderes,  als  rein  theoretisches 
Interesse  nicht  beizulegen. 

Vor  dem  Uebergange  zur  eigentlichen  Aufgabe  möge  die  Bestrahlung 
einer  Ebene  durch  eine  Kugelfläche  einer  kurzen  Betrachtung  unterzagen 
werden. 

Bedeutet 

a  den  senkrechten  Abstand  eines  einzelnen  leuchtenden  Punktes  L 
von  der  beleuchteten  Ebene, 
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x  die  Entfernung  eines  Punktes  P  der  Ebene  vom  Fusspunkte  A  des 

von   L  auf  dieselbe  gefällten  Perpendikels, 
J  die  Constante   der  Intensität,   also   das  Verhältniss  der  auf  ein  im 
Abstände  1  von  L  befindliches  Flächenelement  fallenden  Strahlen- 
menge zur  Grösse  dieses  Flächen elements, 
so  wird  die  im  Punkte  P  erzeugte  Intensität  ausgedrückt  durch  die  Formel 

Ja 
^  ^  («*  +  *»)•/.- 

An  die  Stelle  des  einzelnen  leuchtenden  Punktes  werde  nun  eine 
leuchtende  Kugel  vom  Radius  r  gesetzt,  und  unter  a  sei  der  senkrechte 
Abstand  des  Kugelmittelpunktes  M  von  der  Ebene  verstanden.  Die 
durch  My  A  und  P  gelegte  Ebene  sei  die  Ebene  der  Zeichnung  (s.  Fig.  1). 
L  sei  ein  beliebiger  Punkt  der  Kugelfläche,  B  seine  Projection  auf  die 
beleuchtete  Ebene,  V  und  ß  die  Projectionen  von  L  und  B  auf  die 
Ebene  der  Zeichnung,  C  der  Mittelpunkt  des  durch  L  senkrecht  zu  MP 
gelegten  Schnittkreises,  LLMP=q>^  LAMP  =  ß,  LLCL'=a. 

Die  durch  Z  in  Perzeugte  Intensität  ergiebt  sich  aus  1),  wenn  für 

a  der  Abstand  LB  =  L'B'  und  für  x  die  Entfernung  PB  =  VTP2  +  BBst 
gesetzt  wird. 
Nun  ist 

L'&=  a  —  r  coscp  cosß  +  r  sin  q>  cos*  sin ß 

=  a  H == .  (x  sintp  cos*  —  a  costp) , 

j/a*+x* 

^=2      r         rxcosa       ar  sinq>  cosa~\2 

PBr=  \X y m  +  r*sin*q>sin*a. 

L        j/a*  +  x*         ya*+x*     J 

Die  Einsetzung  dieser  Werthe  in  1)  ergiebt  für  die  durch  L  in  P  erzeugte 
Intensität  nach  einigen  Umformungen,  und  wenn  man  der  Kürze  halber 

setzt: 

Js  =  J  \a  -f-  —  (x  sintp  cos  et  —  a  costp)    .  [ffi^+r*  —  2  mr  cosq>]— %. 

Dieser  Werth  ist  nun  mit  dem  Flächenelement  r*  sin<p  dq>  da  zu  multi- 
pliciren,  und  man  erhält  für  die  durch  den  ganzen  >  durch  L  senkrecht 
zu  Abgelegten  Schnittkreis,  resp.  den  unendlich  schmalen  Flächenstreifen 
in  P  erzeugte  Intensität  den  Werth 

Jl=s2Jrisinq>  </g>(m8  +  r8  — 2mr  cosq>)—V* 

n 

X  /    \a  +  —  (x  sin  q>  cos  «  —  a  cos  q>)\da 
0 
=  2 n  Jr*  sin q>  dq>(m9  +  r2  —  2mrcos tp)" V« .  (  a —  ). 
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Die  durch  die  ganze  Kugelfläche,  resp.  denjenigen  Theil  derselben, 
der  Überhaupt  Strahlen  nach  P  senden  kann,  erzengte  Intensität  ist 
demnach 

arccos- 

J  =•  2itJr2al  sirup. (m2  +  r*  —  2mr  cosm)-*/*.  f  1 cosm )  dm. 


Nnn  ist 


/ 


-       r 

1 cos  m 

m  . 

sm  m .  — — — - — - -77- .  dm 


r             sinmdm                   r  P        sin m  cosm  dm 

/  (m*+  r*  —  2  m  r  cosmp*      m  /  (m*  +  r*  —  2  m r  cos  m)*** 

1 

mr^fw2  +  r2—  2mr  cosm 

+  S-V  \ym*+r*-2mrcoslj>  + m*  +  r*  1 

2»i8r|/  j/m*+r*-2mrco*<jJ 
m  cos  m  —  r 


fn*ym*  +  r2—  2mr  cosm 
Für  das  bestimmte  Integral  ergiebt  sich  daraus  der  Werth 

\_ 

und  folglich  hat  man 

2)  J  =  2xr*.J, 


Die  Vergleichnng  dieser  Formel  mit  1)  zeigt,  dass  eine  leuch- 
tende Kugelfläche  auf  ein  ebenes  Flächenelement,  also  anch 
auf  irgend  eine  krumme  Fläche,  ganz  ebenso  wirkt,  wie  ein 
in  ihrem  Mittelpunkte  befindlicher  einzelner  Lenchtpunkt, 
in  dem  die  Leuchtkraft  der  halben  Kugeloberfläche  ver- 
einigt ist  —  vorausgesetzt,  dass  nicht  ein  Theil  der  leuchtenden  Kugel 
ftr  das  betrachtete  Flächenelement  verdeckt  ist. 

Es  soll  nun  zur  eigentlichen  Aufgabe  übergegangen  und  als  beleuch- 
tete Fläche  eine  Kugelfläche  vom  Radius  r  eingeführt  werden;  a  sei  der 
Centralabstand  beider  Kugeln  (Fig.  2).  Auf  der  beleuchteten  Kugelfläche 
werde  ein  Punkt  P  zunächst  so  angenommen,  dass  von  ihm  aus  die 
leuchtende  Kugel  als  volle  Scheibe  sichtbar  ist.  Die  durch  P  und  die 
Centrale  gelegte  Ebene  sei  die  Ebene  des  Papiers.  Eine  in  P  an  die 
Kugel  gelegte  Tangentenebene  schneidet  die  Zeichenfläche  in  einer  Tan- 
gente des  Schnittkreises.  Die  durch  die  ganze  leuchtende  Kugel  in  P 
erzengte  Intensität  wird  aus  2)  erhalten,  indem  man  a  durch  MA  und 
x  durch  A  P  ersetzt.  Ist  §  der  dem  Punkte  P  entsprechende  Oen  tri  win- 
ke!, so  ist 

6* 
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M  N  =  a  cosß  —  r,     NP*=  a  sinßy 

a  cosß  —  r 
{a*+x%-2axcosßyj*' 


also 
3)  J  =  2*HJ.?— "üfel. 


r+r 
Biese  Formel  gilt  zwischen  den  Grenzen  0=0  und  ß  =  ßx~arcco$ ; 

für  0  =  0  ergiebt  sich  der  Maximal werth 
und  für  die  Grenze  0  =  0!  folgt 

r=2nj.(  , r f. 

\j/aa-r*-2rr/ 
Wächst  nun   0  über  &  hinaus,  so  wird  für  den  Punkt  P  ein  Seg- 
ment  der   Scheibe,   als   welche   die  Kugel  erscheint,   unsichtbar;   dieses 
Segment   wird  ein  Halbkreis,   wenn  ß  die  durch  die   von  M  ausgehende 

Tangente  bestimmte  Grösse  ßQ  =  arccos  —  erreicht  hat;  wächst  ß  noch 
weiter,   so  wird   der  sichtbare  Theil   der  Scheibe  noch  kleiner  und  ver- 

schwindet  ganz,  wenn  ß  den  Winkel  ß9  =  arccos erreicht  hat  (Fig. 3). 

Es  soll  nun  zuerst  der  Fall 

ßi<ß<Po 

untersucht  werden.  —  Der  senkrechte  Abstand  der  in  P  an  die  beleuch- 
tete Kugel  gelegten  Tangentenebene  vom  Mittelpunkte  der  leuchtenden 
Kugel  sei  mit  n  bezeichnet;  g>  und  a  mögen  dieselben  Bedeutungen 
haben,  wie  bei  der  Untersuchung  der  Beleuchtung  der  Ebene. 

Wächst  nun  g>  von  0  an ,  so  ist  der  einer  bestimmten  Grösse  von  <p 
entsprechende  Kugelkreis  von  P  aus  ganz  sichtbar,  bis  q>  eine  gewisse 
Grenze  <p0  erreicht  hat,  die  durch  die  Gleichung 


m*  +  r*  —  (x  —  i/r*-*2)*      wa+<rl/r*-n2 

COS  wn  = ■ TT - = - r- , 

in  welcher  x=asinß,  n  =  acosß  —  x  zu  setzen  ist,  bestimmt  wird. 

Die  durch  den  unendlich  schmalen  ringförmigen  Flächenstreifen  der 
leuchtenden  Kugel,  welcher  einem  senkrecht  zu  MP  geführten  Schnitt- 
kieise  anliegt,  in  P  erzeugte  Intensität  wird,  wie  bereits  gefunden,  durch 
die  Gleichnng  ausgedrückt 

2izr2nJ      sinq>(m  —  r  costp)  dq> 

1  m       '  (m*  +  r*  —  2  m r  cos qp)"a " 

Es  ist  also  der  erste,  den  Grenzen  <p  =  Ö  und  <p  =  <p0  entsprechende  Theil 
der  Intensität 

2nJr*t 


J,= 


in    r  sinq>(m  —  r  coscp)  d<p 
I  (m*  +  r2  -2wr  cos  <p)a/« " 
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Nun  ist 

/"  sin  q>(m  —  r  cos  q>)  dq>    _  r — m  costp 

5 


(m*+r»_  2mrcosq>)%t*      m*l/m* +  r*  —  2mr  cosq> 

und   daraus  folgt  mit  Berücksichtigung  des   oben   angegebenen  Werthes 

▼on  <p0  

T  _  2 je Jrn  (r+x)(r—yr*—n*)  —  n* 
4)  Jl"     m*     '  x-y^=tf 

Für  ß  =  ßL  erhält  man  hieraus 


1      .  Va'-r8-2rrr 


denselben  Werth ,  der  bereits  ans  3)  gefunden  wurde.  Für  ß  =  ßt  stellt 
also,  wie  auch  ohne  Weiteres  klar  ist,  Jj  die  ganze  Intensität  dar,  der 
zweite  Theil  hat  seinen  Grenzwerth  0. 

Ist  nun  <p>g>0,  so  darf  man  et  nicht  bis  ny  sondern  nur  bis  zu  einer 
gewissen  Grenze  at  wachsen  lassen ,  die  leicht  zu  bestimmen  ist  (Fig.  3)* 

Das  in  der  Figur  mit  w  bezeichnete  Stück  ist  c= und  dar- 

X 

aus  folgt 

n  (r  cos  q>  —  m) 

«.  ==  arc  cos : -. 

1  r  x  sin  <p 

Es  ißt  also  die  durch  das  von  P  aus  sichtbare  Stück  des  zu  MP  senk- 
rechten Schnittkreises  erzeugte  Intensität 
«i 
/  I  n H —  (x  s*n9>  cosq>  —  n  cosq>)   I 
J%*=2Jr*sinq>d<pl     I  — s ^n I  d« 


2Jr%  sinw  dq>  (    ,  v 

m(m8+r8  —  2mrcosq>)^   }   v  *' 


n(r  cosq>  —  in) 
arc  COj  _i z. i 

rx  smq> 


+  j/r2  a;8  5i«8  qp  —  rfl  (r  co*  9  —  mf  > 
und  demnach  der  ganze  zweite  Theil  der  Intensität: 

5)      J2  = /  — jr Tir-  {^V2^  st>i8<p  —  n8(r  cosy  —  m)8 


*o 


.      /  v  n(rcosq>  —  m)\ 

+  n(m  —  rco$(p)arccos : >  dq>, 

rx  stnqt      \ 

{ ^ — b  *.  =  <"™*U  «t. 

Das  hier  auftretende  Integral  ist  nun  also  näher  zu  untersuchen. 
Es  mag  hier  gleich  eingeschaltet  werden ,  dass ,  wie  man  leicht  sieht, 
Ar  den  Fall,  dass  ß0<ß<ß2  ist>  der  Theil  Jx  der  Intensität  ganz  weg- 


worin   tp0=  arecos 
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fällt  und  nur  der  jetzt  näher  zu  ermittelnde  Theil  J%  in*Betracht  kommt. 
In  diesem  Falle  ist  übrigens 

n(m  —  r  cosw) 

rx  sinw 

zu   setzen,   wodurch   eine   leicht   ersichtliche  Vorzeichenänderung   in   der 
obigen  Formel  für  J9  eintritt. 
Es  ist  nun 

n(rcosw  —  m)\ 

4-n(m  —  r  cosw).  arc  cos : )  dm 

v  *'  rxsxnm       (     ^ 


sin  m  ^  r*x*  sin*m  —  w*(r  cosm  —  m)% 

(m*+r*-2mrcos(py'*  * 


-f- 

{*  sinw  n(r  cosm  —  m)  , 

+  nm  I  9 — s -rj-.arccos : dm 

I  (m*+r*  —  2mrcosm)f*  rxsinm 

/*            sin  m  cosw                            n  (r  ros  m  —  m)  , 
7-=-: — i — = Tir  .  arc  cos — : d  w. 
(m*-\-r*  —  2m r  cosm)'*                      rxstnm 

Bezeichnet  man   der* Kürze  halber  das  ganze  unbestimmte  Integral 
der  linken  Seite  mit  Z  und  setzt  ferner 


}/r*x*  sin2m  —  n*(r  cos<p  —  m)2  =  A,     ]/m9+r9  —  2mr  cosm  =  2?, 

so  hat  man 

(*sinmA  ,  fsinm  n(rcosm  —  m)  , 

Zbz=I        7^     dm  +  nm  I  -=~- .  arccos  — : -dm 

J      B*       *^      J    B*  rxsinm         v 

/sinw  cosw               n(rcosm  —  m)  , 
== .  arc  cos : d  m. 
ß9                          rx  sin  m         ^ 

Es  ist  also  zu  untersuchen 
.  fsinm  A 

Nach    der  Regel  der  theilweisen   Integration,    indem  man   nämlich 

sinw     du 

-__  =  —  ,   A  =  v  setzt,  erhält  man 
B9       dtp 

/st'ncpA  ,  A  fsin m  cosw  .  9  fsin m  . 

^d*=-7^B+mrJ-^nr-d*-n'J-iFd*' 

2)  f^.arccosn(reOI"f,-mKq>. 

t/     ß  rx  Sinw 

8etzt  man 

sin  m      du  n(r  cos m  —  m) 

—-5^  =  —-,     arccos— r L  =  t>, 

B*        dm  rxstnm 

so  ergiebt  sich 

**sinm  nircosm —  m)    , 

.  arccos : dm 

rx  smw 


f 

1  nircosm —  m)    ,   n    C      dm  n  f  cosm. dm 

B.  arccos— : h  -  /  TB — : /    „  »    • 

mr^  r&ftTip  mj  Aß  .smw      rj    AB  smw 
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„n  Pstn  <p .  cos  <p  n(r  cos  q>  —  m)   , 

a)  I  -5 .  arccos : rf®, 

J  B*  rxstncp  ^ 


T    ,  stncp.cosm      du  n(rcos<p —  m) 

Indem  man   j& =  -r->   arccos — ■ : =v  setzt,    folgt 

ß*  dq>  rX8tnq>  '         & 


/ 


sin  q>  cos <p  n(r  cos  qp  —  m) 

—=z .  arccos  — : dop 

B*  rxstn(p 

1       m*4-r*  —  2  mr  cosw  n(rcosq> —  m) 

arccos 


m*r*  B  '  rxsintp 

w(2ro8  +  r8) 


)    /*     dq>  «(m8+2r2)    f*cos<pdq>      n    C 'sin  <p  dtp 

J  A  B  sincp  mr*        J  Aß  sintp       r  J       AB 


m'r        J  A  b  s\n<p  mr*       J  Aß  sin y 

Daraus  folgt  nun 

„  A     ,  n(r  —  mcosw)  n(rcosq)-m) 

*  = ö  +  — jb — —  .  arccos ? 

mrB  m*B  rxsmip 

P$inq>cosq>dq)     n8(ro8+r2)  /*     dq>         2rn8  Pcos<pdq> 

J  AB  w8      J  ABsimp       m  J  ABsirup* 

Die  drei  hierin  auftretenden  Integrale  lassen  sich  auf  elliptische  reducircn. 
Führt  man  nämlich  die  Integration  ans,  so  findet  man  für  AB  die  Wur- 
zel aus  einer  Function  dritten  Grades  von  coscp,  und  setzt  man  dann 
C0SQ9  =  :r,  so  erhält  man 


/sinq>.cosq>.dq> P 


z.dz 


yA0+Atz  +  A%z*+A^ 
dz 


Azz* 


/n  dz 

dq>  I T^z* 

Aßsinq>       ~~  J  yAfi  +  Alz  +  A%z*  + 

//*  z'dz 

cosq>dq>        _       /  1  — «8 

Jßsirup  J  j/^+a^  +  A^z'  +  A^  ' 

worin    A0  ...  As    die   hei    der    angedeuteten   Multiplication    entstehenden 
Coefncienten  bedeuten. 

Die  Beduction  dieser  Integrale  auf  Kreisbögen,  Logarithmen  und 
die  drei  Normalformen  elliptischer  Integrale  habe  ich  nach  bekannter 
Methode  ausgeführt.  Da  jedoch  die  Rechnung  sehr  langwierig  ist,  nichts 
Interessantes  bietet  und  die  Anwendung  des  erhaltenen  Resultats  sehr 
mühsam  sein  würde,  möge  es  gestattet  sein,  diese  Reduction  hier  weg- 
zulassen und  zu  einer  Näherungsmethode  überzugehen. 


Näherungsmethode. 

Es  werde  zunächst  wieder  die  durch  eine  Kugel  beleuchtete  Ebene 
betrachtet  (Fig.  1). 
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Für  den  Punkt  A  der  Ebene  ist  die  Intensität,  welche  durch  ein 
Element  der  Kugelfläche  erzeugt  wird,  für  alle  auf  einem  zu  AM  senk- 
rechten Schnittkreise  liegenden  Flächenelemente  constant.  Diese  Elemen- 
tarintensität ergiebt  sich  aus  der  für  Jx  gefundenen  Formel,  wenn  man 
a?=0  setzt.  Wird  das  Flächenelement  der  Kugel  kurz  mit  df  bezeich- 
net, so  findet  man 

dJ=J.df.  (a  —  r  co$<p).(a*+r*  —  2  arco$q>)—*/\ 

Es  soll  nun  das  Gesetz  gefunden  werden,  nach  welchem  sich  diese 
für  einen  Kreis  constante  Elementarintensität  von  einem  Kreise  zum 
nächsten  ändert. 

Dm  den  Punkt  A  denke  man  sich  eine  Kugelfläche  mit  dem  Radius 
1  beschrieben  und  in  Flächenelemente  zerlegt,  welche  in  Kreisen  an- 
geordnet sind,  deren  Ebenen  senkrecht  zu  AM  liegen.  Macht  man  ein 
solches  Element  dfx  zur  Basis  einer  unendlich  schmalen  Pyramide,  deren 
Spitze  in  A  liegt,  so  schneidet  diese  Pyramide  aus  der  leuchtenden  Kugel- 
fläche, wenn  sie  dieselbe  überhaupt  trifft,  ein  Flächenelement  von  gewisser 
Grösse  heraus.  Berechnet  man  dieses  Element  und  setzt  es  an  die  Stelle 
von  df  in  obige  Formel,  so  erhält  man  offenbar  das  Gesetz,  nach  wel- 
chem sich  die  Leuchtkraft  von  Kreis  zu  Kreis  in  der  Scheibe  ändert, 
als  welche  die  leuchtende  Kugel  von  A  aus  gesehen  erscheint.  Dm  die 
Grösse  dieses  Flächenelements  zu  bestimmen,  hat  man  den  Neigungs- 
winkel der  auf  AL  liegenden  Flächenelemente  beider  Kugeln  zu  ermitteln, 
dft  durch  den  Cosinus  dieses  Winkels  zu  dividiren  und  mit  AL  zu  mul- 
tipliciren. 

Der  Neigungswinkel  der  beiden  Flächenelemente  gegen  einander  ist 
gleich  dem  Winkel  der  entsprechenden  Kugelradien  =  LMLA=zLMNA9 
und  es  ist 

smLMNAzzz  y       }   also  ">« LMNA=  y 

ya*-{-r*  —  2ar  cosq>  ]/a%+r2  —  2ar  cosq> 

Ferner  ist 

AL  =  AN   =ar  +  r*  —  2  ar  cosw,   also  df=df..~ '— . 

1  acosq>  —  r 

Die  Einsetzung  in  obige  Formel  ergiebt 

6)  dM4fl.*=l£"2, 

11   acosy  —  r 

Diese  Formel  zeigt  die  Aenderung  der  Leuchtkraft  in  der  schein- 
baren Scheibe«     Das  Minimum  von   dJ  findet  für  <p  =  0,   d.  h.  im  Cen- 

trum  statt;  mit  wachsendem  <p  nimmt  rf/zu  und  wird  für  q>  =  arccos  —  , 

a 

d.  h.  am  Rande  der  Scheibe  unendlich. 

Wenn  r  klein  gegen  a  ist,  so  kann  man  die  Central projection  der 
leuchtenden  Kugel  auf  die  um  P  beschriebene   Kugelfläche  näherungs- 
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r 
weise  ab  ebenen  Kreis  von  dem  Radios  —  betrachten;   ist  ferner  z  der 

a 

Badras  des  einem  Winkel  <p  entsprechenden  Kreises  dieser  ebenen  Kreis- 
fläche, so  hat  man 

r  sin  q> 

yaP+r*  —  2  ar  cosq> 
woraus  sich 


cosi 


j  <p  =  I  [a  z*  +  j/(r»  -  a*  z»)  ( 1  -  **)] 
i  diese 
7)  dJ=*Jdfx.- 


ergiebt.     Führt  man  diesen  Werth  in  5)  ein,  so  folgt 

r  (a  -  az*  -  j/(r»-a*z*)(l-28)) 


a(özJ  +  /(r*-  a*z»)  (1  -  *»))  -  r» 
Diese  Gleichung  ergiebt  also  die  Intensität  des  Flächenelements  unmittel- 
bar als  Function  seines  Abstandes  vom  Mittelpunkte  der  Projection. 
Denkt  man  sich  in  jedem  Punkte  der  als  eben  betrachteten  kreisförmigen 
Scheibe  die  Intensität  senkrecht  zur  Ebene  der  Scheibe  aufgetragen,  so 
erhalt  man  einen  Rotationskörper,  dessen  Meridiancurve  durch  die 
Gleichung 
7a)  v==/     r(s-qj-^-»i»)(l-t»)) 

'  a  [a  z*  +  j/(r*  -  a*z*)  (1  -  *»)]  -  r» 

bestimmt  und  dessen  Volumen  proportional  der  im  Punkte  A  erzeugten 
Intensität  ist. 

Ist  nun  ein  Theil  der  Scheibe  verdeckt,  so  kann  man,  um  nähe- 
raogsweise  die  durch  den  Rest  der  Scheibe  erzeugte  Intensität  zu  finden, 
die  trennende  Linie  in  der  Scheibe  zur  Directrix  einer  zur  Ebene  der 
Scheibe  senkrechten  Cylinderfläche  machen  und  wird  das  durch  diese 
Cylinderfläche  abgeschnittene  Stück  des  erwähnten  Rotationskörpers  als 
proportional  der  gesuchten  Intensität  betrachten  dürfen. 

Handelt  es  sich  nun  um  die  in  einem  ausserhalb  A  liegenden  Punkte 
P  der  Ebene  erzeugte  Intensität,  so  ist  die  eben  angegebene  Betrach- 
tungsweise nicht  zulässig,  weil  die  Verbindungslinien  eines  solchen  Punk- 
tes mit  den  Punkten  eines  senkrecht  zu  M  P  gelegten  Schnittkreises  nicht 
gleiche  Winkel  mit  der  Normalen  der  beleuchteten  Ebene  bilden.  In- 
dessen erhält  man  jedenfalls  ein  annähernd  richtiges  Resultat,  wenn  man 
die  Formel  7)  auch  auf  einen  solchen  Punkt  anwendet,  die  Grösse,  a 
aber  durch  m  ersetzt  und  dann  noch  mit  dem  Cosinus  eines  mittleren 
Einfallswinkels  multiplicirt. 

Um  von  der  durch  die  bisher  eingeführten  Vernachlässigungen  her- 
vorgebrachten Abweichung  eine  Vorstellung  zu  erhalten ,  ist  es  vielleicht 
nicht  ohne  Interesse,  die  durch  die  volle  Scheibe  in  einem  beliebigen 
Punkte  P  erzeugte  Intensität,  für  die  ein  exaeter  Ausdruck  bereits  in  2) 
vorliegt,  nun  auch  auf  die  eben  beschriebene  Weise  zu  berechnen.     Als 
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Cosinus  des  mittleren  Einfallswinkels  würde  hier  einfach  —  zu  betrachten 

m 

sein  und  man  hätte  also  die  annähernd  richtige  Gleichung 


ar       m-m22-j/(r2-ro222)(~l--z2) 
dJ  =  J  dft  .  —  . 


«    m[ro22  +  ^(r2-m22*)(l~~?)]-r2 
Die   durch   die   ganze   Scheibe   hervorgerufene   Intensität   wäre  demnach 


annähernd 

r 
tn 


__  2nar  Pz{m  —  twz2  —  j/ra—  (m2  +  r*)z*  +  m*z4)  dz 

m~""    y       m  [in z2  +  j/r2 -  (m2+ r2)T2+"m*l*]  -  r2 


0 
Mit  Hilfe  der  Substitution  t2  =  y  findet  man 


fz(m-mz*-R)dz        1     jm2-r2  f     m2+r2  1         j 


wenn  nämlich  der  Kürze  halber 


j/rf— (m8+r*)*f  +  ,„^4  =  ^ 

gesetzt  wird. 

Daraus  ergiebt  sich  für  das  bestimmte  Integral  der  Werth 

2^[r  +  ^-^-(^-r)] 
und  daraus  folgt  schliesslich 


Diese  Formel  stimmt  mit 

UV* 

überein  für 

m2  —  r2  ,       iw  +  r        _  2mr         ,       mArr 

r==s~-Ö^rJ°9-Zr-7-    odtr    3T/f*T^' 
Zm  m  —  r  m*  —  r*  m —  r 

eine  Bedingung,  die  ihrer  Erfüllung  mit  gegen  r  wachsendem  m  sich 
sehr  schnell  nähert.  Es  ist  damit  die  Zulässigkeit  der  hier  angewandten 
Betrachtungsweise  für  einigermassen  grosse  Entfernungen  nachgewiesen. 
Betrachtet  man  nun  wieder  einen  Punkt  der  beleuchteten  Kugel, 
dem  ein  zwischen  ßt  und  ß2  liegender  Werth  von  ß  entspricht  (Fig.  3), 
so  schneidet  die  in  einem  solchen  Punkte  an  die  beleuchtete  Kugel 
gelegte  Tangentenebene  von  der  leuchtenden  Kugel  und  somit  auch  von 
der  als  ebene  Kreisfläche  betrachteten  Projection  der  letzteren  auf  die 
um  P  beschriebene  Kugel  ein  Segment  ab.  Man  wird  nun,  dem  früher 
Gesagten  entsprechend,  in  der  Sehne,  in  welcher  die  Tangentenebene 
die  kreisförmige  Scheibe  schneidet,   eine  zu  letzterer  senkrechte  Ebene 
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zu  errichten  und  das  durch  letztere  von  dem  früher  erwähnten  Rotations- 
körper abgeschnittene  Stück  zu  ermitteln  haben.  Das  Volumen  des  ab- 
geschnittenen Stückes  giebt,  mit  dem  Cosinus  des  mittleren  Einfallswin- 
kels multiplieirt ,  annähernd  die  gesuchte  Intensität  an. 

Als  mittleren  Einfallswinkel  wird  man  den  Winkel  der  Normalen 
der  Ebene  mit  einer  Linie  zu  verstehen  haben,  die  man  erhält,  wenn 
man  den  Schwerpunkt  des  abgeschnittenen  Theils  des  Rotationskörpers 
auf  die  Ebene  der  kreisförmigen  Scheibe  projicirt  und  diese  Projection 
mit  dem  betrachteten  Punkte  P  verbindet 

Wollte  man  nun  diese  Rechnung  mit  Zugrundelegung  der  unter  7a) 
gegebenen  Meridiancurve  durchführen,  so  würde  die  Berechnung  ausser- 
ordentlich complicirt  werden  und  einigermassen  Übersichtliche  Resultate 
nicht  ergeben.  Es  soll  daher  diese  Curve  durch  eine  einfachere  ersetzt 
werden. 

Am  nächsten  würde  es  liegen,  die  Intensität  in  der  scheinbaren 
Scheibe  näherungsweise  als  umgekehrt  proportional  dem  Cosinus  des 
Winkels  <p  zu  betrachten,  was  bei  unendlicher  Entfernung  des  beleuch- 
teten Punktes  genau  der  Fall  ist.     Man  hätte  dann  zu  setzen 

AI        TAf  l  Jd^ 

co$q>      az»  +  j/(r»__  a8z*)(l  — **) 

Indessen  führt  auch  diese  Gleichung  nicht  zu  dem  gewünschten  Ziele 
und  es  möge  daher  an  die  Stelle  der  durch  7  a)  angegebenen  richtigen 
Curve  ein  Viertel  einer  Ellipse  als  Meridiancurve  angenommen  werden. 
Die  Ellipse  ist  s  o  zu  bestimmen ,  dass  sie  für  die  Mitte  der  Scheibe  die- 
selbe Intensität  wie  die  richtige  Curve  ergiebt,  dass  sie  ferner  das  im 
Endpunkte  des  Radius  auf  diesem  errichtete  Perpendikel  berührt  und 

dass    schliesslich    das  Volumen   des  ganzen   Rotationskörpers  = •/, 

d.  h.  gleich  der  durch  die  ganze  Scheibe  im  Punkte  A  wirklich  erzeugten 
Intensität  ist.  Die  Gleichung  dieser  Ellipse  ist  —  wenn  man  a  durch 
m  ersetzt  — : 


y  =  U-jYr*-m*z*\j. 


Wie  Fig.  4,  in  welcher  die  richtige  Curve  durch  ad  (für  a=10r), 
die  Ellipse  'durch  ac  dargestellt  ist,  zeigt,  ist  die  Abweichung  beider 
Curven  von  einander  allerdings  nicht  ganz  unbedeutend.  Indessen  wird 
man  auf  eine  angenäherte  Richtigkeit  der  Resultate  bei  Anwendung  der 
Ellipse  dennoch  rechnen  dürfen ,  da  der  Unterschied  zweier  entsprechen- 
der Abschnitte  der  beiden  Rotationskörper  jedenfalls  verhältnissmässig 
viel  geringer  ist,  als  der  Unterschied  der  Abschnitte  der  durch  die  Cur- 
ven begrenzten  Flächen.  Ueberdies  mag  berücksichtigt  werden ,  dass  die 
Intensitäten,  welche  in  dem  hier  betrachteten  Bezirke  der  beleuchteten 
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Kugel  auftreten,  überhaupt  sehr  klein  wird  gegen  diejenigen,  welche  in 
der  Nähe  der  Centralen  erzeugt  werden. 

Bezeichnet    man    mit   p    den  senkrechten    Abstand  der  trennenden 
Sehne  vom  Mittelpunkte  der  Scheibe,  so  ist,  wie  man  leicht  erkennt, 

n  a  cosß  — r 


»      ya*  +  T2-2axcosß 
Es  sei  nun 

i)  ßt<ß<ß,> 

In  diesem  Falle  ist  weniger  als  die  Hälfte  der  Scheibe  verdeckt.  Es 
ist  nun  zunächst  die  durch  die  volle  Scheibe  vom  Radius  p  erzeugte  In- 
tensität  Jj  zu  ermitteln.     Diese  ist 

P 
^  =  2*/  lzU--~yr*--m*z*\dz.cosk 

|  m*r  | 

wenn  der  erwähnte  mittlere  Einfallswinkel  vorläufig  mit  i  bezeichnet  wird. 

r 
Für  Punkte  der  Scheibe,   deren  z  zwischen  p  und  —  liegt,   ist  die 

tu 

Elementarintensität   mit   dem  Bogen    ( n  +  2  arc  sin  —  j    zu  multipliciren. 
Die  durch  den  äussern  Theil  der  Scheibe  erzeugte  Intensität  J2  ist  also 


m 


J^yhL'  J/H-  m*z*)  (n  +  2  aresin  £\  dz.cosl 
P 

=  J  \£r [2rS  ~  VmV  "  (ra" m  W] 

r 
m 

+  2  1  s  (4 j/r*  —  m*z*J. aresin  =-dz\cosX 


P 
und  demnach  die  gesammte  Intensität 


J  =  J1  +  J,  =  J  j-J.  [2mVr  +  (r'-m*p>)'<>) 

r 
m 

+  2  1  zy4 ]/r*  —  m*  z*  J .  arc  sin  —  dz\  cosX. 


Setzt  man 


z\4 Kr-rz'lE:-,     arc  *tw  — =  0, 

00  findet  man 
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(4 l/r*—  m*z*  )  =  -r-  ,     aresin  — 
r  f  /      dt  2 

/  zli j/r*  —  m2 z* J . arc 5i«  —  d* 

L  »rr        J  « 


r"  .  (r*+«V)*8  —  2r»p» 

-,-  — .  arc  stn -—= j-r- 

p  z*(r*  —  tn*p%) 

Daraus  erhält  man  für  das  bestimmte  Integral  den  Wertb 

2r*  .  mp  .2p    .-i 5-5  ,   it[r*      Brp      mp*      .    .      (r»-mV)V'l 

und  hieraus  endlich 

Es  ist  also  nnn  cosl  zn  ermitteln. 

Für  den  Abstand  s,   des  Schwerpunktes  des  hier  in  Betracht  kom- 
menden Theils   des  Rotationskörpers   von  der  Axe  desselben  findet  man 


leicht 


*,  = 


(r»-mV)V.  [8-|j^-mv] 


3mr«(3r«-4mrp  +  4^)-4r^arcco5^  +  4w/>/r2-mV] 

und  man  hat  sodann 

8  a)  co$k  =  sl+p. 

Setzt  man  noch  für  p  seinen  Werth  — ,   so  erhält  man 

tn 

(r»_ „»)«,  h ~ }/~r*^nA 

8b)  ••= — n J;      r =r 

3m\*{Zr*-$rn  +  ±~)-4r*.arccoSj  +  4nl/r*-n*\ 
und  schliesslich 

8)   J=-^J4r*.  «rest» — f-4n^r2— w*  +  «fr*— frn+g-Jj  cosA. 

Ist 

I«)  ßo<ß<ß*, 


78 


Ueber  die  Bestrahlung  einer  Kugel  durch  eine  Kugel. 


so  ist  mehr,  als  die  Hälfte  der  Scheibe  verdeckt.     Jl  tritt  in  diesem  Falle 

nicht  auf,  und  da  die  Elementarintensität  mit  dem  Bogen  In—  2 aresin  -  j 

zu  multipliciren  ist,  ist  der  zweite  Tb  eil  von  J2  negativ  zu  nehmen. 
Man  gelangt  dadurch  zu  der  Formel 

9)  J=s  —  l— Ar*. aresin 4n]/r*— w*  +  rc (r*  +  $rn  —  g- jjcosA, 

welche  sich  aus  der  für  den  ersten  Fall  gefundenen  ergiebt,  wenn  man 
n  negativ  nimmt.  Bezeichnet  man  den  Abstand  des  Schwerpunktes  des 
hier  in  Betracht  kommenden  Abschnittes  von  der  Axe  des  Rotationskör- 
pers mit  £8,  so  bat  man  zu  setzen 

9  a)  cosX  =  s2— p 

und  für  den  erwähnten  Abstand  ergiebt  sich  die  Formel 

3m  \nl  —  r*  +  $rn  —  ^.  —  }  +  Ar2,  arecos An  Yr*  —  w*| 

Für  ß  =  ß0  ergiebt  sich  die  sehr  einfache  Formel 

r*(8-f») 
J~J-       3«.»      • 
Zur  Berechnung  eines  Beispiels  habe  ich  die  Zahlen werthe 
t=l,     r  =  10,     a=100 
gewählt.     Daraus  folgen  die  Werthe 

(3,  =  83°  41' 4,86",    ft,=  89° 25'  31,18",    ßt=  95°  9' 48,99". 
Ans  Formel  3)  erhält  man  die  Zahlen 

83°41'4,86" 
0,00632 

Ferner  folgt  ans  8)   für  0=86°  30'  der  Werth  y  =  0,00363 

und    „    /S  =  89°25'31,18"„        „  „  =0,00149 

und  aus  9)     „    0  =  92°  30'            „         „  „  =0,00028 

und     „    ß  =  95°  9'  48,99"  „         „  „  =0,00000. 

Die  diesen  Werthen  entsprechende  Carve  ist  in  Fig.  5  dargestellt. 


für  0  =  0° 

15° 

30° 

45° 

60° 

75° 

=  0,06411 

0,06184 

0,05521 

0,04474 

0,03125 

0,01575 

Untersuchung  der  Intensitfttsvariation  im  Halbschatten  der 
beleuchteten  Kugel. 

Im  Abstände  £  von  SR,   dem  Mittelpunkte  der  beleuchteten  Kugel, 
sei   durch   den  Schatten    ein  Schnitt  senkrecht   zur  Axe   gelegt  (Fig.  6)- 
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Der  Radius  OX  des  Schnittkreises  wird  durch  die  gemeinsamen  Tangen- 
ten der  Kreise  und  durch  die  von  M  an  den  Kreis  ÜR  gelegte  Tangente 
io  drei  Abschnitte  getheilt.  UV  liegt  im  Kernschatten;  für  einen  Punkt 
innerhalb  VW  reicht  die  Bedeckung  der  hellen  Scheibe  durch  die  dunkle 
über  den  Mittelpunkt  der  ersteren  hinaus;  für  einen  Punkt  innerhalb 
WX  reicht  die  Bedeckung  nicht  bis  zum  Mittelpunkt  der  hellen  Scheibe. 
Liegt  nun  z.  B.  der  betrachtete  Punkt  P  auf  WX,  so  erhält  er  von  dem 
Theile  SQ  der  leuchtenden  Kugel»  d.  h.  von  einem  gewissen  centralen 
Theile  der  scheinbaren  leuchtenden  Scheibe  volles  Licht;  von  einem  über 
QN  hinaus  liegenden,  senkrecht  zu  M  P  gelegten  Scbnittkreis  wird  durch 
eine  Ellipse  ein  Stück  herausgeschnitten ,  deren  grosse  Axe  =  LT  ist. 
Es  wäre  also  die  Intensität,  welche  durch  den  übrig  bleibenden  Theil 
des  unendlich  schmalen  Ringes  erzeugt  wird,  zu  ermitteln  und  dann  von 

<p=0  bis   <p  =  <pt  =  orc cos  l  — )    zu    integriren.      Die   Ausführung  dieser 

Rechnung  wäre  jedoch,  wenn  überhaupt  möglich,  ausserordentlich  com- 
plicirt  und  würde  keinesfalls  auch  nur  einigermassen  übersichtliche  For- 
meln ergeben.  Es  soll  deshalb  sofort  zu  einer  Näherung  geschritten 
werden,  welche  der  früher  benutzten  Näherung  entspricht. 

Beschreibt  man  wieder  um  den  Punkt  P  eine  Kugel  vom  Radius  1, 
so  sind  die  Oentralprojectionen  der  Kugeln  M  und  3K  auf  diese  Kugel 
Kreise,    deren   Flächen    annäherungsweise    als    eben    betrachtet   werden 

mögen.     Der  Radius  der  Protection  der  leuchtenden  Kugel  ist  =  - ,  der 

m 

Radius    der  Projection    der  beleuchteten  Kugel   sei   mit  9,   der  Central  - 

abstand  beider  Projection en  mit  p  bezeichnet.     Sind  ferner  £  und  17  die 

Coordinaten   des  Punktes  P  in  Bezug  auf  3R  als  Ursprung,  so  hat  man 

ga  +  at  +  U* 

p  =  «fit  if/PÜR,     cos  M  PWl  = —  —        -1= » 

VUa  +  ir  +  ifHP+ip) 
demnach 


/?= _    und    Q- 


Bei  der  theilweisen  Bedeckung  der  hellen  durch  die  dunkle  Scheibe 

können,  vorausgesetzt,  dass  r>2r  sei,  folgende  vier  Phasen  eintreten: 

I.   Die  dunkle  Scheibe  schneidet  in  die  helle  ein,  erreicht  aber  nicht 

den  Mittelpunkt  der  letzteren; 
II.  die  dunkle  Scheibe  schneidet  in  die  helle  ein  und  überdeckt  den 
Mittelpunkt  der  letzteren; 

III.  die   dunkle  Scheibe   liegt  ganz  innerhalb  der  hellen  und  bedeckt 
den  Mittelpunkt  der  letzteren; 

IV.  die   dunkle   Scheibe   liegt  ganz   innerhalb   der  hellen,    ohne   den 
Mittelpunkt  der  letzteren  zu  bedecken. 
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Die  Bezirke  der  vier  Phasen  im  Halbschatten  sind  in  Fig.  7  angegeben. 
Bei  der  Begrenzung  dieser  Bezirke  kommen  folgende  Abscissen  in  Betracht, 
deren  Bedeutung  ebenfalls  aus  Fig.  7  und  Fig.  7a  zu  ersehen  ist: 

t  x  /    i    \      t         ax 

fe  =  --(M-r),    *»-— r> 


zu  £4  gehört  die  Ordinate 

arx 


n*- 


(r-r)/a2-r8-r/ö2-(r-r)2 

Es  soll  nun  für  jede  der  vier  Phasen  die  bestimmten  Werthen  von 
p  und  q  entsprechende  Intensität  gefunden  werden.  Die  Einführung  der 
Ellipse  als  Näherungscurve  führt  in  diesem  Falle  auf  unbequeme  ellip- 
tische Integrale;  es  soll  daher,  um  zu  übersichtlicheren  Formeln  zu  ge- 
langen, an  die  Stelle  der  genauen  Curve  ein  Parabelstück  gesetzt  werden, 
dessen  Scheitel  und  Scheiteltangente  mit  dem  Scheitel  und  der  Scheitel- 
tangente der  richtigen  Curve  zusammenfallen,  und  das  so  zu  bestimmen 
ist,  dass  die  der  ganzen  Scheibe  zukommende  Leuchtkraft  nicht  verändert 
wird.  Als  Gleichung  der  diesen  Bedingungen  entsprechenden  Parabel 
findet  man  leicht 

worin  m=^y'(a  +  ^f  +  rj)t  ist.  Da  für  die  Punkte  des  Schlagschattens  die 
Ordinate  y  immer  als  klein  gegen  cr  +  £  zu  betrachten  ist,  kann  man 
ohne  merkbare  Abweichung  für  alle  Punkte  des  Schattens  den  Cosinus 

des    mittleren  Einfallswinkels   = setzen,    ohne  auf  die  Lage    des 

171 

Schwerpunktes  des  sichtbaren  Theils  der  Scheibe  Rücksicht  zu  nehmen. 
Man  kann  diesen  Factor  von  vornherein  in  die  Gleichung  der  angenom- 
menen Parabel  einfügen  und  dieselbe  schreiben 


»  =  ".-K).[i+^4 


Es  muss  nun  für  jede  der  vier  Phasen  die  Intensitätsformel  gefun- 
den werden. 

Phase  I  (Fig.  8).    Zunächst  ist  ein  voller  Kreis  vom  Radius  (p  -  q) 
in  Rechnung  zu  ziehen.     Das  unbestimmte  Integral 

ergiebt  für  die  Grenzen  0  und  p—$  den  Werth 
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r 
Für  p  —  Q<2<.—  ist  die  Elementarintensität  zu  multipliciren  mit 
m  * 

\  Ipz       /  2p  z 

Die  durch  den  ausserhalb  des  Radius  p  —  Q  gelegenen  Theil  der  Scheibe 
erzeugte  Intensität  ist  demnach 

r 
m 

^-,(.+0y.(i+?;H)(.+i„*Ä^)*1 

P-9 
was  sich  reducirt  auf 

r 
m 

+  2/z[—  +  -i-28J.  arcww  - — s —  dz 

/      \m        r*      J  2p  z 


Demnach  ist  die  volle  Intensität 


r 
m 

/l    ,  2m  9\      rfn  .    p*+z*-o*  „    , 

Setzt  man  z  ( — -  zz  I  =  — -      arc  5m - =  t>,   so  findet  man 

\m        r*      /      dz  2p  z 

/V1    .  2m  2^^  p»+*«-V  z2/l  xw:8\  .  pS  +  z*-^ 

«(-  +  7r«,J-««— 2^^=2  Vm+  rW'arCm 
/V«»      mz'\  «a-p'+g»  ||> 


2pt 

z. 


Setzt  man  ferner  j/— t*  +  2z2[p*  +  Q-i)  —  (//*  — (>*)*  =  Ä,  so  findet  man 

J   Im  +  r^  /  zR 

Ferner  ist,  wie  man  mit  Hilfe  der  Substitution  z*  =  y  findet, 

/'zdz  .    p*  +  Q*- 


"—  za 
» 


Zeittchxift  L  Mathematik  u.  Physik  XXVII,  2. 
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Folglich  ist  p,.,     mz^zt_p»+e» 

J  \»+-?)—7R-'dt 
al8°  /V1  j.2«  «V    •  p'+*'-p*  . 

I  z  I r-  -5-2*  }  orcsw  - — s —  rfz 

J     \m       r*     J  2p  t 

*Vl   .  >»*2\  •  J»*+«*-e*  .   eVl   .  2mp*  ,  mp»\         .  p»+n»-2* 

2  ^m       r*  /  2/»t  2  \m         r1  r*  /  2/>p 

Hieraus  ergiebt  sich  für  das  bestimmte  Integral  der  Werth 

r*         .  ^+(s)-^      »VI      2^     »f'\         .  "^"(s)' 
_„rcs,„ +_^+__+_jörcm __ 

a    " 

m 


+*[Ä+£<>'+5«,>]y-(;y+2öV+>')-(,'-,-> 

und  so  ergiebt  sieb  schliesslich 


2r»  ^  +  (m)-p8  ri      m  1  ^ +  **-(£) 

Phase  II  (Fig.  9).     In  diesem  Falle  tritt  Jt  nicht  auf;  J,  ist  zwi- 
schen den  Grenzen  (p— p)  und  -    zu   nehmen   und  man  erhält  dadurch 

m 

dieselbe  Formel,  welche  für  Phase  I  gefunden  wurde. 

Phase  III   (Fig.  10).     J,   fällt  hier  ebenfalls  weg;   J%  ist  zwischen 
den  Grenzen  (q—  p)  und  (q+p)  zu  nehmen  und  dann  tritt  noch  die  In- 
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tensität  J8  hinzu,   welche  durch  den  äusseren  vollen  Bing,   für  welchen 

r 
z  zwischen  den  Grenzen  g+p  und  —  zu  nehmen  ist,  erzeugt  wird. 

m 

Mit  Hilfe  des  bereits  berechneten  unbestimmten  Integrals  findet  man 

leicht 


und  ferner 


er 

j,^<.-h„£-<£+4?[I+Sc,+,>.]|, 


schliesslich  also 

Phase  IV    ^Fig.  11).      Hier   besteht  J   aus  Jn   J2   und  J8;   Jx   ist 

zwischen  den  Grenzen  0  und  p  —  Q,  J9  zwischen  den  Grenzen  p  —  Q  und 

r 
P+0»   J3  zwischen  den  Grenzen  p  +  Q  und  —  zu  nehmen.    Man  gelangt 

auf  diese  Weise  zu  derselben  Formel,   welche  soeben  für  Phase  III  ge- 
fanden' worden  ist. 


Die  nach  den  soeben  abgeleiteten  Formeln  für  einen  Punkt  des 
Halbschattens  gefundene  Intensität  ist  die  Bestrahlungsstärke  eines  durch 
diesen  Punkt  gehenden,  senkrecht  zur  Centrale  heider  Kugeln  gerichte- 
ten Flächenelements. 


Beispiel  (Fig.  12). 

Es  sind  auch  hier  wieder  die  Werthe 

r  =  l,     r=10,     a=100 
gewählt  worden.     Daraus  ergeben  sich  die  Werthe 
So  =  — 0,11,  £,  =  -0,01,  !2  =  0,09,   £3  =  11,111...,  |4  =  24,93737... 

Es   sind   nun   verschiedene  Werthe   von   £  und   für  jeden  derselben 
verschiedene  Werthe   von   r\   angenommen   und   die  zugehörigen  Grössen 

der  relativen  Intensität  —  berechnet  worden. 

Die    grösser    gedruckten    Werthe   von    i\    entsprechen    den    Durch- 
schnittspunkten  mit  den  Tangenten  PCy  MA  und  Q'&. 

17  =  0,914         1,010         1,115 
—  =      0  0,0366  0,0616. 
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5  =  4. 

V  = 

0,643 

0,84             1,040 

1,24 

1,446 

J  _ 

J  — 

0 

0,0160          0,0328 

5  =  7. 

0,0468 

0,0681. 

V  = 

0,37J 

0,7            1,070 

M 

1,777 

J  _ 

0 

0,0139           0,0317 

5=11,111. 

0,0440 

0,0649. 

n  = 

0 

0,55             1,111 

1,66 

2,231 

J  _ 

J  ~~ 

0 

0,0176          0,0816 
5=15. 

0,0412 

0,0609. 

v  = 

0 

0,2 

0,351        0,76 

1,16 

2,00     2,661 

J  _ 
J  ~~ 

0,0263 

0,0248     0,0238     0,0269 

0,0817     0,0414     0,0475. 

5  =  20. 

V  = 

0 

0,4 

0,803      1,2 

1,7 

2,54       3,213 

J  _ 

0,0830     i 

0,0323     0,0305     0,0312 

0,0341      0,0397      0,0436. 

5  =  24,937. 

i}  <=       0  0,6        1,249         2  3  3,758 

—  =  0,0340   0,0334   0,0314   0,329   0,0373    0,0402. 


5  =  30. 

1,=      0 

0,6 

1,2       1,707 

2,6 

3,5 

4,317 

—  =  0,0880 

0,0330 

0,0321      0,0308 

5  =  35. 

0,0321 

0,0350 

0,0371. 

1,=      0 

0,7 

1,4      2,058 

3 

4 

4,870 

—  =  0,0816 

0,0313 

0,0306     0,0298 
5  =  40. 

0,0303 

0,0328 

0,0344. 

»,=       0 

0,8 

17       2,611 

3,5 

4,6 

5,422 

—  =  0,0298 

0,0297 

0,0291      0,0281 
1^=45. 

0,0288 

0,0307 

0,0320. 

t)  =             0 

2            3,062 

3,8 

5,974 

—  =         0,0282          l 

J 

D,0275          0,0267 

0,0271          0,0298. 
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Mit  Hilfe  dieser  Ordinaten  sind  die  Curven  gezeichnet  und  sodann 
die  Isophoten  auf  eine  sich  von  selbst  ergebende  Weise  daraus  constrnirt 
worden.  Die  Punkte,  in  denen  die  Isophoten  die  Tangente  Q' B'  schnei- 
den, werden  mit  Hilfe  der  Formel  2)  bestimmt. 

Die  Intensität  in  einem  Punkte  der  Axe  wird  leicht  gefunden,  indem 
man  in  Gleichung  11)    p  =  0  setzt  und  ferner  für  m  und  q  die  Werthe 

(«  +  £)   und  -j  setzt.     Man  erhält  die  Formel 

Die  Curve,  welche  in  dieser  Gleichung  enthalten  ist,  liefert  die  Punkte, 
in  welchen  die  Isophoten  die  Axe  schneiden. 

Die  Intensität  in  einem  Punkte  der  den  Kernschatten  begrenzenden 

Tangente  Q'B'  erhält  man,  wenn  man  in  Gleichung  11)  —  =p+p  setzt. 

Die  Curve  der  Intensität  in  der  erwähnten  Tangente  dient  zur  Ermitte- 
lung der  Spitzen  der  Isophoten. 

Die  so  gefundenen  Isophoten  sind  natürlicherweise  als  Meridiancur- 
ven  der  Flächen  gleicher  Helligkeit  zu  betrachten. 

Weicht  auch  die  eingeführte  Parabel  von  der  in  7a)  gegebenen  rich- 
tigen Curve  nicht  unbedeutend  ab,  so  sind  doch,  wie  man  aus  dem 
ausgeführten  Beispiele  sieht,  die  Intensitätsverluste,  welche  durch  die 
verdeckende  Kugel  herbeigeführt  werden,  bei  grösseren  Wertheu  von  £ 
überhaupt  nicht  so  bedeutend,  dass  eine  massige  Ungenauigkeit  dieser 
Verluste  sehr  wesentliche  Unterschiede  in  der  sich  ergebenden  Intensitäts- 
vertheilnng  nach  sich  ziehen  könnte;  und  da,  wie  aus  der  Figur  ersieht" 
lieh  ist,  gerade  diejenigen  Intensitätscurven,  welche  grösseren  Wer- 
tben von  £  entsprechen,  auf  die  Gestaltung  der  Isophoten  den  wesent- 
lichsten Einfluss  ausüben ,  kann  man  die  letzteren  wohl  als  der  Wahrheit 
nahe  kommend  betrachten. 


IV. 
Einige  Eigenschaften  der  Diriohlet'sohen  Functionen 

F(s)=^!?l  — ).—  9  die  bei  der  Bestimmung  der  Clas- 
sen anzahlen  binärer  quadratischer  Formen  auftreten. 

Von 

Dr.  Ad.  Hubwitz 

In  Hildeiheim. 


Hierzu  Taf.  I  Fig.  14  u.  16. 


Im  Jahre  1849  hat  Herr  Schlömilch  folgende  interessante  Be- 
merkung gemacht*: 

„Bezeichnet  man  durch  f(s)  die  Function 

1»     8« ^6«      7*^     '"*K      '  (2»  +  l)«--' 
so  besteht  zwischen  den  Werthen  f{s)  und  f(\—$)  die  Relation 

A)  AI-*)  =  (*)'•  «»(y).rw.A*), 

wobei  r(s)  die  (Eni er' sehe)  Gammafunction  bezeichnet." 

Der  Beweis  dieses  Satzes  wird  mit  Hilfe  eines  Theorems  aus  der 
Theorie  der  Fouri  er 'sehen  Beihen  geführt.  Später  ist  Herr  Schlö- 
milch noch  einmal  auf  die  Gleichung  A)  zurückgekommen**,  indem  er 
sie  auf  einem  neuen  und  elementaren  Wege  herleitete  und  ihr  die  analog 
gebaut.:  Gleichung 

B)  9{l-s)  =  ^^.-2^i.co,(±sn).r(s).V(s) 

hinzufügte,  wo 

ist. 

Zwischen  beide  Veröffentlichungen  fällt  der  bekannte  Aufsatz  von 
Biemann:   „Ueber  die  Anzahl   der  Primzahlen   unter  einer  gegebenen 

*  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Phyßik,  Bd.  III  S,  130-131. 
**  Dieselbe  Zeitschrift,  and.  0. 
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Grösse1'.*  Riemann  stützt  hier  seine  Untersuchung  auf  einige  Eigen- 
schaften der  Function 

«•)-p+5+p  +  -  +  i  +  -; 

unter  Anderem  leitet  er  für  diese  Function  die  Gleichung  her 

C)  W--)  =  ^.™(y). /-«•£(«). 

Die  Analogie  dieser  Gleichung  mit  den  Relationen  A)  und  B),  nament- 
lich mit  B),  springt  in  die  Augen.    Wir  werden  auch  sogleich  sehen,  dass 

B)  durch  eine  kleine  Umformung  aus  C)  erhalten  werden  kann.  Zuvor 
müssen  wir  jedoch  auf  einen  wesentlichen  Unterschied  zwischen  der 
Riemann'schen  Relation  und  den  beiden  von  Schlömilch  angegebenen 
aufmerksam  machen. 

Die  Functionen  f(s)  und  <p(s)  sind  nämlich  für  alle  complexen 
Werthe  von  s  definirt,  deren  reelle  Theile  positiv  sind,  denn  für  solche 
Wert  he  von  s  convergiren  die  durch  /*(*)  und  <jp(s)  bezeichneten  unend- 
lichen Reihen;  dagegen  ist  die  mit  f(s)  benannte  Reihe  nur  convergent, 
sobald  der  reelle  Theil  von  s  grösser  als  1  ist.  Während  daher  die 
Relationen  A)  und  B)  einen  guten  Sinn  haben ,  so  lange  der  reelle  Theil 
von  s  zwischen  0  und  1  liegt,  scheint  die  Gleichung  C)  vollkommen 
sinnlos  zu  sein. 

In  der  That  läset  sich  aber  die  Function  £(s),  so  gut  wie  die  Func- 
tionen /"(*)  und  <p(s)t  nach  den  Grundpriucipien  der  modernen  Functio- 
nentheorie  über  die  ganze  complexe  Ebene  s  fortsetzen.  Dieses  wird 
weiter  unten  geschehen;  wir  werden  dabei  finden,  dass  alle  drei  Func- 
tionen durchaus  eindeutig  sind  und  dass  daher  die  Relationen  A),  B) 
und  C)  für  jeden  beliebigen  complexen  Werth  von  s  giltig  sind. 

Da 

1111  2  2       2 

tts)  =  T'+2'  +  &  +  4?  +  ''   und  5-",'a=ap  +  ?  +  '-' 
so  folgt 

(l-2t— ).t(0«9W. 

so  lange  der  reelle  Theil  von  5  grösser  als  1  ist,  und  diese  Gleichung 
setzt  sich  Über  die  ganze  complexe  Ebene  s  fort.  Aus  der  Beziehung 
zwischen  q>{s)  und  £(s)  ist  aber  ersichtlich,  dass  die  Relationen  B)  und 

C)  in  der  That  wesentlich  dasselbe  aussagen. 

Bei  dem  Versuche,  die  Relation  A)  auf  dem  Wege  zu  erhalten, 
welcher  dem  von  Riemann  zur  Herleitung  der  Relation  G)  eingeschla- 
genen analog  ist,  gelangte  ich  zu  allgemeinen  Formeln,  die  von  gleicher 


*  Gesammelte  mathematische  Werke,  herausgegeben  von  H.  Weber,  8.  1S6; 
oder  auch  in  den  Monatsberichten  der  Berliner  Akademie,  November  1859. 
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Einfachheit  Bind,  wie  die  von  Schlö  milch  und  Rio  mann  gegebenen, 
und  dieselben  überdies  als  specielle  Fälle  enthalten. 

Diese  allgemeinen  Formeln  dürften  um  so  mehr  ein  Interesse  be- 
anspruchen, als  ßie  sich  auf  eben  die  Functionen  beziehen,  die  bei  den 
tiefen  Untersuchungen  Dirichlet's  über  die  Anzahl  der  Glassen  binärer 
quadratischer  Formen  und  über  die  in  einer  arithmetischen  Reihe  ent- 
haltenen Primzahlen  eine  wichtige  Rolle  spielen. 

Ich  will  nun  gleich  hier  die  hauptsächlichsten  Resultate  der  anzu- 
stellenden Betrachtungen  angeben.  —  Bezeichnet  D  irgend  eine  positive 
oder  negative  ganze  Zahl,  die  ausser  1  keine  weitere  Quadratzahl  als 
Factor  enthält,  so  setzen  wir 

/?(*,/>)  = - v(£)A,  wenn  D-1  (WOflf-4)' 

i_(_i)*(/>*-D  l  ^  X7?/  n 

F{s%  D)  =  ^j?  (—  J .  --  in  allen  übrigen  Fällen. 

Dabei  bedeutet  ( —  j  das  bekannte  Jacobi'scbe  Symbol  aus  der  Theorie 

der   quadratischen   Reste,    und   die   Summation   erstreckt   sich   über  alle 
Werthe  von  w,  die  positiv,  ganzzahlig  und  relativ  prim  zu  2D  sind. 
Dann  gelten  folgende  Sätze: 

I.  „Die  Functionen  F(s,D)  sind  durchaus  eindeutige 
Functionen  der  complexen  Yariabeln  s." 

II.  „Alle  Functionen  F(s,D)  mit  einziger  Ausnahme  von 
F(s,l)  haben  einen  endlichen  Werth  für  jeden  beliebigen 
endlichen  Werth  des  Arguments  s.u 

III.  „Die  Function  F(s,l)  hat  für  jeden  im  Endlichen 
gelegenen  Werth  von  s  selbst  einen  endlichen  Werth,  mit 
Ausnahme  der  Stelle  5  =  1,  wo  F(st  1)  so  unendlich  wird,  dass 
ftm[(*-l)F(#,  l)].=i  =  1  ist." 

IV.  „Die  Functionen  F(s,  D)  genügen  folgenden  einfachen 
Relationen: 

oder  auch  ,    . 

wenn  D  positiv  ist; 
oder  auch 
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wenn  D  negativ  ist.     Dabei  ist 

x  =  l    für   D  =  \   (mod.4), 

ä  =  4  iu  allen  übrigen  Fällen. "* 
Von  diesen  Sätzen  ist  nur  III.  aus  Riemaun's  citirtem  Aufsatze 
bekannt,  indem  /*(«,  1)  der  Riemann'schen  Function  £(s)  gleich  ist. 
Der  Satz  IV.  ergiebt  für  D  =  1  die  Riemann'sche  Relation  (C),  für 
Z>  =  —  1  die  Schlbmilch'sche  (A)\  diese  Relationen  entsprechen  also 
den  einfachsten  Werthen ,  welche  D  annehmen  kann. 

Der  positiven  oder  negativen  Zahl  D  hatten  wir  die  Beschränkung 
auferlegt,  durch  kein  Quadrat  ausser  durch  1  theilbar  zu  sein.  Diese 
Beschränkung  ist  nicht  wesentlich.     Denn  es  ist 

wenn  D  =  D\S?  und  r  alle  Primzahlen  beschreibt,  die  in  />,  nicht  aber 
gleichzeitig  in  D'  aufgehen.**  Lässt  man  also  in  der  Definition  der  Func- 
tionen F{syD)  die  Bedingung  fort,  dass  D  keine  quadratischen  Factoren 
besitzen  soll,  so  lassen  sich  die  neu  hinzugekommenen  Functionen  F 
vermöge  der  letzten  Gleichung  auf  diejenigen  zurückführen,  von  denen 
nnsere  Sätze  I — IV  handeln. 

Der  Beweis  dieser  Sätze  soll  uns  nunmehr  beschäftigen.  —  Wir 
betrachten  folgendes  System  von  Functionen: 

rt,»1>=li+(I+^ y  +  (l  +  2my+(l  +  3my  +  '"' 

A^2)  =  2,  +  t2  +  m). +  (2.T|-2;/l)•+(2  +  3m)•  +  •,,, 


f(       v  _  l      1 11, 

t  V*  a>      a.  +  (a  +  my  +  (fl  +  2  my  +  (a  +  3 ro)'  +  * "  * ' 

1    ,_J_  ._1_, \  , 

m  bedeutet  hierbei  irgend  eine  positive  ganze  Zahl. 

*  Die  zweite  Form  der  Relationen  geht  aus  der  ersten  durch  die  leicht  zu 
beweisenden  Gleichungen  hervor: 

**  Lejeune-Dirichlet,  Zahlentheorie,  herausgeg.  von  Dedekind;  2.  Aufl., 
8.  248  und  249. 
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Jede  dieser  Functionen  ist  für  alle  Werthe  von  s  definirt,  deren 
reelle  Theile  grösser  als  1  sind.  Zar  näheren  Untersuchung  der  f(sy  a) 
gehen  wir  von  der  bekannten  Gleichung  aus: 


W 


g—nx  x^—l  dx 


0 

Die  Summation   über  alle  Werthe  n  —  a-\-mky  £  =  0,  1,2,  ...  oo,   liefert 


die  Gleichung 


f*e(m-a)x 

r{i) .  f($,  a)  == j  ——j.^-1  dx. 


0 

Wir  betrachten  nun,  immer  den  von  Riemann  eingeschlagenen  Weg 
verfolgend,  das  Integral 

/»  e(m-a)* 


V-*-l 


-/• 


p(m—a)at 

,c.-iii*<-«.  •__,«, 


wobei  die  Integration  auf  einem  Wege  ausgeführt  werden  soll,  der,  von 
dem  Punkte  +  od  ausgehend ,  dicht  an  der  positiven  Seite  der  reellen 
Axe  herläuft,  dann  um  den  Nullpunkt  biegt  und  dicht  an  der  negativen 
Seite  der  reellen  Axe  zum  Unendlichkeitspunkte  zurückführt  (Fig.  14). 
Dabei  soll  ausser  dem  Nullpunkt  keiner  der  Übrigen  Unstetigkeits- 
punkte  der  integrirten  Function  innerhalb  des  schraffirten  Theiles  der 
Figur  fallen,  und  bei  der  Integration  soll  der  log  ( — x)  so  genommen 
werden,  dass  er  für  negative  x  reell,  also  für  positive  x  auf  der  posi- 
tiven Seite  der  reellen  Axe  den  imaginären  Bestandteil  —  «•",  auf  der 
negativen  Seite  den  imaginären  Bestandteil  +  ni  aufweist.  Da  wir 
den  Integrationsweg  unbeschadet  des  Werthes  des  Integrals  beliebig  ver- 
zerren dürfen,  wenn  dabei  nur  nicht  ein  Unstetigkeitspunkt  der  inte- 
grirten Function  überschritten  wird ,  so  ist  unser  Integral  gleich  dem  auf 
folgendem  Wege  genommenen:  Auf  der  reellen  Axe  von  +  °°  bis  zu 
einer  dicht  vor  dem  Nullpunkte  liegenden  Stelle  A,  von  A  im  Kreise  C 
um  den  Nullpunkt  als  Mittelpunkt  nach  A  zurück  und  schliesslich  wieder 
auf  der  reellen  Axe  nach  +  oo.  Dabei  muss  A  so  dicht  vor  dem  Nullpunkte 
liegen,  dass  im  Innern  des  Kreises  £,  ausser  dem  Nullpunkte,  kein  Unstetig- 
keitspunkt der  integrirten  Function  liegtf  In  leicht  verständlicher  Schreib- 
weise haben  wir  dann: 

A 

/»  Am—a)x 

/=  /^-dU-i— **!.!_ _  dx 

em*—l 


00        00 

J 
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p(m—a)x 

ee-\)ioH-s) .. dx. 

emx—\ 

Ist  nun  der  reelle  Theil  von  s  grösser  als  1 ,  so  verschwindet  das 
über  den  Kreis  C  genommene  Integral,  wenn  der  Punkt  A  in  den  Null- 
punkt hineinrtickt,  denn  dann  ist 


a?.(-o;)—  *.— - —  =  0. 

v      J         e™*  —  lja;=0 


Für  diesen  Fall  wird  daher 

CO 


Also 


e{m—a)x 

J=  —  2isinns  I  x?-x .—- — -dx 
J  em*—l 

o 

==  —  2 1  sin  n  s  .  r(s) .  /(*,  a) 

I  /»  Am—a)* 


wo  das  Integral  auf  dem  ursprünglich  angegebenen  Wege  von  +  oo  bis 
+  oo  zu  nehmen  ist. 

Fassen  wir  nun  diese  Gleichung  als  Definitionsgleichung  der  Func- 
tion f{s^a)  auf,   so   ist   damit   die  Aufgabe  gelöst,   die  durch  die  Reihe 


<i*  ^  0  +  m)«  ^  (a  +  2m)'  T"  " 
nur  für  Werthe  von  $>    deren  reelle  Theile  grösser  als  1  sind,  definirte 
Function  über  die  ganze  complexe  Ebene  $  fortzusetzen.  Die  Function  auf  der 
rechten  Seite  unserer  Gleichung  ist  nämlich  in  der  ganzen  complexen  Ebene  s 

eindeutig,   und  sie  stimmt  mit  der  Reihe  —  +  : — ; — — +  •••  tiberein,  so- 
^  <*•      (ja+mj* 

bald  der  reelle  Bestandteil  von  s  grösser  als  1  ist. 

Nunmehr  ist  die  Function  f  (s,  a)  für  jeden  Werth   von  s  definirt, 

und   zwar  besitzt  sie   für  jedes   endliche  s  einen  vollkommen   eindeutig 

bestimmten  Werth.    Dieser  Werth  ist,  wie  wir  weiter  behaupten,  überall 

ein  endlicher,  ausgenommen  an  der  Stelle  s  =»  1 ,  wo  /"(«,  a)  so  unendlich 

wird,   dass  lim  [(*— 1  )/*(*> a)]  =  -  wird. 

tn 
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Das  Integral 


/»  e{m-a)x 


ist  nämlich  für  jeden  endlichen  Werth  von  s  endlich.  /*(*» a)  kann  folg- 
lich nur  dadurch  unendlich  werden,  dass  r(l—s)  unendlich  gross  wird. 
Letzteres  geschieht  für  5=  1,  2,  3,  4,  . . ..  Für  s  =  2,  3  4,  ...  wird  aber  das 
Unendlichwerden   von    r(l—s)   durch   das  Verschwinden    des    Integrals 

/»  €{m-a)x 

(— a:)8-1— ^ — -  dx*  compen6irt;  dagegen  wird  für  $=  1 

also  /"(*,  a)  unendlich  wie ,  d.  h.  lim  [(5  — 1)  /"(*,  fl)]*=i  =  — . 

Hiermit  sind  unsere   Behauptungen   erhärtet.  —   Es   verdient  noch 
bemerkt  zu  werden,   dass   für   nicht  positive  ganzzahlige  Werthe  von  *: 
*  =— o,  0  =  0,1,2...., 

/7-n,  „)  =  (_!)*+ W.£      /  —  ,  —  d X 

ist,  wenn  [f(x)]x9  den  Coeföcienten  von  a*  in  der  Entwickelung  von  F{x) 

nach  Potenzen  von  x  bedeutet.  —  So  findet  man  z.  B. 

>.//v     \      m  — 2a 
/(0,«)  = 


f(-2,a)  =  - 


2m 

12^ 

a(m  —  a)  (m  —  2a) 


6m 

etc.  —  Allgemein  können  wir  sagen :  „  Die  Werthe  von  /  ($,  a)  für  nicht 
positive  ganze  Zahlen  sind  rationale  Functionen  von  m  und  a  und  folg- 
lich rationale  Zahlen.44 

Betrachten  wir  jetzt  in  der  Ebene  der  complezen  Variabein  x  ein 
Rechteck,  dessen  Seiten  der  Aze  der  rein  imaginären  Zahlen,  resp.  der 
Aze  der  reellen  Zahlen  parallel  laufen  und  dessen  Mittelpunkt  der 
Punkt  x  =  0  ist  (Fig.  15),  so  wird  im  Innern  desselben  die  Function 

«,(*)  =  (-*)'-!.£;__ 

2kni 

nur  für  die  Punkte  «= ,  k  =  +  1,  +  2  und  *==  0  unstetig.    Daher 

m 

ist  das  Integral  Jy(x)dx  in  positiver  Richtung  um  den  schrafifirten  Theil 

*  Man  werthet  es  bekanntlich  aus ,  indem  man  den  Integrationeweg  auf  einen 
kleinen  Kreis  um  den  Nullpunkt  zusammenzieht. 
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der  Figur  genommen,  gleich  der  Summe  der  in  negativem  Sinne  ge- 
nommenen Integrale  fy  (x)  dx  längs  des  Rechtecks  AB  CD  und  der  kleinen 

2kni 
Kreise,  welche  die  in  dem  Kechtecke  gelegenen  Punkte  umgehen. 

Lassen  wir  nun  das  Rechteck  AB  CD  unendlich  gross  werden,  indem  wir 
die  Punkte  P,  —  P,  0,  —  Q  nach  resp.  +00,  —  00 ,  +1*00,  — ,too  rücken 
lassen ,  so  geht  das  Integral  um  das  schraffirte  Gebiet  in  das  ehen  betrach- 
tete Integral  /  über.  Somit  ergiebt  sich,  wenn  man  noch  beachtet,  dass 
das  Integral  Jty(x)dx  in  negativem  Sinne  längs  eines  sehr  kleinen,  den 

Punkt  umgebenden  Kreis  genommen 


-(-'(-M?) 


m 
ist, 

2 ist  "    " 


f(sya)  =  lim  .      >7  (- »«Of—^!)      /—- +  (ABCD)  l 


AI-*)'  *=*  L^r.a 

wobei  {AB CD)  das  Integral  über  das  ins  Unendliche  ausgedehnte  Rechteck 
bedeutet«  Dieses  letztere  Integral  verschwindet  nun,  wenn  der  reelle 
Theil  von  s  negativ  ist.     Unter  dieser  Annahme  erhalten  wir  somit 

— 2kin  'ikin 


oder 


^(1  — *)  =  ^    |l      m      /        *       m       +\    m    )        '      m     )  ' 
*  *r      >>      ßn\      ^,*    1         \{s-\)n  t2akn\ 


Setzen  wir  nun  , 

k  =  mk  +r, 

so  nimmt  k  alle  seine  Werthe  an,  wenn  k'  von  0...  00  und  r  von  1 ...  m 
Hüft.     Also  ist: 


Ersetzen  wir  noch,  der  bequemeren  Schreibweise  halber,  $  durch 
1  —  f,  so  folgt  schliesslich: 

1)         A,_,,fl)^.(_)        2jCM(-=— T)At.r). 

Die  Functionen  f(s,a)  haben  also  die  Eigenschaft,  dass 
jeder  der  m  Werthe  f(l-s^a)  sich  als  lineare  ganze  Func- 
tion der  m  Werthe  f(sfä)  nach  vorstehender  Formel  dar- 
stellen l&8Bt. 
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Ehe  wir  diesen  Satz  über  ein  System  von  Functionen  für  die  Dirich- 
let'schen  Functionen  verwertben,  wollen  wir  die  Gleichung  1)  in  Bezug 
auf  die  Anzahl  der  in  ihr  enthaltenen  Einzelformeln  untersuchen.  — 
Die  Function  f(s,a)  hängt  ausser  von  a  noch  von  der  Zahl  m  ab;  wir 
wollen  dies,  wenn  nöthig,  durch  die  Schreibweise  f(s1a\m)  andeuten. 
Ist  6  nun  ein  gemeinsamer  Theiler  von  a  und  m,  und  ist 

o  =  oa ,  m  =  ofit  , 
so  ist 

also: 

/(»,  a\m)  =  i'.f(s,  a\m). 

Mit  Benntztwg  dieser  Gleichung  geht  die  Formel  1)  über  in 
o-Ml-,,«|m')=-.(^j      .2j  ««(-y — T).fl*r|») 

Durch  Ausführung  der  Summation  nach  X  und  gehörige  Reduction 
findet  man 

Al-^a|m)  =  -.^J   -^cat^ -yj-ffcH-»). 

also  eine  zur  Zahl  m'  gehörige  Formel. 

Daher  können  wir  sagen: 

„Jede  unter  den  m  durch  1)  repräsentirten  Formeln,  die  sich  auf 
ein  a  bezieht,  welches  nicht  relativ  prim  zu  m  ist,  sondern  mit  m  den 
grössten  gemeinsamen  Theiler  ö  hat,  sagt  im  Wesentlichen  dasselbe  aus, 

wie   eine  unter  den   Formeln,    die   zu   der  Zahl  m'  =  —  gehören.     Alle 

o 

wesentlich  verschiedenen  Formeln  1)  entstehen  also,   wenn  man   tn  alle 

möglichen   ganzen   Zahlen    durchlaufen   lässt  und   a  immer  relativ   prim 

zu  m  annimmt/4 

Aus  den  Grössen  f($,  a)  setzen  sich  nun ,  wie  man  auf  den  ersten 

Blick  sieht,  die  D i rieh le fachen  Functionen  ^  ( - j .  —  zusammen.   Wir 

wollen  jetzt  sehen,  was  für  letztere  Functionen  aus  dem  Satze  über  die 
Grössen  f(l  —  sya)  folgt.  Dabei  setzen  wir  voraus,  dass  die  positive  oder 
negative  ganze  Zahl  D  ausser  1  keine  weitere  Quadratzahl  als  Factor 
enthält.  (Vgl.  oben  8.  89.)  Unter  dieser  Voraussetzung  sind  vier  Fälle 
möglieh: 

I)  Z>«=  +  P==1(W.4), 

11)  Z>=  +  />=3(»iorf.4), 
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III)  D=±2P=2(mod.8)> 

IV)  Z>= +2/>=6(roorf.8), 

wobei  P,  resp.  2P  den  absoluten  Werth  von  D  bezeichnet. 

Wir  müssen  diese  Fälle  einzeln  behandeln.     Im  Falle  I,  wollen  wir 
die  Function  .  i  ^r\{D\    \ 

1       y(»)  I 

\p)* 

betrachten,    wo    n    alle    positiven    relativen    Primzahlen    su    P  durch- 
laufe n  mns8. 

Da  nun  \lp)—\-p)i  wenn  n^  =  nt' (mod.  P)t  so  ist 

wo  k  alle  Zahlen  durchlaufen  muss,   die  positiv,   zu  P  relativ  prim  und 
kleiner  als  P  sind. 

Schreiben  wir   in   der  letzten   Gleichung   1  —  s  statt  s  und  machen 
dann  von  den  Formeln  für  die  f(l  —  s,a)  Gebrauch,  so  kommt 

^-^)=?-(t)"'|v"""''^Ö)-(t*-t) 

-?-(vr-i*.m.pT-.5ö)-c-7-") 

Nun   ist 

=  (p).*  '}/?*>  w<>  die  Quadratwurzel  positiv  zu  nehmen  ist,  und 

(b)=0  zu  setzen  ist,  wenn  r  nicht  relativ  prim  zu  P  ist. 
Für  />  =  1  (mod.4),  d.  h.  für  ein  positives  0,  ist  daher 

26)-y)-(jM 


*Lejeune-Dirichlet,  Zahlentheorie,  herausgegeben  vonDedekind,  S. 299 
der  2.  Auflage. 
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dagegen  für  P=3(mod.4)y  d.h.  für  ein  negatives  />,  ist 

2(J)--m-(J)-^- 

Tragen  wir  diese  Werthe  in  den  Ausdruck  für  F(\—$}D)  ein,  so 
kommt: 

für  ein  positives  D 

'u-^-s-Gfr.^/ta'w.tö-^-T 

für  ein  negatives  D 

In  den  Fällen  II),  III)  und  IV)  befrachten  wir  die  Functionen 
F(st  D)  =  ^  f—  J  .  — ,  wo  n  alle  positiven  relativen  Primzahlen  zu  2  D 
durchlaufen  soll. 

Im  Falle  II),  also  D=  ±P  =  3  (mod. 4),  ist  aber  (^)  =  (-l)*<»-i>.  f^Y 

Hieraus    folgt   (  -  )  =  (  —  V  wenn  n  =  wt  (wod.  4  />),  und  also 

«•(«,  J>)  =  ^'(-l)*<i-» .  (j) .  fl*,i|4J»), 

wo  A  alle  positiven  Zahlen  relativ  prim  zu  4  P  und  kleiner  als  4  P  durch- 
laufen mus8.  Unter  Benutzung  der  Formel  für/Xl  —  $,  «)  (S.  93)  finden 
wir  nun: 

^-'•B'="-a-?)"'J^^"'^-)-...(-i).™>(2-^-¥> 

Hier  ist 

+,,-.2v.)^".©.*(^) 

auszuwerthen.  Betrachten  wir  nun  die  Summe  S=>  (-l)1^-1).!  -  J  .  e  4/*  i 

so  behält  dieselbe  denselben  Werth,  wenn  iL  statt  der  angegebenen  Zahlen 
irgend  ein  anderes,  vollständiges,  relativ  primes  Restsystem  (mod.  4  P) 
durchläuft«     Es  ist  daher 
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2  Irin 


.      U  +  Pt 
rix  .  — 7- 


0         « 

wenn  wir  o  alle  Zahlen   kleiner  als  P  und   relativ  prim  zu  P  und  (un- 
abhängig von  a)  t  die  Wert  he  1  und  3  durchlaufen  lassen.    Es  wird  somit 

==(_,)H(P-l).,T#(1_(_1)r)<Q.^(P-l,.<^7t 

also  5=0,  wenn  r  nicht  relativ  prim  zu  2 iP  ist;  für  die  übrigen 

Werthe  von  r  5=  2  .  (-  1)*0— f>.  (t,).«/^  wenn  />=  l.(mod.4), 

S=2.(-l)*i'-i).(j^.j/7y  wenn  />=3  (motf.4)/ 

Also  kommt: 

r,    /«    m  .  v  (21/77.  ro5^,  für  Z»0, 

oder  schliesslich: 

F(l-*,/>)  =  ^.(^y"f.^4P.«>i  y'.Jfcfl),  für/XO.  - 

Den    dritten    Fall    bildete    die    Annahme    D  =  +  2  />  =  2  (motf.  8). 
Hier  ist 


also 


wo  A  alle  positiven  Zahlen  kleiner  als  8  P  und  relativ  prim  zu  8  P  durch- 
laufen muss.     Nun  wird 

W-.,.)=L..(|f)-.2A„„.^<->,—.(i).^(^-¥). 

und  es  ist 


MtMhrlfl  f.  Mathematik  n.  Physik  XXVII,  2. 
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wo  o  alle  Zahlen  <  P  und  relativ  prim  zu  P>  und,  unabhängig  davon,  x 
die  Werthe  1,  3,  5,  7  zu  durchlaufen  hat.  Es  ergiebt  sich  nach  einigen 
leichten  Reductionen 


Irin 

8  =  e   «   . 


[i-(-iy].[i-r].(j).i%(^-D*.^, 


und    folglich    ^  =  0,    wenn   r  nicht  relativ  prim   zu   2  P  ist;    für    alle 
übrigen  Werthe  von  r: 

S'  =   -l.t-l)^-1).^).^  Wenn  P=\[modA) 

und  4  /r\       

5'  =  !^- .(-l)%C-i).f-j.j//'f  wenn  />  ZI  3  (motf.  4). 

Daher  ist 

F(l-*,  Z>)  =  *± .  (|£)1~\  j/8/>.  cos*-%.  F(m9  D)  für  Z»0 

und  Ts   /2«\1-»      , ä« 

/r(l_*,/))  =  if.(JJj       ./ 8 />.  «Vi  y. /*(«,/))  für  ß<0.  — 

Endlich  haben  vir  im  letzten  Falle  Z>=  +  2/>=*6  (morf.8),  nnd  also 
(£)-(_l)1.*-i,+tt<*-i>.(j). 
Es  ist  folglich 

wo  A  alle  positiven  relativen  Primzahlen   zu  8  P  durchlaufen   mu88 ,   die   . 
kleiner  als  SP  sind. 

Man  findet  nun  weiter 

i'(l-«,l>)-^.(|5),",.^/'(*,r).V(_l)Htt-0+^P-l» 

«=1,8,5,7  • 

=/"^.  (-i)%(^».  [i-(-ir] .  [i + *■] .  (£) .  iw-vyr. 

Also  £"=0,  wenn  r  nicht  relativ  prim  zu  2P.     Dagegen   ist,   wie  man 
leicht  findet,  für  alle  übrigen  Werthe  von  r: 
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Ä"=(-l)%(r-0+%»f-i> .(£)    *  tj//>     wenn  />=1  (mod.4), 
^«(-l)%Cr-i)+%Ci--i).^    *    .^/pt     wenn   P=3  (mod.4). 


Demnach  ist 
und 


F{i-,,V)  =  ^.(^?)}".y8P.cos8-£.F(*,D)   für  />>0 


/•(l-S,/))  =  ^.(|jy    '.}/SP.sin*-g.F(,,D)    fürZ><0. 
Hiermit  ist  der  Satz.  IV  S.  88   vollkommen  erwiesen:   Für  positives 

-(v)    W)— 

für  negatives  D  dagegen 

F(i-,,/))=  J.(Jf-),-'.^.^!|.Jp(,,/)) 

w 


-(-)  -j^-™ 


wobei  x  =  l,  wenn  />=1  (mod.4), 

und  x  =  4  in  allen  übrigen  Fällen. 

In  Betreff  des  analytischen  Charakters  der  Functionen  F(sy  D)  folgt 
aus  den  Gleichungen 

*('.  D)  =  2(j)  ■  A«.  ^I^)     «r  />  =  1  (mod.4) 

(1  positv,  <  />  und  relativ  prim  zu  P) , 

(A  positiv,  <4P  und  relativ  prim  zu  4P), 

^^)=2(i)'/f(,»jii8/))  ftir  i>s2i6  (mo</-8) 

(A.  positiv,  <8P  und  relativ  prim  zu  SP), 
and  ans  den  oben  bewiesenen  Eigenschaften  der  Functionen  /"(*,  <*|m), 
dasa  die  -F(*,  Z>)  sämmtlich  eindeutige  und,  ausgenommen  den  Fall  />  =  1, 
im  Endlichen  überall  endliche  Functionen  von  *  sind.  Denn  für  den 
einzigen  Werth  *  =  1,  für  welchen  die  Endlichkeit  in  Frage  kommen 
kann,  ist 


7* 
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h»[(i-1).f(.,  j)]-i.27(i),  «*•  -£p2(t)> 

also  in  allen  Fällen  gleich  Null,  woraus  die  Endlichkeit  von  F(s,  />)  auch 
für  ä  =  1   folgt. 

Wir  wollen  nun  schliesslich  noch  einige  naheliegende  Folgerungen 
aus  den  gewonnenen  Resultaten  ziehen.  —  Da  F($,  /)),  D^\,  überall 
endlich  ist,  so  sind  für  positives,  resp.  negatives  D  die  Unendlichkeits- 
stellen von  r($)  .cos-^-,  resp.  r(s)  .  sin  -^  Nullstellen  der  Function 
F(s,  D).     D.h.: 

,,.F(s,Z))  verschwindet,  wenn  /?>0  und  von  1  verschieden 
ist,  für  s  =  0  und  alle  negativen  geraden  ganzzahligen  Werthe 
von  5,  und  wenn/><0,  für  alle  negativen  ungeraden  Zahlen/' 

Dieser  Satz  lässt  sich  übrigens  auch  leicht  direct  beweisen.  Es  möge 
genügen,  dieses  für  den  Fall  /)  =  —  A'  =  l  (mod.  4)  auszuführen. 

Aus  der  Formel 

fi-  <>,  l\m)  =  (- 1)«.  9l  [^^L  («ebe  8.  92) 
folgt  nämlich 


*(-**)  =  (-!)«.?! 


r^G)-^-"-i 


es  handelt  sich  also  darum,  nachzuweisen,  dass  die  ungeraden  Potenzen 
von  x  in  der  Entwickelung  von 

•W- 7f=ZTi 

fehlen  oder,  was  offenbar  auf  dasselbe  hinauskommt,  dass  Q(—x)=Q(x)  ist. 

p 

Bezeichnen   wir  aber  diejenigen  Zahlen  l,   die  kleiner  als  ~-  sind, 

mit  k\  so  setzen   sich   die  Werthe  X  aus  den  Zahlen  l'  und  P—  l'  zu- 
sammen.    Also  ist 


*(*)■ 


=2©l 


^1        I 


**>*- 


und 

Es  ist  aber  offenbar 


*<-«>=2©l^5^- 
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e^-1        ~      *-**-l      ' 
also  folgt 

&(x)  =  <|)(—  #),    w.  z.  b.  w. 

Die  bislang  ausgeschlossene  Function  F(s}  1)  verschwindet,  wie  man 
leicht  sieht,  für  alle  negativen  ganzzahligen  geraden  Werthe  von  st  ein 
Satz,  welcher  übrigens  ans  Riemann's  citirter  Arbeit  bekannt  ist. 

Schliesslich  sei  noch  bemerkt,  dass  man  die  für  die  F(s,  D)  gefunde- 
nen Relationen  auch  so  aussprechen  kann: 

Für  positives  D  ändert  die  Function 


«*«■*&(*)■ 


ihren  Werth  nicht,   wenn  1—5  an  Stelle  von   s  gesetzt  wird. 
Dieselbe   Eigenschaft   besitzt   für  negatives  D   die  Function 


Hildesheim,  den   10.  October  1881. 


V. 

Untersuchungen  über  die  fünften  Potenzreste  und  die 
aus  fünften  Einheitswurzeln  gebildeten  ganzen  Zahlen. 

Von 

K.    SCHWERING 

in  Coesfeld. 


§1. 

Sei  a  eine  complexe  fünfte  Wurzel  der  Einheit,  also 

.     1)  «5=li 

so  behaupte  ich:  jede  reelle  Primzahl  von  der  Form  p  =  10n  +  l  ist  in 
vier  complexe  Factoren  *(«),  «(er2),  »(<*8),  *(a4),  wo 

2)  n(a)  =  a  +  ba  +  cc?  +  da*  +  eal 
und  a,  6,  c,  d,  e  ganze  reelle  Zahlen  sind,  zerlegbar. 

Weil 

3)  **  +  as+«1+a  +  l  =  0, 

so  kann  immer  bewirkt  werden,  dass  einer  der  Coefficienten  in  2)  ver- 
schwindet und  alle  übrigen  positiv  sind.  Wir  haben  uns  also,  wenn 
wir  von  einem  Multiplicator  al  absehen,  nur  mit  dem  Ausdrucke 

4)  *(a)  =  a  +  ba  +  ca*  +  da* 

au  beschäftigen,  wo  a,  6,  c,  rf  positive  oder  negative  ganze  Zahlen,  die 
Null  eingeschlossen,  sein  dürfen,  und 

a  +  b  +  c  +  d^f 

sein  soll  ohne  Bücksicht  auf  die  Vorzeichen.  Ueber  f  soll  nach* 
stehend  verfügt  werden. 

Lassen   wir   für  a,  6,  r,  d  nur  positive  Zahlen,  welche  der  vorigen 

Ungleichung  genügen,  zu,  so  ergiebt  sich,  dass  wir  alsdann 

(f-Df-(f+l)(J+2)        , 
24 ~» 

verschiedene  complexe  ganze  Zahlen  bilden  können,  wie  eine  einfache 
Ueberlegung  zeigt. 

Nehmen  wir  nun  f^^E^p),  unter  E{]/p)  die  grösste  ganze,   in 
]/p  enthaltene  Zahl  verstehend,  so  wird  g'>p  werden,  sobald 
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W-l)(f+lW+*)>MV+W 
wird.     Dies  hat  zur  Folge 

Jene  Ungleichung  wird  also  bestehen,  sobald  /">10  oder  p>401. 

Denken  wir  ans   nnn   alle  complexen  Zahlen   der  obigen  Art  auf- 

geschrieben  und  a  durch  g  6  ersetzt,  wo  g  eine  primitive  Wurzel  modp 
ist,  so  erhalten  wir  mindestens  zwei  Zahlen ,  welche  modp  congruent  sind. 
Man  beweist  dies  leicht  durch  Anwendung  des  Satzes,  dass  eine  Con- 
gruens  dritten  Grades  nicht  mehr,  als  drei  Wurzeln  haben  kann,  mit 
Rücksichtnahme  ferner  auf  den  Umstand,  dass  wir  vier  verschiedene  Ein- 
setzungen für  a,  nämlich 

9  6  >    9    b  ,    9     6   ,    9    5 
machen  können. 

Bilden   wir  die  Differenz  der  so  erhaltenen  zwei  complexen  Zahlen» 

so  entsteht  eine  neue: 

a  +  ba  +  ca%  +  dcPt 

von  der  wir  behaupten  können,  dass  sie  für  <*=*£  5  durch  p  t  heil  bar 
ist  und  dass  die  Summe  der  Coefficienten  dem  absoluten  Betrage  nach 
kleiner,  als  j/p  ist.     Daher  wird  sein 

JV(o  +  b  a  +  ca*  +  da8)  <£pK 

Diese  Norm  enthält  aber  sicher  den  Theiler  p  (s.  Bachmann,  Kreis- 
leitung, S.  250).  Folglich  kann  sie  ausser  p  nur  kleinere  Primzahlen 
enthalten  und  unser  Satz  ist  bewiesen,  sobald  es  gelingt,  die  Zerlegung 
der  reellen  Primzahlen  bis  401  in  ihre  complexen  Factoren  wirklich  aus- 
zuführen. 

Das  Resultat  dieser  Rechnung  enthält  die  beigefügte  Tabelle,  wozu 
bemerkt  werden  mag,  dass  es  praktisch  nie  vorkommt,  was  der  obige 
Beweis  verlangt,  nämlich  die  Ausscheidung  kleinerer  Primzahlen.  Die 
echten  Primfactoren  finden  sich  immer  mit  Leichtigkeit  direct. 


p=   5, 

*(«) 

=  1-a, 

p  =  191, 

»(a)  =  «  +  a»-«»-3, 

11, 

2+«, 

211, 

2-3o*. 

31, 

2-«, 

241, 

_„  +  a»+4, 

41, 

a»-«»-2, 

251, 

2a4+o  +  5, 

61, 

3+«, 

271, 

«  +  3tt4-3, 

71, 

o8— o-3, 

281, 

a— «*— 4, 

101, 

a»-«*-3, 

311, 

a_«3_2«*-4, 

131, 

«S-«»-^ 

331, 

2««-Ä*-4, 

151, 

3«*+2-a», 

401, 

4a*+3«*-l. 

181, 

4«+3, 
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§2.  ■ 
Die  Kummer'sche  fformalform. 

Wie  wir  im  vorigen  Paragraphen  gesehen  haben,  kann  n(a)  immer 
in  die  Form  gesetzt  werden 

5)  a{a)=*aa  +  ba2+cv>  +  dd* 

Dies  ist  eine  nothwendige  Form,  weil  die  Gleichung  vierten  Grades 
3)  irredncibel  ist. 

Um  die  Norm  unserer  Primzahl  herzustellen,  habe  ich  als  einfach- 
sten Ausdruck  den  folgenden  erhalten.     Man  bilde  das  Product 

Dann  findet  man 

P=a*  +  b*  +  <fi  +  ffl  +  bbcd(bd-<*)+5cda(cd--a*) 

6)  +  5abd(ab-cP)  +  babc(ac-b*). 
Führt  man  nun  die  folgenden  Beziehungen  ein: 

7)  fi  =  a  +  a\     i/=o8+«8,     p  =  a-l, 

so  erhält   man   für  g  und  17  die  nachstehenden   irreductiblen  Gleich- 
ungen : 

8)  V%+V  =  h 

9)  gA  +  bQ*  +  1<V  +  10?  +  5  =  0. 

Daher  nimmt  jede  Function  g(ct)  in  einer  nothwendigen  Form  die  Ge- 
stalt an 

9(«)  =  <*o  +  aiQ  +  «iQ*  +  «s  Q*- 
Man  wird  als  Norm  von  «(<*)  in  der  Form 

10)  n(a)  =A+Bq  +  Cq*+D9* 
die  folgende  erhalten: 

N^At-bAtB  +  bAtC-bAtD  +  10  A*B*  +  10  A»C* 

+  2bjflD*-20A*BC+20A*BD  -25  A*CD-  10  AB* 
+  125^ZP  + 40 i4fl*C- 25^**0- 25^  *C*  +  50^(?i> 
+  lbOACD*  +  2hABCD  +  bfr-2hB*C+2bB*D 
+  25  Ä*C*-  2SB*CD  -  50 BC*  +  150 BDC* -  125  BCD* 

11)  +25C*-l25<?Z>  +  250C8Z>*-250C/)8+125Z>*. 

Durch  die  Untersuchungen  Kummer 's,  welcher  der  Entdecker  der 
allgemeinen  Reciprocitätsgesetze  ist,  hat  nun  die  Darstellung  von  n{a) 
in  der  Form  10)  eine  so  hervorragende  Bedeutung  gewonnen,  dass  wir 
uns  mit  derselben  eingehend  zu  beschäftigen  haben. 

Unter  einer  complexen  Einheit  verstehen  wir  diejenige  complexe 
Zahl,  deren  Norm  Eins  ist.     Als  solche  erscheinen  in  unserer  Theorie 

ak  und   qk. 
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Um  alle  solche  compleze  Einheiten  zu  finden,  nennen. wir  eine  derselben 
E(a)  und  bilden 

wo  a  and  b  ganze  reelle  Zahlen  sind.     Dann  mnss  sein 

(a  +  6i?)(a  +  6i//)  =  l    oder    «a-a6-62=l. 
Man  hat  also  die  nicht  äquivalenten  Darstellungen  der  Einheit  durch  die 
quadratische  Form  a2—  ab  —  b2  anfzasncheu. 

Die  Theorie  der  quadratischen  Formen  zeigt  nun,  dass  man  alle 
diese  Darstellungen  erhält,  wenn  man  die  positiven  und  negativen  ganz- 
zahligen Potenzen  von  17  bildet. 

|      Man  findet  17  = 7  und 


,)*=  1  -  v. 

n  =  - 1  —  v, 

i,s  =  2,-  1, 

n'%=    2+,, 

V=  2  -3,, 

^  =  -3-2^, 

ijs  =  5ij—  3, 

n'*=    5  +  3,, 

i/>=  5    -8,7, 

V»--8-5fl, 

12) 
Demnach   sind   zwei  Primfactoren   n(a)   und    *'(«),   welche  zu  derselben 

Congruenz wurzel  g  5  gehören,  entweder  identisch  oder  nur  durch 
Multiplicatoren  von  der  Form 

verschieden.  Andererseits  sehen  wir  hierin  ein  Mittel,  die  Primfactoren 
n(a)  derartig  umzuformen,  dass  sie  eine  gewisse  Form  annehmen,  welche 
ftir  den  Ausspruch  der  Reciprocitätsgesetze  unerlässlich  ist.  Diese  Form 
verdankt  man  dem  Scharfblicke  Kummer' 8,  und  mag  sie  daher  die 
Kummer'sche  Form  heissen. 
Man  hat  zunächst 

«  =  *  +  l. 

Sei  nun 

so  kann  «  nicht  durch  5  theilbar  sein,  weil  q  ein  Theiler  von  5  ist, 
also  **(<*)  ebenfalls  den  Theiler  q  haben  würde.  Multipliciren  wir  nun 
*(«)  mit  den  verschiedenen  Potenzen  von  er  und  bilden  die  Beste  modb, 
so  durchläuft  der  Coefficient  von  9  ein  vollständiges  Restsystem,  muss 
also  einmal  durch  5  theilbar  werden.  So  kann  man  also  zunächst  immer 
bewirkeny  dass  wird 

n (a)  =  ak  n\a)  =  a  +  bbQ  +  CQ*  +  dg*. 
Nun  bilden  wir  die  verschiedenen  Potenzen  von  17  und  finden 
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•»>  £!  J£  >  -* 

^=l  +  2p8 

Daraas  ergiebt  sich  mit  Leichtigkeit,  dass  auch  c  durch  5  theilbar  wer- 
den kann,  und  damit  die  Kummer'sche  Normalform 

14)  9(0)  =  vl «*  <p(a)  =  A+  5  Bq  +  5  <V  +  0  p8. 

Zahlenbeispiele. 
p  =  Jl,    9(c)=    2+  5p  +  5p8  +2p8  =      «-«*  +2os, 

31,  -1  +  p8  =  -2  +  3«-3a8  +  «*, 

41,  6  +  10p  +  5p8  +  p8  =  3«+2«*+  «8, 

61,  -4-  5p  -  5p2  -  p8  =  -3+2« -2«8-  «8, 

71,  13  +  20p+15p8  +  4p8=      4  +  2«  +  3a8+4a8, 

101,  ~3-10p-10pi-3p8=  o-  «*  -3«8. 

Selbstverständlich  bleibt  die  K.'sche  Form  erhalten,  wenn  man  *(<*) 

mit.  r\b  multiplicirt.     So  ergiebt  sich  z.  B. 

fttrp«=101:    w(a)  =  20  +  7«  +  8a8  +  19a3 
=  44  +  80p  +  65p8+l9p3. 

§3. 
Die  Perioden.    Charakter  von  2,  3,  5,  17. 

Sei  x  eine  pte  Wurzel  (imaginär)  der  Einheit,  g  eine  zum  Modulus 
p  gehörige  Einheitswurzel,  so  bilden  wir  nachstehend  die  ffinf  Perioden 
1,0=  x  +**•  +  **"+...  +  **'- 

nx  =  X9  +  X?  +  X*"  +  .  .  .  +  X*' 

15)  {  tii  =  xf+a?1  +  x*n+...  +  x9'~ 
ri9  =  xf+x?  +  x^a+  . . .  +  x*~\ 
^^a^+a^'  +  ^+^  +  x^"1. 

Ferner  bilden  wir  die  bekannte  Function 

16)  F(xt  «)  =  ij0  +  «17,  +  «*%  +  «8ifc  +  «4ij4. 
Bücksichtlich   derselben  verweisen  wir  auf  die  Lehrbücher,  insbesondere 
Bachmann,  Ereistheilung,  8.  Vorlesung. 

Die  Perioden  %,  . ..,  tjA  haben  die  merkwürdige  Eigenschaft  (Bach* 
mann,  S.  48),  dass  jede  ganze  Function  derselben  sich  linear  durch  die 
fünf  Perioden  ausdrücken  lässt.  Dabei  findet  man  sich  veranlasst,  ins- 
besondere die  Gongruenzen 

17)  1  +  0«*+*  =  f+*  modp 

in  Betracht  zu  ziehen.  Ar  und  l  bedeuten  darin  gegebene  Werthe  aus 
der  Reihe  0,  1,  2,  3,  4,  und  v,  v  sind  so  ganzzahlig  zu  bestimmen, 
dass  17)  stattfindet.  Die  Anzahl  der  Auflösungen  dieser  Congruenz, 
welche  auch  Null  sein  kann,  bezeichnen  wir  mit 


p-6 


P-4 
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(*,  *)• 
Dann  beweist  man  leicht 

18)  *  (M)-IM)  -(-*,!-*) 

(—1  äquivalent  mit  4,-2  mit  3  u.  s.  w.) 

Hierana  ergiebt  sich  das  folgende  Schema: 
(0,0) 

(0,1)  =  (1.0)  =  (4, 4),    (1,2)  =  (2,1)  =  (4,1)  =  (1,4)  =  (3,  4)  =  (4,  3), 
(0,2)  =  (2,0)  =  (3, 3),    (1,3)  =  (3,1)  =  (4,2)  =  (2,4)  =  (2,3)  =  (3,2), 
(0,3)  =  (3,0)  =  (2,  2), 
19)  (0,4)  =  (4,0)  =  (1,1). 

Mithin  bleiben  von  den  anfangs  vorhandenen  25  Grössen  (Arf  iL)  nur  7 
übrig,  die  vorläufig  von  einander  unabhängig  sind.  Schreibt  man  die 
Zahlen  modp  tabellarisch  in  der  von  Gauss  bei  den  biquadratischen 
Regten  befolgten  Weise  in  fünf  Classen  auf,  so  lassen  sich  die  sieben 
Grössen  leicht  abzählen.     Als  Beispiel  wählen  wir  p  =  41,  0  =  11. 


A. 

B. 

O. 

D. 

K 

11 

39 

19 

4 

3 

33 

35 

16 

12 

9 

17 

23 

7 

36 

27 

10 

28 

21 

26 

40 

30 

2 

22 

37 

38 

8 

6 

25 

29 

32 

24 

18 

34 

5 

14 

31 

13 

20 

15 

1. 

Die  Spalte  A  enthält  die  Zahlen  vom  Index  5v  +  l,  B  vom  Index  bv  +  2 
u.  s.  w.,  E  die  Reste.  Es  ist  (0,0)  =  0,  (0,1)  =  2,  nämlich  bei  9,  10 
und  32,  33,  ebenso  (1,0)  =  2  bei  8,  9  und  .31,  32,  endlich  (4,  4)  =  2 
bei  4,  5  und  36,  37. 

Es  ist 
(0,0)  =  0,    (0,1)  =  2,    (0,2)  =  3,     (0,3)  =  0,    (0,4)  =  2, 
(1,2)  =  1,     (1,3)  -2. 
Man  findet  diese  Zahlen  praktisch,  indem  man  neben  die  Spalten  A  und 
E  die  um  1  vergrösserten  Zahlen  schreibt,  also  12  neben  11,  34  neben 
33,  18   neben  17  u.  s.  w.,  und  dann  die  Indices  dieser  Zahlen  12,  34, 
18,  ...  sucht,  welche  ebenfalls  nebengeschrieben  eine  dritte  Spalte  bilden. 

Nun  findet  man 

l     V  =  ^  +  (0,0)%  +  (0,l)i?1  +  (0,2)i?,  +  (0,3)i?3  +  (014)i?4, 

1  %%=   .  (0,2)%  +  (l^  +  fO,  3h,  +  (1,8)*  +  (l,3)i4. 

Daraus  sieht  man  die  Gleichungen 
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21) 


(0,0)  + (0,1)  + (0,2)+   (0,3)    +    (0,4) 
(0,1) +  (0,4) +  2. (1,2)+    (1,3) 


(0,2)  +  (0,3)+    (1,2)   +2.(1,3)  = 


P-1 
5 

"     5 


-1, 


Von   den   sieben  Coefficienten    (Ar,  l)   bleiben   also    nur  vier  unbestimmt. 
Diese  werden  in  folgender  Weise  gewonnen. 
Man  beweist  die  Gleichung 

F(x>a).F(x,ak) 


22) 
wenn 

23) 


-  =  ♦•(«)■ 


tyh 


(«)==     X7    a*.ind*-{A-\  l)*nrf(»  +  l)# 


Fasst  man  nur  die  zweite  Gleichung  ins  Auge,  so  scheint  eine  ganze 
Reihe  verschiedener  ^  durch  dieselbe  eingeführt  zu  sein.  Suchen  wir 
dieselben  näher  kennen  zu  lernen. 

Wir  wollen  für  einen  Augenblick  setzen 

y(ß,  y)  =  V[  rf-*^+r-*i^+«)  =  t^,y(«). 

Wenn  nun  v  und  v+1  beide  der  Classe  A  angehören,  so  tritt  in  ^>(ß,  y) 
die  Einheit  auf.  Dies  wird  also  zunächst  (0,0) -mal  der  Fall  sein.  Um 
eine  klare  Einsicht  in  das  Weitere  zu  gewinnen,  wollen  wir  einen  spe- 
ciellen  Fall  durchführen. 

*(1,  2)  =  V  a'n'/*+2»»rf<*+1>  =  tpi,2(a). 


Sei 


-f 


d  =  k  +  2l  roorfö, 
so  ergiebt  sich  die  folgende  Tabelle: 

1.  2.  3.  4.  5. 

Ar,    X,    ä;    Ar,    A,    ö;    Ar,    A,    d;    Ar,    A,    5;     Ar,    X,    & 


0     0     0 

1     0     1 

2    0    2 

3    0    3 

4    0    4 

0     1     2 

1     1     3 

2     1     4 

3     1     0 

4     11 

0    2    4 

12    0 

2    2     1 

3    2    2 

4    2    3 

0    3     1 

1     3    2 

2    3     3 

3    3    4 

4    3    0 

0    4    3 

14    4 

2    4    0 

3    4     1 

4    4    2 

Mithin   tritt   die  Einheit  (0,0) +  (1,2) +  (2,  4)  + (3, 1) +  (4,  3) -mal  auf 
u.  s.  w. 

Setzen  wir  also 
24)  *,,2(«)  =  A0  +  A1a  +  Aia*  +  ^«»  +  A,a\ 

so  ergiebt  sich 
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-<u=  (0,0) +  (1,2) +  (2,  4) +  (3,1) +  (4,  3)  =  (0,0) +[2.  (1,2)  +2.(1,3), 
At  =  (0, 3)  +  (1,  0)  +  (2,  2)  +  (3,  4)  +  (4, 1)  =  (0,  1 )  +  2.(0,  3)  +  2.(1,  2), 
4  =  (0,l)  +  (l,3)  +  (2,0)  +  (3,2)  +  (4,4)=(0,2)  +  2.(0,l)  +  2.(l,3), 
4  =  (0,4)  +  (l,  1)  + (2,  3) +  (3,0) +  (4,  2)  =  (0,3) +  2.(0,  4) +  2. (1,3), 
^  =  (0,2)  + (1,4)  + (2,1) +  (3,  3)  + (4,0)  =  (0,4) +  2.(0,  2)  + 2.(1,  2). 
Mit  der  Function  ty]7?  (er)  sind  nun  aber  drei  weitere  Functionen 
erledigt.     Denn  es  ist 

*1,2(a*)  =  ^2,4(o)t       *h,2(«S)  =  t3,l(«),       ^l,2(«4)=^4,s(«). 

Um  die  übrigen  auf  unsere  Function  zurückzuführen,  hat  man  zunächst 
(Bachmann,  S.  86) 

25)  */»,y(«)  =  *-Q*+y),y(«)- 
Ferner 

26)  ^yO*)  —  ^,^«)- 

Die  letztere  Gleichung  folgt  am  einfachsten  durch  Aufstellung  der  Werthe 
för  t/;  in   F  und  Division,  unter  Beachtung,  dass 

27)  F(#,  «r) .  F(x,  *-r)  =/>. 
Demnach  ist 

28)  ^,,t(o)  =  ^2|i(«)  =  ^2,2(«). 

Hiermit  sind  alle  Functionen  ity?,y  auf  eine  einzige  zurückgeführt.  Denn 
aus  den  drei  Stammfunctionen  28)  ergeben  sich  zwölf  durch  Vertauschung 
ron  a  mit  a2,  <x8,  a\     Und  die  vier  noch  denkbaren: 

*l,4i     *4,1,     *2,3,     *3,2 

reduciren  sich  mit  Hilfe  von  21)  auf  die  negative  Einheit. 
Nehmen  wir  nun  an 

29)  F»(*,«)==iK«).  *(*,«*), 

so  können  wir  alle  zwölf  ify,y  auf  diese  eine  Function  zurückfükren. 

*i,3  («)  =  *s,i  («)  =  *if  i  («)  =*(«)• 
*2,1  («)  =  *i,*(«)  =*2,2(«)  =  ♦(«*), 
*m(«)  =  *m(«)  =  *3,»(«)  =  ^C«8), 

30)  *4,2(«)  =  ^2,4(«)  =  ^4,4(«)  =  *(«*). 

Setzen  wir  fest 

31)  tK«)  =  2?0+#1a+tf,«*+*3tt3+*4«4> 
so  finden  wir 

4>  =  (0,0)  +  2.(1, 2)  +  2.(1,  3), 
i?1  =  (0,2)  +  2.(0,l)  +  2.(l,3), 
*8  =  (0,4)  +  2.(0,2)  +  2.(l,2), 
2>,  =  (0,l)  +  2.(0,3)  +  2.(l,2), 
^4  =  (0,3)  +  2.(0,4)  +  2.(l,3). 
Ersetzt  man  in  if>(a) 

a  durch  g     *   ,     A  =  1,2,3,  4, 
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so  wird  iff  \g  5  /  und  ^\J72,  6  /,  nicht  aber  die  beiden  andern  durch  p 
theilbar.     Also  enthalt  y(a)  die  beiden  Prim facto ren 

w(«)  und  »(er8). 
Da  man  hat  (Bach mann,  S.  123) 

32)'  *(«).1'(«4)  =  P, 

so  können  wir  setzen 

^(a)=JE(a)  *(«).«(<*»), 

wo  E(a)  eine  complexe  Einheit  bedeutet.  Diese  kann  nun  wegen  32) 
keine  Potenz  von  rj  sein,  weil  dann  E(ct)  =  E{a4)  sein  würde.  Ferner 
kann  man  beweisen,  dass  t/>(«)  immer  die  Kummer' sehe  Normal  form 
besitzt«  Da  nun  ausser  rj  noch  die  Potenzen  von  a  als  Einheitsfactoren 
auftreten  könnten,  dieselben  aber  die  Kummer' sehe  Normalform  nicht 
haben,  so  würde,  wenn  wir  n(a)  und  n(cfi)  in  Kummer' scher  Form 
angenommen  haben,  die  obige  Gleichung  unmöglich  werden.     Daher 

33)  ^(«)  =  »(«).*(«*). 

Diese  Gleichung  darf  schon  dann  behauptet  werden,  wenn  »(«)  und  »(o8) 
in  der  Form  auftreten ,  dass  in  denselben  nur  der  Coefäcient  von  p,  nicht 
aber  auch  der  von  q*  durch  5  theilbar  ist. 

Nunmehr  finden   wir  für  unsere  sieben  Coefficienten   die  folgenden 
Werthe  (vergl.  d.  Abb.  von  Kummer,  Grelle  44,  S.  93): 

P  +  4 
5 


5.(0,0)  =  -2.qp+3tf0, 


10. {1,2)  =Z±?+B0-Bl+B%+Bs-B4J 
10.{l,Z)=P-±*  +  B0  +  Bl-B,-BH+B„ 

5.(0,l)  =  -2.^+2/?1+/?8,     5.(0,2)  =  -2.^+2^8+/?1, 
34)  *  * 

5.(0,3)«-2.^+2*8+*4,     5.(0,  4)  =  -2.^  +  2^+**. 

Selbstverständlich  ist,  nachdem  33)  den  Werth  von  ty  (a)  geliefert 
hat,  demselben  diejenige  Form  zu  ertheilen,  dass  alle  Coefficienten 
positiv  und  ihre  Summe  p—  2  wird,  was  immer  und  nur  auf  eine  Art 
möglich  ist. 

Zahlenbeispiel:  p  =  41. 
Für  0=11  finden  wir 

«=16,     «8==10,     o8  =  37,     «*=18     modn(a), 

daher  tt(«)  =  «  +  3«*+2«4,     *(a»)  =  «»  +  3a  +  2a8. 

Die  Multiplication  ergiebt 

«(a).Ä(«8)  =  9+4«+5a8+ll«8+7a*. 
Die  Summe  der  Coefficienten  ist  36.     Bilden  wir  nun 
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15(l+«  +  «H-«r,+  **)--*(«)-*(«8)i 
so  erhalten  wir 

if/(a)  =  -*(«).  *(«»),     ^(«)  =  6  +  n«+10a2  +  4as  +  8a4. 

Hätten  wir  vorher  it(ct)  die  K.'sche  Form 

rc>)  =  ^.tf(*)  =  15  +  12a-4«*  +  25a3-6a4 

ertheilt,  so  würden  wir  direct,  weil  t?5.^'ß=— 1   ißt,  erhalten  haben 

7r'(a).*'(«3)  =  *(«)• 
Da  diese  Form  immer  vorher  ertheilt  werden  kann ,  so  haben  wir  nicht 
oöthig  gehabt,  in  33)  eine  Ausnahme  anzumerken.     Will  man  aber,  da 
die  Rechnung  durch  Anwendung   der   zweiten  K.'schen  Form   nicht  un- 
erheblich complicirt  wird ,    die  Ausnahme   machen ,   so   kann  man  sagen : 

Wenn 

rc(l)  =  2  oder  3     modb. 


so  ist 

Wenn  dagegen 


1>(a)  =  n(a). %(<&). 

«(l)  =  loder4     modhy 
so  ist 
33a)  Vi*)=*  —  n(a).niff). 

Da  für  p  =  41 

f?oS=6,     2^=11,     /?,  =  10,     *8=4,     tf4=8, 

80   folgt 

5.(0,0)  =  -18 +  18  =  0, 
5-(0,l)  =  -16  +  22+4  =  10, 
10.(1,2)=       9+   6-11  +  10  +  4-8=10. 
-    Ueber   die   Coefficienten   von   ip(a)  können  wir  noch   folgende  Be- 
merkungen machen: 

Sei 

2=^+2, 

dann  ist 

Vo2  =  Vli     V  =  *U+i»  •••    mod2, 
denmacb 

F2(ar,  «)  =  rix  +  a2ija+i  + . . .  =  rli. F*{x,  *)     tnod  2. 

Andererseits  ist 

il>(a).F(x,cfi)=F*(x,a). 

Daraus  sieht  man  den  Satz: 

Unter  den   Coefficienten   von   i/>(cr)  befindet  sich  immer 
ein    einziger  ungerader.     Sei  derselbe  Bx.     Dann   hat  2modp 

den  Charakter  — jr—  oder  9  —  5»  j«  nachdem  v  ungerade   oder 

gerade  ist. 

Analog  beweist  man  den  folgenden  Lehrsatz: 

Unter    den   Coefficienten  von  ty((*)    sind    immer  je   zwei 
einander    modd    congruent.      Der    fünfte    übrige    ist    keinem 
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andern   modZ   congrnent.     Sei   derselbe  B%,     Dann    bat   Zmodp 
den  Charakter  5  —  l. 

Untersuchen  wir  endlich  t/;(a)  modb. 

Da  es  die  K.'sche  Form  hat  und  if>(l)  =  4  modh%  so  wird 
^(a)  =  4  +  rf(l-«)3==4  +  r/(l+2«  +  3a2+4a3). 
Nun  kann  d  durch  5  theilbar  sein  oder  nicht.    Im  letzteren  Falle  wird  tf/(«) 
congruent  einer  der  vier  Formen 

2«  +  3a«  +  4«8,     l+4a+    «*+3a8, 
2+    a  +  4«*+2a8,     3  +  3a  +  4a8  +    a8. 
Andererseits  ist 

^(«)=^0-^+(^l-^4)«+(^-Ä4)«2+(^S-^«8. 

Daher  der  Lehrsatz: 

Entweder  ist  B0  einer  der  Zahlen  Bv  B2,  fl8,  BA  modA  con- 
grnent oder  die  letzteren  alle  einander. 

Wendet  man  die  allgemeinen  Methoden  Kummer's  auf  die  fünften 
Reste  an,  so  findet  man 

35)  ti  *   =a    5  modn(a). 

Will  man  dagegen  nnr  den  Index  von  rj  kennen  lernen,  so  kann 
man  folgenden  Satz  aussprechen: 

Wenn  die  Coefficienten  Bv  £8,  #8,  BA  alle  einander  congruent  sind, 
so  ist  ti  fünfter  Rest. 

Wenn  nur  Bx  =  B0  modby  so  ist 

36)  A.  wt  dri  =  3  modh ,     A.  in  drf=  2  modb. 

Als  Zahlenbeispiele  für  Primzahlen ,  zu  denen  17  fünfter  Rest  ist,  dienen: 
p=42l,     if/(a)=    80+    86«  +   86«8  +  96a4  +    71a», 

ij  =  110, 
p  =  521,    ^(a)  =  110  +  106«+106a8  +  86a8+lllÄ*, 
1/  =   99. 
Zar  Bestimmung  des  Charakters  der  Zahl  5  findet  man  nach  Kummer 

,,,534W-B,)  +  3(«.-V^5 
5 
Bringen  wir  nun  t^(a)  auf  die  Normalform 

37)  <l>(«)  =  C0+5ClQ  +  5CiQ*+C&9\ 

80    folgt 

38)  indh  =  Ct  modh. 

Dies  Resultat  ist  in  der  That  so  elegant  wie  nur  möglich. 

Es  ist  (vergl.  Kummer  /.  c.)  wenig  lohnend,  auf  die  Primfactoren  »(er) 
zurückzugehen.  Nur  mögen  die  beiden  Sätze  hervorgehoben  werden,  welche 
die  Bedingungen  angeben,  so  dass  5  oder  17  Reste  werden.     Sie  lauten: 
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5  ist  Rest,  wenn  *(«)  =  A  +  25#e  +  5  Cq*+    Dq\ 
H  ist  Rest,  wenn  n{a)—A+    5  Bq  +  56y  +  bDq*. 
5  ist  z.  B.  Rest  zu  den  Primzahlen  31,   191,  271,  601.    Merkwürdiger 
Weise  kann  bei  diesen  allen  B  und  C  als  Nnll  angenommen  werden,  so 
dass  sie  durch  die  Form 

p  =  x*  +  5*8y  +  25*V  -  125*$^  +  125y4 
darstellbar  sind. 

§4. 
Die  Periodengleichung. 

Die  fünf  Perioden  i/0,  i^,  . . . ,  tj4  sind  Wnrzeln  einer  Gleichung 
fünften  Grades,  welche  ermittelt  werden  soll.  Schicken  wir  der  Behand- 
lung des  allgemeinen  Falles  die  zwei  einfachsten  numerischen  Beispiele 
p  =  1 1  und  p  =  31  voraus. 

Man  findet 

i.      p  =  n,    v=  2    +   n» 

ri0*=  3ij0  +  i78, 

iy05=  10^+5^  +  ^. 
Diese  Gleichungen  ermöglichen  es,  rjv  rj2J  t]5,  rji  in  Potenzen  von  i;0 
auszudrücken.     Die  Summe  aller  r\  giebt  —  l,  daher 

39)  y5  +  y4- V-3y2  +  3y  +  l  =  0. 
y  ist  für  i^  eingetreten. 

2.        p  =  31. 
Hier  hat  man  die  Gleichungen 

V=    6     +2y0+    ifo  +  2^, 
i?o^i  =    2,?i  +     *?»+2*?3  +     *?4i 
^O1?!^   =     6        +  8l?0  +  6l?l  +  7tfe  +  7lfo+7l?4i 
1?0%%   =12       +9^0  +  5l?l+7l?8+6l?8  +  7,?4' 
WhWh   ""  —  2l&0+      1?i+      ^»—      1?4i 

Und  als  definitive  Gleichung,  deren  Wurzeln  die  tjj  sind, 

40)  y6  +  y4-12y8-21y«  +  y  +  5  =  0. 

Geben  wir  jetzt,  an  die  Lösung  der  allgemeinen  Aufgabe.    Möge  die  ge- 
suchte Gleichung  lauten 

41)  y5  +  mrf  +  m2y8  +  mzy*  +  mAy  +  roß  «  0, 

so  ist  zunächst 

-Sifo^-1, 

wo  das  Summenzeichen  cyklische  Vertauschung  urafasst.     Daher 

42)  w1=l. 
Weiter  findet  man 

Z«ltiohiift  £  Mathematik  tu  Physik  XXVII,  2.  g 
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43)  ^  m2  =  -2.^-L 

Multiplicirt  man  den  Ausdruck  für  t]0r)t  in  20)  mit  rj2  und  summirt,    so 
erhält  man 

Daher 

44)  m8  =  2.(^-1)-p((l,2)  +  (l,3)). 

Durch  dasselbe  Mittel  erhält  man  die  folgenden  Gleichungen: 

2V=p.(o,o)-(>=!)4, 

2 v%=2 '  w=m<>,  2)  -(^)*. 

Daraus  folgt  nach  verhältnissmässig  leichter  Rechnung 

45)  m4=-(^J+p  |((0,  1)  +  (0, 4))  ((1,  2)  +  (1, 3))  +  (1,  2)»} 
und  endlich 

5  m" =  (^v)*~  P !  ((0'  1}  +  (0,  4,)J  ((1'  2)  +  (1'  3))  +  (2  •  (°>  !)  +  2  •  (°.  4> 
+  (0,  2)  +  (0,  8)).(1, 2,*+  (1,  2)  ((0, 1).(0,  2)  +  (0,  3) 
X  (0,  4))  +  (l,  3) .  (0, 1) :  (0,  4)  +  (1,  2)  .  (1,  3)  ((0,  1) 

46)  +  (0,  4))  +  2.(1,  2)».(1,  3)  +  4.(1,  3)».(1,  2)}. 
Zur  Umformung  setzen  wir 

47)  V=*-f 

Dann   erhalten   alle  fünf  Coefficienten  den  Factor  p.     Schreiben  wir  die 
Gleichung  in  der  Form 

48)  tb+ln***  =  +  j!n9z*  +  T$zn4z+^n6  =  0> 
so  ergiebt  sich  augenblicklich 

49)  »3=        K/>-2    -5*0), 

'  »4=        P(P2-3p+4-5V-5(51-/?4)(^+/?8)). 
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Wollte  man   dieselbe  Umrechnung   für   w6  anwenden,   so   würde  man  zn 
Rechnungen   von   abschreckender  Länge   seine  Zuflucht   nehmen  müssen. 
Glücklicherweise  ergiebt  sich  ein  einfacheres  Verfahren,  wie  folgt. 
Bekanntlich  ist  (s.  Bach  mann,  8.  92) 

F(x,  a)  =  1/yH*).V(*P)*p  ■=  L- 
Darans  leitet  man  die  Werthe  der  Perioden  ab.     So  ist 

und  hieraus  folgt  das  System 

5:lC=2:«^y(ft).^a«).p, 

Das  Summenzeichen  umfasst  vier  Glieder,  welche  aus  dem  ersten  durch 
Vertauschung  von  a  mit  a8,  «s,  o4  hervorgehen.  Bildet  man  mit  Hilfe 
der  Gleichung  6)  das  Product,  so  entsteht 

51)  *ß  =  -p.2>*(a).<<K««). 

Ist 

^(«)  =  ^«+  Ba*+CtP  +  DaA, 

so  ist 

52)  +5[)*(4  +  2C)-(A+B+C+fiY. 

Also  hat  man  das  Endresultat 

53)  -^.2  **(«).  *(««)  =  <>. 

Hierza  die  folgenden  numerischen  Beispiele: 

P  =  H,         y6+y*-4y>-3y*  +  3y  +  l=01 

«»-IKIsi+A««— At  =  T«T)-0, 
P=31.    y»+»*-12y8-21y»  +  y+5  =  0, 

*6-31(ft»  +  H*i-T!yV*-TiV,A)  =  0; 

p  =  41,    y8+y*-16y»  +  5»8  +  21y-9  =  0, 

*»_  41  (|««  -  ^**  -  ^t  +  WW)  -  o. 
Der  CoefBcient  m6  ist  modp  immer  fünfter  Rest. 

§5. 
Weitere  Untersuchungen  über  die  Wurzeln  %,  ...,  rj4. 

Sei  irgend  eine  Function  qp(ifo,  ^Ip^^si  ^4)  gegeben,  so  bezeichnen 
wir  die.  Summe  aus  den  fünf  Summanden,  welche  aus  q>  hervorgehen, 
indem  wir  die  Indices  der  17  cyklisch  vertauschen,  kurz  durch 

8* 
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So  ist  z.  B. 

^17o1?2=Sf?01fe+  l7l??3  +  ,?2l?4  +  l?3,?0  +  ,?4,?l- 

Wir  stellen  uns  in  diesem  Paragraphen  die  Hauptaufgabe,  die  Pro- 
ducta aus  den  Differenzen  der  Wurzeln 

p  =  (fo  -  Vi)  (*li  -  V%)  Ofe  -  %)  (*?3  -  ^4)  0?4  -  Vo)  1 


s  0  =  (vo  -  ^2)  tai  -  ^4)  (i?4 — Vi)  (^1 — vJ  tos  -  Vo) » 

welche  beide  ganze  Zahlen  sein  müssen,  auszurechnen.  Wie  man 
bemerkt,  geht  Q  aus  P  dadurch  hervor,  dass  man  rj0  unverändert  lässt 
und  die  primitive  Wurzel  gy  welche  im  System  15)  angewandt  worden 
ist,  durch  eine  andere  y=gbk+2  modp  ersetzt.  Demnach  darf  man  er- 
warten, dass  P  und  Q  für  die  schwierige  Aufgabe  der  Unterscheidung 
der  77  von  einander  die  Hauptrolle  spielen  werden.  Für  jede  Gleichung 
fünften  Grades  ist  das  Product  P%,Q%  eine  symmetrische  Function 
der  Wurzeln,  also  rational  durch  die  Coef ficienten  darstellbar. 
Man  findet 

/>=  ^2i|ji/4V  +  2ViV*V*Vo* -  2'hV%Wo* - ^ViVsV* V 

55)  +^oW-^o^V. 

0  =  2yA  Vi  v*  V + £n%  Vi  Vi  Vo*  -  En%  v*  Vi  v<>*  —  £v%  Vi  v*  V 

56)  +*Wt;3»-2;Wih'. 
Führen  wir  nnn  die  Bezeichnungen  ein 

(0,0)  =  *0,     (0,1)  =  ^,     (0,2)  =  *,,     (0,3)  =  *3,     (0,4)  =  «4, 
(1,2)  =  62,     (1,3)=68, 
so   ergeben  sich  analog  dem  vorigen  Paragraphen  die  folgenden  Gleich- 
ungen : 

^ViVsV^^T--  •  Erl*VzVA+  (0o+"i)  -£VMs*4  +  *t ^t1*!^ 

+  ai2Vz%V*Vi  +  ai2v**V*Vs- 
Derselben  entsprechen  vier  andere  ähnliche.     Aus  ihnen  folgt 

Se=  ZVoVtVzV*  +  £V*ViViVt  -  2Vq*ViV%V*  ~  2v*ViV*Va 
=  («t  — «i— «s  — aJ  ^fo^i^s  +  K-fli)  -^l^s  +  («1-  «»)  ^1*^4 

+  K-  "1)  z*li  Vrti  +  K- fl4)  ^V^l  »4 
57)  +  («s -  a8)  -Sifc2^  ifo  +  (a4 -  as)  2v**Vi  V*  • 

Und  es  ergiebt  sich  aus 

W*  =  aiV*  +  a4%  +  M4  +  Mo  +  Mi   n-  ■•  w-: 

^  Vl*ViV3  =  P(«l«i  +  «2*4  +  fl»fr2  +  Ö4*3  +  a0bi)  —  \~~$~ )  » 
2  V%  *4  =  P(°l  «2  +  fl2ft2  +  «8^8  +  «4*8  +  a0*«)  -  (flf/  ' 
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2*h*Vl  Vi  =  />("A  +  a2°%  +  °3b2  +  a4n$  +  a0  bs)  —  \~y~j   ' 
£Vi2VlVs  =  P(«i  ai  +  a2b3  +  aSb3  +  a4*2  +  a0bi)  —  \~5"/   » 

2 *k%ni%  =  p{«ih  +  a2bt  +  'Vi  +  ö4«4  +  «<A) -  vhr/  ' 

Die  Ausrechnung   ergiebt,   dass  S  durch  p   tbeilbav  ist.     Der  Ausdruck 
selbst  ist  der  folgende: 

S  =  p.aQ(—  b%at  +  b%aA  +  bzat  —  b9a9)  +  p.  VK  — "s  +  "3  — <0 
+  p.b>(al*-a>'  +  ai2-a4*)+p(-a1*  +  a,*-al*  +  a4* 
58)  +  a*^  —  a*aA  +  a^ax  —  a^az  +  2<fi<i3fl4  —  2rt1fl2r/8). 

Schreiten  wir  jetzt  zur  Bildung  des  Ausdrucks 

Man  hat 

*hf  =  — g-  +  "0i?i  +  ai*l2  +  a$VB  +  Äs^4  +  fl4%» 

daher 

w  —  1 

+  «8  ^  %*  %2  +  «4  ^V  V- 

Analog  eine  zweite  Gleichung. 
Nun  hat  man  aber 

^%1}8=PKfl8  +  V>2  +  a2a9  +  *863  +  a4bs)  ~  (^~")  » 
^%^48=5P(«0fll  +  °la*  +  a*b*  +  aSb$+(l4b*)  -  (^5")  ' 
2  W=/>Ktfl  +  ala%  +  *2fl3  +  «3*4  +  *4ao)  -  Py")    +  P'^5~  ' 
£y02V3*  =  P(a0a»  +  <*la3  +  «2*4  +  a8*0  +  fl4ffl)  —  ("5")   +  *  '^5"  » 
^IfoV  =PKflS  +  «i  bS  +  °2b9  +  ÖSÖ2  +  «462)  -  V4r)  * 

Die  Ausrechnung  liefert 

n  —  1 
^«p.-jp  (öi-aa  +  aS-|,4)+i?öo{(a2  +  fl8)(al-a2  +  «8-a4) 

+  62(fl2--fl3)-^(al-fl4)|--/>(ai-*fl2  +  a3-a4)(a2  +  ö8)fr2 
+  P(—  «1 +  ««+"«—  a4)(fll  —  Ö4)68+P(al2a4—  Val  —  a2*öS 

59)         +  V  °2  +  a*a\  —  a\ai  +  2<*i<**<*4  —  2a1a8a4  +  0^,0,  —  a,«s«4). 
Die  Addition  von  T  und  S  giebt 
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60)  +aia3a4  —  ala2as). 

Hieraus  erhält  man  alsbald  den  Werth  für  Q>  indem  man  a0  unverändert 
lässt  und 

ai>  a%i  «8»  aii  ^2»  kj    durch    *2,  «4,  at,  n3,  63,  68 
ersetzt.     Also 

0  =  p(as-aA  +  al-ai)  J^—  +  <?0 («4  +  a,  —  6a - bs)  +  ^ (&3 - ai  —  «4) 

+  &2  («1  +  «4) j  +  P  (—  «f*  +  «4*  -  al9  +  V  +  fl2*  «4  +  <*** «8  -  V  "2  -  V «l 
~  fl42<78  +  al8fl2  +  alaA  +  alH  —  aSa\  —  «3*«2+  2rt2a4ö8  ~  %a%a\aZ 

61)  +ö4a1a8  — 0,04«!). 

Beispiele. 

1.  />=11,     a0  =  0,  ^  =  1,  ^  =  0,  a3  =  0,  «4  =  0,  A,  =  0,  *8=1; 

/>=H,     0=11; 

(%— %)(%  — %)(%  — ^s)^""^)^  — ^te)011! 
(*?o -%)(%- ^4)  (%— *?i)  (% -%)(%-*?<>)  =11- 

2.  p  =  31,     a0  =  2,  ^  =  0,  «2  =  0,  d3  =  2,  *4  =  1,  68  =  2,  &3=1; 

/>=31,     0  =  -5.31. 

Anm.  zu  S.  109.  Die  Zurückführung  der  tp- Functionen  auf  eine 
geringere  Zahl  Stammformen  hat  schon  Jacob i  gelehrt,  wie  Herr  Bach- 
mann  S.  92  bemerkt.  Doch  ist  mir  keine  Veröffentlichung  dieser  Unter- 
suchung Jacobi's  bekannt  geworden.  Es  ist  nicht  schwer,  diese  Re- 
duction  allgemein  durchzuführen,  wie  ich  vielleicht  an  anderer  Stelle 
zeigen  werde. 
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IV.    Zur  Construction  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung. 

Das  Problem  der  Construction  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung 
durch  neun  gegebene  Punkte  gehört  zu  den  vielfach  bekannten  Proble- 
men, und  mehrere  Metboden  können  als  bekannt  vorausgesetzt  werden. 
Zu  erwähnen  sind  z.  B.  die  Constructionen  von  Th.  Reye  (Geometrie 
der  Lage,  II,  153,  160)  und  von  Ghasles,  letztere  ausführlich  ausein- 
andergesetzt von  Dr.  H.  Schröter  (Theorie  der  Oberflächen  zweiter 
Ordnung,  §  53)  und  von  Heger  (Schlömilch's  Zeitschrift  f.  Math.  u. 
Pbys.,  25.  Jahrg.  S.  98).  Es  ist  die  Absicht  dieser  Abhandlung,  das 
Problem  zu  erweitern,  auf  ähnliche  Weise,  wie  in  der  Lehre  von  den 
Kegelschnitten,  wo  bekanntlich  auch  die  Annahme  von  conjugirt  imagi- 
nären Punkten  zu  den  gewöhnlichen  Aufgaben  gehört. 

Es  sei  also  die  Aufgabe  gestellt:  Von  einer  Oberfläche  zweiter  Ord- 
nung (fW)  seien  gegeben  neun  Punkte,  unter  welchen  jedoch  acht  vor- 
kommen können,  welche  Doppelpunkte  einer  Punktinvolution  sind;  es 
wird  gefragt,  diese  Oberfläche  zu  construiren. 

Am  allgemeinsten  wird  die  Lösung  sein,  wenn  die  vier  gegebenen 
Punktinvolutionen  elliptisch  sind,  so  dass  nur  ein  Punkt  gegeben  ist,  die 
anderen  conjugirt -imaginär  gedacht  werden  müssen.  Demzufolge  wird 
die  Aufgabe  formulirt: 

Es  seien  gegeben:  ein  Punkt  Ey  vier  Gerade  a,  b,  r,  </,  Träger  von 
elliptischen  Punktinvolutionen;  es  wird  gefragt,  eine  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  (F^)  zu  construiren,  die  durch  E  geht  und  zu  der  die  Invo- 
lutionen a,  6,  c,  d  gehören. 

Verbindet  man  die  oben  genannte  Constrnctionsmethode  von  Ghasles 
mit  einigen  bekannten  Eigenschaften  eines  Eegelschnittbüschels,  so  ge- 
langt man  zur  folgenden  Lösung. 

Man  nehme  auf  d  drei  Punkte  Ay  B,  C  und  denke  sich  die  Ebenen 
Aa  =  a,  Bb  =  ß  und  Cc  =  y  construirt.  Es  folgt  nun  zuerst  die  Behand- 
lung der  Aufgabe: 

Eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  F^2)  zu  construiren,  die  durch  A, 
#,  C  geht  und  zu  der  die  Involutionen  a,  6,  c  gehören. 

1.  Auf  der  Geraden  aß  wird  ein  Punkt  R  angenommen.  Ein  Kegel- 
schnittbüfichel  in  der  Ebene  a  ist  bestimmt  durch  Ä,  A  und  die  Involu- 
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tion  auf  a;  das  Büschel  bestimmt  auf  der  Geraden  cty  eine  Involution 
YxY\y  Y2Y'%y  ...  nnd  auf  aß.  eine  Punktreihe  Z,,  Z2,  ....  Zu  einem 
festen  Punkte  Q  auf  cty  constrnirt  man  Qx,  02,  ...  harmonisch  conjugirt 
zu  QYXY\,  QY%Y\,  ...;  die  Punktreiben  Qn  02,  ...  und  Zn  Z2,  ... 
werden  projectivisch  sein. 

2.  Ein  neues  Kegelschnittbüschel  ist  bestimmt  in  der  Ebene  ß  durch 
By  die  Involution  auf  b  und  die  Involution  Y1Y\,  Y2Y'2f  ...;  es  be- 
stimmt auf  ßy  eine  Involution  X]X'lx  X%X'%%  ....  Zu  einem  festen  Punkte 
P  constrnirt  man  Pt,  P81  ...,  harmonisch  conjugirt  zu  PXlX\y  PX^X0^ 
diese  Punktreihe  ist  projectivisch  zu  QXQ%..*  und  ebenfalls  zu  ZXZ%.... 

3.  Ein  Kegelschnittbüschel  ist  wieder  bestimmt  in  der  Ebene  y  durch 
Ä,  die  Involution  auf  c  und  die  Involution  XlX\J  X2X'a,  ...;  es  be- 
stimmt auf  der  Geraden  aß  eine  Punktreihe  Z^,  Z^,  ...  projectivisch  au 
Zl}  Z%,  ....  Die  beiden  projecti vischen  Punktreihen  geben  zwei  Doppel- 
punkte, einer  ist  der  Punkt  0*s*aßy%  der  zweite  kann  linear  constrnirt 
werden,  er  sei  Ö  genannt. 

4.  Man  lege  nun  schliesslich  den  Kegelschnitt  in  a  durch  Ä,  Ö',  A 
und  a,  derselbe  schneidet  cty  in  F„,  F'n;  der  zweite  wird  gelegt  durch 
In»  F'n,  2?  und  6,  er  schneidet  ßy  in  Tft,  X'n\  der  Kegelschnitt,  durch 
Xny  X'n,  R  und  c  gelegt,  wird  aß  in  ff  schneiden. 

Auf  diese  Weise  sind  constrnirt  drei  Kegelschnitte,  welche  auf  a0, 
ßyy  yct  dieselbe  Involution  ausschneiden,  also  sind  es  die  Kegelschnitte, 
die  durch  das  Dreikant  ctßy  aus  einer  Oberfläche  zweiter  Ordnung  aus- 
geschnitten  werden.  Diese  Oberfläche  geht  durch  A,  B  und  die  Involu- 
tionen a,  b,  c  gehören  ihr.  Sie  kann  also  betrachtet  werden  als  eine 
Oberfläche  durch  acht  Punkte. 

Der  Punkt  R  war  irgendwo  auf  aß  angenommen;  ein  anderer  Punkt 
auf  dieser  Geraden  giebt  abermals  drei  Kegelschnitte,  aus  einer  Ober- 
fläche durch  dieselben  acht  Punkte  durch  ctßy  geschnitten;  die  zwei 
Oberflächen  bestimmen  im  Räume  ein  Flächenbüschel  und  in  jeder  der 
Ebenen  ein  Kegelschnittbüschel. 

Wird  in  y  der  Kegelschnitt  des  Büschels,  der  durch  C  geht,  con- 
strnirt, und  bestimmt  man  in  a  und  ß  die  correspondirenden  Kegel- 
schnitte, so  sind  endlich  diejenigen  constrnirt  aus  der  Oberfläche  zweiter 
Ordnung  durch  A%   By  C,  «,  6,  c  ausgeschnitten  durch  ctßy. 

Bis  jetzt  ist  noch  die  Ausführung  ganz  dieselbe,  wie  die  ursprüng- 
lich von  Chasles  angegebene,  weiter  durchgeführt  von  Schröter  und 
Helm  er t,  nur  mit  dem  Unterschiede,  dass  nicht  neun  Punkte  als  direct 
gegebene  angenommen  werden,  sondern  nur  drei,  und  die  übrigen  durch 
Involutionen  vertreten  sind.  Wir  ziehen  jedoch  aus  dem  Gefundenen 
eine  wichtige  Folgerung.  Die  construirte  Oberfläche  wird  nothwendig 
eine  Regelfläche  sein,  denn  die  drei  Punkte  A ,  By  C  liegen  in  einer 
Geraden.    Die  Regelfläche  enthält  die  Gerade  dt  denn  auf  ihr  sind  Ax  BtC 
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angenommen,  ßie  kann  also  betrachtet  werden  als  eine  Oberfläche  zu 
dem  Flächenbüschel  gehörend,  durch  die  Involutionen  auf  a,  6,  c>  d 
bestimmt.  Von  diesem  Flächenbüschel  kann  eine  zweite  Oberfläche  ge- 
funden werden,  wenn  drei  Punkte  z.  B.  auf  c  angenommen  werden,  und 
das  Büschel  ist  durch  diese  zwei  Regelflächen  vollständig  bestimmt. 

Die  Frage  ist  nun  zurückgeführt  zu  der  bekannten  Aufgabe:  Zwei 
Flächen  eines  Büschels  sind  gegeben,  es  wird  verlangt,  diejenige  Fläche 
des  Büschels  zu  finden,  die  durch  einen  gegebenen  Punkt  E  geht,  ein 
Problem,  das  gelöst  wird  durch  Benützung  der  Eigenschaft,  dass  jede 
Gerade  durch  den  Punkt  E  die  Flächen  des  Büschels  in  einer  Involu- 
tion schneidet,  so  dass  nur  der  zu  E  conjugirte  Punkt  bestimmt  zu  werden 
braucht.  Von  der  gefragten  Oberfläche  können  beliebig  viele  Punkte 
construirt  werden  und  man  kann  das  Problem  als  gelöst  betrachten. 

Die  oben  behandelte  Aufgabe,  deren  weitere  constructive  Durch- 
führung zu  keinen  principiellen  Schwierigkeiten  Anlass  giebt,  gestattet 
einige  Ausdehnungen,  die  hier  weiter  angegeben  werden  sollen. 

Erstens   kann    als  reciproke  Aufgabe  gestellt  werden:   Es  seien  ge- 
geben eine   Ebene  E,   vier  Gerade  <x,   6,   c,   d,  Träger  von   elliptischen 
Ebeneninvolutionen;  es  wird  gefragt,  ein  Ebenenbündel  zweiter  Ordnung 
su  construiren,   zu   dem  E  und    die  Ebeneninvolutionen  a,  6,   c,   d  ge 
boren. 

Die  Lösung  kann  ganz  gefunden  werden  durch  das  Princip  der 
Beciprocität.     Folgende  Parallele  ist  zu  ziehen : 

die  Punkte  Ay  B,  C  auf  rf;  die  Ebenen  «,  ß,  y  durch  rf; 

die   Ebenen    ^a=a,    B  b  =  /?,  die    Punkte    aa  =  A,    ß  b  =  £, 

Cc  =  y;  YC  =  C; 

der  Punkt  R  auf  aß]  die  Ebene  g  durch  AB] 

ein  Kegelschnittbüschel  in  a;  eine  Kegelflächenschaar  durch  A\ 

eine  Involution  l^F^,  ^«^V--;  ohw  Involution  nx rft ,  % iy'2 . . . 

u.  s.  w. 
Die  weiter  durchgeführte  Parallele  führt  zu  dem  Resultate. 
Zweitens  kann  das  Problem  noch  auf  eine  andere  Weise  aufgefasst 
werden;  es  kann  verlangt  werden,  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  zu 
construiren,  die  durch  acht  Punkte  geht  und  eine  gegebene  Gerade  be- 
rührt; setzt  man  wieder  conjugirt  imaginäre  Punkte  voraus,  so  lautet  sie, 
wie  folgt: 

Es  sind  gegeben  eine  Gerade  i,  vier  Gerade  a,  6,  c,  rf,  Träger  von 
elliptischen  Punktinvolutionen;  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  zu  con- 
struiren, die  e  berührt  und  zu  der  die  Involutionen  a,  6,  c,  d  gehören. 
Man  construire,  ganz  wie  in  der  vorigen  Aufgabe,  zwei  Regelflächen 
de*  Flächenbtißchels  durch  a,  h,  r,  d  bestimmt;  dadurch  ist  auch  die 
auf  e  ausgeschnittene  Involution  bekannt.  Damit  die  Fläche  des  Bü- 
schels die  Gerade  e  berühre,  muss  sie  durch  einen  der  Doppelpunkte  der 
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Involution  gehen;  man  bestimme  diese,  jeder  ist  der  neunte  bestimmende 
Punkt  der  Oberfläche,  das  Problem  läs6t  also  zwei  Lösungen  zu,  die 
conjugirt  imaginär  werden  können. 

Es  bedarf  wohl  kaum  der  Erwägung,  dass  nun  auch  die  Lösung 
gefunden  ist  des  hier  folgenden  reciproken  Problems: 

Es  wird  gegeben  eine  Gerade  e,  vier  Gerade  <i,  />,  c,  rf,  Träger 
von  elliptischen  Ebenen involutionen;  ein  Ebenenbündel  zweiter  Ordnung 
zu  construiren,  das  durch  e  geht  und  zu  dem  die  Ebenen  involutionen 
ay  b,  cy  d  gehören. 

Endlich  kann,  anstatt  einer  Geraden,  eine  Ebene  gegeben  sein, 
welche  die  Fläche  berühren  soll,  d.h.,  die  Aufgabe  kann  lauten: 

Es  sind  gegeben  eine  Ebene  £,  vier  Gerade  a,  />,  r,  </,  Träger  von 
elliptischen  Punktinvolutionen;  eine  Oberfläche  zweiter  Ordnung  zu  con- 
struiren ,  welche  die  Ebene  e  berührt  und  zu  der  die  Involutionen  «,  0,  c,  d 
gehören. 

Man  construire  wieder  zuerst  zwei  Flächen  des  Flächenbüschels,  das 
durch  die  Involutionen  a,  6,  c,  d  bestimmt  ist.  Dieses  Flachenbüschel 
bestimmt  in  «  ein  Kegelschnittbüschel,  das  durch  zwei  Kegelschnitte  be- 
stimmt ist. 

Zu  diesem  Kegelschnittbüschel  gehören  im  Allgemeinen  drei  Null- 
kegelschnitte (Diagonalpunkte  des  eingeschriebenen  vollständigen  Vier- 
ecks des  Büschels).  Jeder  dieser  drei  Punkte  ist  der  Berührungspunkt 
einer  Fläche  zweiter  Ordnung  mit  der  Ebene;  sind  diese  bekannt,  so  ist 
die  Aufgabe  auf  die  erste  zurückgeführt.  Die  Construction  dieser  Punkte 
kann  als  bekannt  angenommen  werden;  das  Problem  lässt  drei  Lösungen 
zu,  von  welchen  zwei  conjugirt  imaginär  werden  können. 

Schliesslich  findet  auch  bei  dieser  Aufgabe  das  Princip  der  Reci- 
procität  Anwendung;  die  Lö6ung  in  diesem  Falle  wird,  wie  in  den 
vorigen,  leicht  gefunden. 

Tilburg  (Holland).  J.  Cardinaal, 

Lehrer  a.  d.  höh.  Bürgersehale  Willem  II. 


V.  Bemerkung  zur  Kegelschnitt -Theorie. 
In  Crelle'8  Journal,  Bd.  5  S.  11,  hat  PI  ticker  den  Satz  bewiesen: 
Sind  die  Dreiecke  abc  und  ab'c  in  Bezug  auf  einen  Kegel- 
schnitt conjugirt,  so  treffen  sich  die  Geraden  aa\bb\cc  in 
einem  Punkte  d,  und  die  Punkte  <x«=(6c,  6c'),  ß  =  (ca,  ca)y 
yt=(aby  ab')  liegen  auf  einer  Geraden  2>,  der  Polare  des  Punk- 
tes d.  Später  gab  Hesse  ebendaselbst,  Bd.  20  S.  301,  den  Satz:  Sind 
aot,  bßt  cy  die  drei  Paare  gegenüberliegender  Ecken  eines  voll- 
ständigen Vierseits  und  sind  «er,  bß  Paare  conjugirter  Punkte 
in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt,  so  sind  in  Bezug  auf  diesen 
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auch  die  Punkte  cy  einander  conjugirt.  Als  gemeinschaftlichen 
Ausdruck  beider  Theoreme  kann  man  das  folgende  betrachten:  Sucht 
man  auf  den  Seiten  eines  Dreiecks  abc  diejenigen  Punkte  aßy, 
welche  in  Bezug  auf  einen  Kegelschnitt  jedesmal  dergegen- 
überliegenden  Ecke  conjugirt  sind,  so  liegen  aßy  auf  einer 
Geraden  D\  zieht  man  durch  die  Ecken  des  Dreiecks  die- 
jenigen Strahlen,  welche  jedesmal  der  gegenüberliegenden 
Seite  conjugirt  sind,  so  erhält  man  drei  Strahlen  durch  einen 
Punkt  d,  den  Pol  der  Geraden  D  (diese  drei  Strahlen  sind  die  Po- 
laren von  or,  ß,  y),  Vergl.  Schröter,  Kegelschnitte,  II.  Aufl.  §  31,  Reye, 
Geometrie  der  Lage,  II.  Aufl.  I.  Abth.  S.  191  f. 

Vielleicht  ist  es  nicht  ganz  überflüssig,  zu  erwähnen,  dass  die 
Gleichung  der  Geraden  D  leicht  aufgestellt  werden  kann  mit  Hilfe  der 
Identität 

1)         {*bc)f(xt/)  =  {bcx)nay)  +  {cax)f(by)+(abx)f{Cy), 
in  welcher 

f{xy)^EaikXiyk  mit  aik  =  akt  und  i,  k  =1,2,  3, 
(abc)=2  +  ö162c8,  (bcx)=2  +  blcix3  u.  s.  w. 

Aus  der  obigen  Identität  folgt  nämlich,  indem  man  yl(/2t/3  m*t  a\aza:\ 
zusammenfallen  lässt: 

{abc)  f(ax)  =  (bcx)  f(aa)  +  (cax)  f{ab)  +  (abx)  f(ac). 

Ist  nun  f(xx)  =  0  die  Gleichung  des  Kegelschnittes  und  sind  al  at  as  die 
Coordinaten  des  Punktes  a  u.  s.  w.,  so  erfüllt  der  Punkt  cc  die  Gleich- 
ungen /"(«j:)  =  0  nnd(bcx)  =  0,  folglich  auch  (cax)f(a  b)  +  («  bx)f  (ar)  =  0 
und  schliesslich  die  folgende: 

(bcx)      (cax)      (abx)  __ 
}  f^'V f{ca)^  f{ab)      U* 

Da  diese  wegen  ihrer  Symmetrie  auch  für  ß  und  y  gelten  muss,  so  wird 
erkannt,  dass  aßy  auf  einer  Geraden  D  liegen,'  welche  durch  die  Gleich- 
ung 2)  repräsentirt  wird. 

Ohne  die  Identität  1)  erhält  man  die  Gleichung  von  Ü  in  der  Form 

fl  +  fl  +  ft^O 

ö»       ö31       «1» 

sofort,  wenn  man  a,  6,  c  zu  Fundamentalpunkten  macht;  denn  dann 
igt  xx  =  Q  und  a12x2  +  ai3x8  =  0  für  a  u.  s.  w.  —  Nach  der  von  Herrn 
Reye  (a.a.O.  und  vorher  in  Crelle's  Journal,  Bd.  77  S.  272)  ein- 
geführten Ans  drucks  weise  bildet  d  mit  den  Punkten  0,  6,  c  ein  Polviereck, 
ebenso  D  mit  den  Geraden  6c,  cay  ab  ein  Polvierseit.  In  der  That 
lässt  sich  f(xx)  folgendermassen  als  Aggregat  von  vier  Quadraten  schreiben: 

f(xx}  =  a    a    a    (^  -4-  ^-1-  üY—  ^x  8— ?51a:  *—  ^x  » 

wobei  «ja  =  fl8l  fl12  —  an  a^ ,  a31  =  al2  aM  —  an  a3l ,  alt  =  a^  a3l  —  a^  air 
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Werden  a,  6,  c  als  Fundamental  punkte  beibehalten,  so  ist  w1w2ws  =  0 
die  Gleichung  des  Dreiecks  abc  als  Ort  dritter  Ciasee  (in  Liniencoordi- 
naten  uvui}us),  folglich 

die  Gleichung  des  Poles  d  der  Geraden  D  in  Bezug  auf  das  Dreieck, 
D  die  Polare  oder  Harmonikale  von  ö\  Im  Anschluss  an  Herrn  Reye 
(Grelle' s  Journal,  Bd.  78  S.  97)  kann  man  aber  denselben  Punkt  auch 
den  Pol  (die  Polare  erster  Ciasee)  des  Kegelschnittes  f(ocx)  —  Q  in  Bezug 
auf  das  Dreieck  abc  (die  Linie  dritter  Ciasse  u1u^us  =  0)  nennen.  Die 
Linie  />,  welche  die  Seiten  des  Dreiecks  abc  zu  einem  Pol- 
vierseit  ergänzt,  hat  in  Bezug  auf  dieses  Dreieck  denselben 
Pol  d,  wie  der  Kegelschnitt.  Der  Punkt  d,  welcher  mit  a,6,c 
ein  Polviereck  bildet,  hat  in  Bezug  auf  das  Dreieck  abc  (als 
Linie  dritter  Ordnung)  dieselbe  Polare,  wie  der  Kegelschnitt 
(als  Ort  zweiter  Classe).  Ist  das  Dreieck  abc  ein  Tripel  des  Kegel- 
schnittes, so  werden  D  und  6  unbestimmt,  der  Kegelschnitt  wird  nach 
Reye  (am  eben  a.  0.)  apolar  zu  dem  Dreieck  zu  nennen  sein  (vergl. 
auch  Thaer,  Mathem.  Ann.,  Bd.  14  S.  556). 

Giessen,  September  1881.  M.  Pasch. 


VL  Bemerkung  über  projeotive  Punktreihen. 

Liegen  zwei  projective,  aber  nicht  involuto rieche  Punktreihen  auf 
einer  Geraden,  so  kann  man  zu  einem  beliebigen  Punkte  t  dieser  Ge- 
raden (welcher  nicht  sich  selbst  zugeordnet  sein  soll)  den  zugeordneten 
Punkt  w,  zu  u  den  zugeordneten  Punkt  r,  zu  v  den  zugeordneten  Punkt  rv 
construiren;  die  Punkte  t,u,v  sind  von  einander  verschieden.  Zu  tvu 
construire  man  noch  den  vierten  harmonischen  Punkt  r,  zu  rvu  den 
vierten  harmonischen  Punkt  s.  Werden  alsdann  us  durch  vrv  ge- 
trennt, so  sind  die  Doppelpunkte  der  Projectivität  imaginär; 
werden  ws  durch  vtv  nicht  getrennt,  so  sind  die  Doppelpunkte 
reell.  Bezeichnet  man  nämlich  das  Doppelverhältniss  (iuvw)  mit  tf,  sg 
bat  man: 

(/p«r)=- -1,  (ri>t*s)  =  — 1,  (ui>/r)  =  i,   (uvrs)  =  ±y 
(uvt$)  =  (uvtr)  (uvrs)=±,  (t>fti$)  =  — 3,  (iuvs)  «=  |, 
(vwus)  =  (vlus)  (ttvus)e=z  —  3(l—(tuws))  =  il(tuwv)(tuvs)  —  3 

4 

=  4(/wwi;)  —  3  = 3, 

0 

o(4  —  3a)  =  a*.  (vtvus); 
folglich  ist  <f(4  —  Sa)  im  ersten  Falle  negativ,  im  zweiten  positiv.     Soll 
nun  x  ein  Doppelpunkt  sein,  und  setzt  man  (/t*rtf)=£,  so  ergiebt  sich 
für  £  die  quadratische  Gleichung 
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<y— i     g 
mit  der  Diecriminante  0(4  —  3  g). 

Kennt  man  p  den  vierten  harmonischen  Punkt  zn  uwv,  so  ißt 
(i/fl>t>p)  =  (Vws),  also  liegen  die  Paare  uv,  n>r,  sq  in  Involution,  die 
Punktreihen  vrvus  und  urvQ  sind  projectiv: 

4 

(cw«5)  =  («rt?^)  = 3. 

Die  Punktpaare  ur  und  fp  bestimmen  eine  Involution,  welche  nach 
einem  Satze  von  Herrn  Schröter  (Crelle's  Journal,  Bd.  77  S.  120) 
dieselben  Doppelpunkte  bat,  wie  die  gegebene  Projectivität.  Folglich 
sind  die  Doppelpunkte  imaginär  oder  reell,  je  nachdem  ur  durch  vg 
(und  mithin  vw  durch  us)  getrennt  werden  oder  nicht.  Dadurch  wird 
das  obige  Criterium  bestätigt,  welches  sich  auf  die  Lage  von  w  bei 
gegebenen  ty  u,  v  bezieht. 

Gieseen,  September  1881.  M.  Pasch. 


VIL  Ein  Beweis  für  ein  Theorem  von  Liouville,  die  doppelt 
periodischen  Functionen  betreffend. 

Wenn  f{z)  eine  doppelt  periodische  Function  ist  mit  den  Perioden  o> 

and  m\  so  leitet  man   bekanntlich  aus  dem  Integral  /  -^-{  dz,  welches 

man  Über  die  Umgrenzung  eines  elementaren  Periodenparallelogramms 
ausdehnt,  den  Satz  her,  dass  die  Anzahl  der  Pole  mit  der  Anzahl  der 
Nullpunkte*  in  einem  Elementarparallelogramm  übereinstimmt.  In  ähn- 
licher Form  lässt  sich  das  Theorem  von  Liouville,  dass  sich  die  Summe 
der  Pole  von  der  Summe  der  Nullpunkte  in  einem  Elementarparallelo- 
gramm um   eine  vollständige   Periode  unterscheidet,    aus    dem  Integral 

'  /'(*) 

z-~j-{dz,  ausgedehnt  über  die  Umgrenzung  eines  solchen  Parallelo- 

/  W 

gramms,  deduciren.     Man  erkennt  sofort,  indem  man   das  Integral  auf 

f\z) 
die  Elementarintegrale  um  die  Pole  der  Function  z .  ~~:  zusammenzieht, 

f\z) 
dass  dasselbe  den  Wertb  2ni(2a  —  2b)  erhält,  worin  2a  die  Summe 
der  Nullpunkte  und  2b  die  der  Pole  bezeichnet.  Werthet  man  dasselbe 
in  anderer  Art  aus,  so  wird  man  auf  einen  Ausdruck  von  der  Form 
2ni(n<o  +  nin)  geführt,  woraus  das  Liouville* sehe  Theorem  hervorgeht. 
In  der  That,  fasst  man  als  Ecken  eines  elementaren  Periodenparal- 
lelogramms die  Werthe  ?0,  20  +  oof  20+a>-f-ci>',  r0+»  auf  und  führt  die 
Integration  nach  der  Umlaufsrichtung  aus,  welche  jene  Folge  der  Ecken 
kennzeichnet,   so  zerlegt  sich  die  Integration  in  eine  Summe  von  vier 


/ 
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Integralen,  von  denen  die  Summe  über  die  parallelen  Gegenseiten  bezüg- 
lich zn  einem  Vielfachen  von  2nia>  und  2nico'  leiten.     Denn  es  ist 


£0  +  <D  +  iv  *0 

*0  +  »  «0+» 


Der  erste  dieser  Terme  zerstört  sich  gegen  das  von  zQ  bis  z0  +  <°  zu  er* 
streckende  Integral,  der  zweite  ergiebt  in  Rücksicht  darauf,  dass  co  eine 
Periode  für  /(z)  ist,  ein  Vielfaches  von  2ttiw'.     In  derselben  Weise  fol- 

-8h 

«O  +  O)  fo+» 


=  rz.^dz  +  nfdlgf{z). 


Das  erste  dieser  beiden  Integrale  vernichtet  sich  mit  dem  von  ?0+w  bis 
z0  auszudehnenden  Integral,  das  zweite  aber  führt,  da  co'  eine  Periode 
für  f{z)  bedeutet,  zu  einem  Vielfachen  von  2nico.  Es  ist  mithin  das 
Integral  über  die  Umgrenzung  eines  Elementar parallelogramms  in  der 
Form  2 7i i (n co  +  n'a>)  darstellbar,  und  man  schliesst 

2a  —  £b  =  »a)  +  n'&. 

Ad.  Schümann. 


Vm.    Die  seitenhalbirenden  Transversalen  des  sphärischen  Dreiecks. 

In  dem  sphärischen  Dreieck  ABC,   dessen  Seiten  und  Winkel  180° 
nicht  übersteigen ,  trage  man  auf  den  Schenkeln  von  y  die  halbe  Summe 

der  einschliessenden  Seiten  ab:  C  E=CF=——-  ,  so  dass  C  auf  BC  und 

F  auf  AC  liegt.     Dann  lege  man  durch  E  und  F  den  Hauptkreis,   wel- 

a  —  b 
eher    AB    m    D    schneidet,    so    ist    AF=  BE^—^- »    LCFD  —  CEI)> 

LADF^BDE  und 

sin  AD      sin  AFP      sin  DB  __sin  BED 

^  _        .  sinAF~~  sinAÜF'     sinß E~~ sin  BD E' 

Daher  ist 

sinAD  =  sinDB  und  folglich  AD  =  DB,  da  AB<k  ist. 
Der  Hauptkreis  EF%  auf  welchem  die  Mitte  von  AB  liegt,  ist  allein 
durch  a+b  und  y  bestimmt.     Daher  wird  der  Satz  gewonnen: 
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Wenn  in  einem  sphärischen  Dreieck  die  Summe  zweier  Seiten  und 

der    eingeschlossene   Winkel    constant   bleibt,    so   liegt   die  Mitte   der 

dritten  Seite  auf  einem  bestimmten  Hauptkreise,  nämlich  auf  der  Basis 

a  +  b 
des  gleichschenkligen  Dreiecks  mit  dem  Schenkel  — ~—  und  dem  Winkel 

y  an  der  Spitze. 

Der  analoge  Satz  für  das  plane  Dreieck  lautet  bekanntlich  ebenso, 
nur  tritt  das  Wort  „Gerade"  an  die  Stelle  von  „Hauptkreis".* 

Man  lege  den  Hauptkreis  durch  C  und  2),  so  ist  CD  =  ie  die  zur 
Seite  AB  gehörige  Transversale.  Man  verlängere  CD  bis  £,  so  dass 
CG  =  2te  wird,  und  lege  den  Hauptkreis  durch  Bund  G,  so  ist  BG  =  AC 
=  />,  LDBG  =  a,  also  LCBG  =  cc  +  ß,  ferner  LCGB  =  ACD,  also  L  BCG 
+  CG  B  =  y.  Daher  folgt  aus  den  Dreiecken  BCG  und  ABC  nach  der 
ersten  der  Gauss' sehen  Formeln 

MO<  _cos\(a  +  b).sinl(a+ß)       _t  ^_cos^{a  +  b).sin^y 

COSlc — — .  ,        COS-AV  —  r—        ;     -zrr 

cos^y  *  cos±(a  +  ß) 

und  durch  Division  dieser  beiden  Gleichungen 

«M<L_*.l(«  +  fl.?»i(«  +  fl    oder    ^.e^.Älfi. 
cos^c  sin^y.cos^y  siny 

Aus  dieser  Formel  gewinnt  man  sofort  den  Satz: 

In  allen  Dreiecken,  in  welchen  a+ß  =  y  ist,  ist  tc  =  ^c\ 
und  umgekehrt: 

Beschreibt  man  um  die  Mitte  von  c  den  Kreis  mit  dem  Durch- 
messer c,  so  nimmt  derselbe  die  Spitzen  aller  Dreiecke  auf  mit  der 
Basis  c,  in  welchen  a-{-ß  =  y  ist.** 

Beide  Sätze  gelten  wörtlich  auch  für  das  plane  Dreieck.  Interessant 
ist,  dass  das  plane  rechtwinklige  Dreieck  nicht  dem  sphärischen  recht- 
winkligen Dreieck  entspricht,  sondern  dem  sphärischen  Dreieck,  in  wel- 
chem a  +  ß  =  y  ist. 

Ausserdem  folgen  aus  den  für  die  Transversalen  gewonnenen  Formeln 

«       sin(ß  +  y)  .  ,    sin(a  +  y) 

costa  =  cosXa .  — ^ — — ,      costb  =  coskb.  — \      '    , 
*  sma  *  stnß 

.      sin(ct+ß) 

coslc  =  cos\c . — ^ — 

*  stny 

ohne  jede  Rechnung  die  beiden  Sätze: 

In  allen  sphärischen  Dreiecken,  in  welchen  a  +  ß-\-y  =  2ii  ist,  ist 
jede  Transversale  das  Supplement  der  halben  zugehörigen  Seite; 
und  umgekehrt: 

Wenn  in  einem  sphärischen  Dreieck  eine  Transversale  das  Supple- 
ment der  halben  zugehörigen  Seite  ist,  so  ist  die  Winkelsumme  gleich 

*  Steiner,  Crelle's  Journ.  XXIV,  S.  191. 
•*  Steiner,  Crelle's  Journ.  II,  S.  47.  • 


^    l 
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2ot  und  auch  die  anderen  beiden  Transversalen  ergänzen  ibre  halben 
zugehörigen  Seiten  zu  it. 

Nicht  minder  einfach  ist  der  rein  geometrische  Beweis  dieser  letzten 
Sätze.  Zeichnet  man  zu  dem  Hauptdreieck  JBC,  in  welchem  a+ß+y 
=  2 n  ist,  das  Nebendreieck  ABC\  indem  man  AC  und  BC  verlängert, 
bis  sie  sich  in  C  schneiden ,  so  ist  in  demselben  der  Winkel  an  der  Spitze 
C  gleich  der  Summe  der  Basiswinkel.  Daher  C'D  =  ^c  und  folglich 
CD  =  n  —  %c.  Dasselbe  gilt  von  den  anderen  beiden  Neben dreiecken 
und  den  anderen  beiden  Transversalen  des  Hauptdreiecks  ABC.  Ebenso 
beweist  man  die  Umkehrung  mit  Hilfe  der  Nebendreiecke. 

Bemerken s werth  dürfte  ferner  die  Eigenschaft  dieser  Dreiecke  sein, 
dass  der  sphärische  Abstand  je  zweier  Seitenmitten  den  constanten  Werth 
\n  hat.     Auch  die  Umkehrung  gilt: 

Wenn  die  Mittelpunkte  zweier  Seiten  um  einen  Quadranten  von 
einander  entfernt  sind,  so  beträgt  die  Winkelsumme  2n  und  jede 
Transversale  ist  das  Supplement  der  halben  zugehörigen  Seite. 

Eine  Specialisirung  für  die  Ebene  gestatten  diese  Sätze  natürlich 
nicht. 

Vorstehend  wurde  die  Transversale  durch  die  zugehörige  Seite,  die 
Summe  der  anliegenden  Winkel  und  den  gegenüberliegenden  Winkel  in 
einer  zur  logarithmischen  Rechnung  geeigneten  Form  gegeben.  Sonst 
findet  man  die  Transversalen  durch  die  drei  Seiten  ausgedrückt.*  Auch 
diese  Formeln  erhält  man  aus  den  Dreiecken  BCG  und  ABC.  Die 
Gauss' sehen  Formeln  geben 

cosi  =cos±(a  +  b).8ml(a  +  ß)      ^    c^cos^la^b).cos^Y 
0  cos^y  *  *  sin±(a  +  ß) 

und  durch  Multiplication  dieser  beiden  Gleichungen 

^ost0.cos^c  =  cos^(a+b).cos^(a  —  b). 
Das  planimetrische  Analogon  ist  bekanntlich 


*  Vergl.  Günther,  Hoffm.  Ztschr.  XI,  S.  422. 

Saarbrücken,  16.  October  1881.  P.  v.  Schabwen. 


VI. 

Die  Evoluten  der  geschweiften  und  verschlungenen 
cyklischen  Curven. 

Von 

Dr.  Chr.  Wieneb, 

Professor  an  der  gTOSshersogl.  polytechn.  Schul«  in  Knrlsrnhs. 


Hieran  Taf.  II  Fig.  1  — 11. 


Indem  ich  im  Folgenden  eine  Untersuchung  der  bezeichneten  Evo- 
luten, und  zwar  in  möglichst  geometrischer  Weise,  zu  geben  beabsichtige, 
wird  es  nützlich  sein,  derselben  in  Kürze  die  Entwickelung  der  Sätze 
und  Constructionen ,  welche  dabei  in  Anwendung  kommen,  vorauszu- 
schicken. 

1.  Auf  der  festen  Curve  f  (Fig.  1)  rolle  ohne  Gleiten  die  wälzende 
w.  A  sei  der  augenblickliche  Berührungspunkt  beider,  B  und  B  seien 
die  zu  A  benachbarten  Punkte  beider  Curven,  welche  beim  Bollen  mit- 
einander zur  Deckung  kommen,  so  dass  Bog.  A  B  =  Bog.  A lf\  AM1  BM 
seien  Normalen  der  f,  deren  Schnittpunkt  M  bei  unendlich  kleinem  AB 
der  Krümmungsmittelpunkt  der  f  in  A  ist;  AM*,  B'M'  seien  Normalen 
der  w,  welche  sich  unter  derselben  Bedingung  im  Krümmungsmittelpunkte 
M'  der  tv  in  A  schneiden.  P  sei  der  beschreibende  "Punkt,  c  die  Roll- 
curve,  so  ist  bekanntlich  die  Verbindungslinie  PA  von  P  mit  dem  augen- 
blicklichen Berührungspunkte  A  die  Normale  der  c  in  P. 

In  der  zweiten  Lage  berührt  tu  die  f  in  /?,  B'M'  gelangt  in  die 
Gerade  BM,  B'P  nach  BQ,  Q  ist  der  dem  P  benachbarte  Punkt  der  r, 
QB  eine  Normale  derselben,  der  Schnittpunkt  K  von  PA,  QB  für  unend- 
lich kleine  AB  und  PQ  der  Krümmungsmittelpunkt  der  c  in  P. 

Setzen  wir 

MA=r%    AM'=r\    dP  =  p,    KA  =  g, 

♦  L  M'AP  =  q>,     L  af&P^L  MBK  =  <p\ 

LAMß  =  a9   LAM'&=*\    LAKB^ß,    LAP#=ff, 

and  nehmen  den  Sinn  MA  als  positiv,   so  ist  r  stets,   und  r^AM'  bei 

der  Lage,  wie  in  der  Figur,  positiv. 

Es  folgt  nun  aus  den  Vierecken  AMBK  und  AM' B'P 

<p  +  a  =  <p'+ßf     9  +  «'  =  V+P'> 
und  daraus 

Zsttsshxlft  f.  Mftthemfttik  n.  Physik  XXVII,  %.  0 
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1)  «  +  a=ß  +  ß\ 

Setzt  man  das  Bogenelement  AB  =  AB =rf*,  zieht  aus  P  im  Winkel 

ß'  den  Kreisbogen  AD\  aus  K  in  ß  den  AD,  so  ist  AD'=AD  =  dscosq> 

und  ,                  ,  , 

ds  ,     ds  a      dscosw  .,      dscosw 

«=-,  «  =  -7»  0  = — ,      ß= _— . 

r  r                        q  p 

Diese  Werthe,  in  1)  eingesetzt,  liefern 

2)  i+l=(i+i)-L. 

'  p        q       \r       r  J  cosq> 

2.  Man  findet  nach  dieser  Formel  q  oder  K  (Fig.  2),  wenn  man 
AN±_AP)  sodann  PM'  zieht,  beide  Linien  in  N  schneidet,  dann  NM 
zieht;  diese  trifft  die  PA  in  K.  Denn  zieht  man  KE\\MA,  schneidet 
KE  mit  NP  und  NA  in  E,  bezw.  Z>,  und  fällt  MF1.NA,  so  ergeben 
sich  aus  ähnlichen  Dreiecken  die  Proportionen 


KD  +  DE     MA  +  AM'      ,       KD+DE         r+r 
—  oder  — 


und 


RA  MF  q  rcosw 

KA  +  AP      KD+DE       _            q+p          KD  +  DE 
—  oder    = ; , 


AP  AM' 

durch  deren  Multiplication  2)  folgt.* 

Diese  Construction ,  in  Verbindung  mit  der  Gleichung  2),  drückt 
folgenden  Lehrsatz  aus:  „Wenn  man  durch  einen  Punkt  A  im  Innern 
eines  Winkels  PN  K  eine  beliebige  Gerade  MAM'  zieht,  auf  welcher  die 
Schenkel  des  Winkels  die  Strecken  MA  =  r  und  AM'=r  abschneiden,  so 
ist  für  alle  solche  Geraden 


/l    ,   1 \        1 

\r       r  J  stnNAM 


3.  Lässt  man  den  beschreibenden  Punkt  P  (Fig.  2)  verschiedene 
Lagen  auf  AP  einnehmen,  so  ergiebt  sich: 

1.  Die  Reihe  der  P  ist  projectiv  zu  der  Reihe  der  zugehörigen  K. 
Denn  beide  Reihen  sind  mit  der  Reihe  der  N  auf  AN  perspectiv  aus 
jW,  bezw.  aus  M. 

2.  So  lange  A  P  nicht  senkrecht  auf  A  M  steht  und  M  nicht  in  M'  liegt, 
ergiebt  die  Construction  zu  jedem  P  einen  davon  getrennten  Punkt 
K ,  ausser  wenn  P  in  A  fällt.  Daher  ist  A  der  einzige  Doppel- 
punkt der  Reihen  der  P  und  der  AT,  und  der  Krümmungshalbmesser 
PK  wird  Null,  wenn  P  in  A  Hegt. 

3.  Ist  A  PJ_  A  flf,  aber  nicht  M  in  M\  so  ergiebt  die  Construction  zu 
jedem  P  den  Punkt  A  als  Krümmungsmitte] punkt  K. 

*  Diese  Construction  der  Formel  2)  röhrt  vonEuler  her  (Novi  commentarii 
der  Petersburger  Akademie,  Bd.  11  für  1766,  S.  219);  der  Beweis,  den  er  zufügte, 
ist  trigonometrisch.    Den  obigen  Beweis  lieferte  mein  Sohn  Otto. 


Von  Dr.  Chr.  Wiener.  131 

4.  Ist  M  in  If,  aber  nicht  APJLAM,  so  fallt  K  in  P  und  der  Krüm- 
mungshalbmesser ist  für  jeden  beschreibenden  Punkt  =  0. 

5.  Ist  APA.AM  und  M  in  M\  so  lässt  die  Construction  den  Punkt 
K  unbestimmt.  Der  Krümmungshalbmesser  der  Rollcurve  c  ist  dann 
durch  r  und  r  nicht  bestimmt,  sondern  erst  durch  die  Art  der 
Aenderung  beider.  Im  Allgemeinen  schneiden  sich  dann  w  und  f 
in  A,  und  man  kann  sich  leicht  vergegenwärtigen,  dass  die  Roll- 
curve dann  in  P  einen  Schnabelpunkt  besitzt,  welcher  wirklich 
jede  Grösse  des  Krümmungshalbmessers  anläset. 

6.  Liegt  P  auf  MM\  z.  B.  in  Pf  so  lässt  die  gegebene  Construction 
keine  unmittelbare  Anwendung  zu.  Es  muss  aber  für  K'  nach 
Gleichung  2),  da  a>  =  0,  ps=A//f  q  —  K'A  wird,  gelten 

AP'^K'A       r^r" 

Diese  Bedingung  erfüllt  man  durch  irgend  ein  schon  bestimmtes 
solches  Paar  P,  K,  welches  auf  einer  schief  zu  AM  durch  A  gehen- 
den Geraden  liegt,  wenn  man  AN X.A P  zieht,  PP'  mit  AN  in  N' 
schneidet  und  N'K  zieht;  diese  trifft  die  AM  in  £f.  Denn  weil  P 
und  K  beschreibender  und  Krümmungsmittelpunkt  sind,  ist  nach 
Gleichung  2)  J.   J/l    .±\JL. 

AP  +  KA      \r  +  r')cosq>'} 
und  nach  dem  Lehrsatz  der  vorigen  Nummer  gilt  im  Winkel  PN'K 


±+JL=(JL+JL)J_ 

Al~ KA      \AP'^ K'A) cosq>* 


aus   welchen   beiden  Gleichungen   die  vorhergehende  folgt,   welche 
daher  durch  die  Construction  erfüllt  ist. 

7.  Die  Punktreihen  der  P  und  K  sind  die  senkrechten  Projectionen 
der  Punktreihen  der  P  und  K\  was  man  einsieht,  wenn  man  N' 
auf  AN  ins  Unendliche  rückt. 

8.  Beschreibt  man  über  AM'  und  MA  als  Durchmesser  Kreise,  so 
schneidet  jede  durch  A  gelegte  Gerade  den  ersteren  Kreis  in  einem 
beschreibenden  Punkte  P',  den  letzteren  in  dem  zugehörigen  Krüm- 
mungsmittelpunkte A"',  weil  AP"M'  und  M K" A  rechte  Winkel  sind. 
Dasselbe  gilt  von  den  Kreisen  mit  den  Durchmessern  A/yy  K'A. 

4.  Diese  Sätze  wollen  wir  auf  die  cyklischen  Curven  oder 
Radlinien  anwenden,  d.i.  auf  diejenigen  Rollcurven,  bei  welchen  die 
feste  f  und  die  wälzende  Curve  rv  Kreise,  einschliesslich  der  geraden 
Linie,  sind.     Wir  haben  sie  in  einem  früheren  Aufsatze*  unterschieden 


*  Bd.  XXVI  dieser  Zeitschrift,  S.  257.  In  diesem  Aufsätze  habe  ich  mit- 
getheilt,  dass  ich  kurz  vor  seiner  Absendung  von  einer  früheren  Veröffentlichung 
Proctor's  (London  1878)  Kenntniss  erbalten  habe,  worin  er  die  doppelte  Ent- 

9*     . 
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als  eine  Cykloide,  wenn  f  eine  Gerade  und  rv  ein  Kreis,  eine  Kreis- 
evolvente, wenn  f  ein  Kreis  und  rv  eine  Gerade,  eine  Epicykloide, 
wenn  f  und  rv  Kreise  und  rv  ausserhalb  f  liegt,  eine  Hypocykloide, 
wenn  f  und  rv  Kreise  und  rv  innerhalb  /  liegt;  und  diese  alle  als  ge- 
mein, geschweift  oder  verschlungen,  je  nachdem  der  beschreibende 
Punkt  auf  rvy  oder  mit  dem  Mittelpunkte  der  f  auf  entgegengesetzter  oder 
auf  tibereinstimmender  Seite  von  rv  liegt.  Wir  erhielten  dadurch  zwölf 
mögliche  Fälle,  wovon  wir  aber  die  vier  der  gemeinen  Curven  als  be- 
kannt hier  nicht  betrachten,  sondern  nur  daran  erinnern,  dass  die  Evo- 
luten dieser  Curven  mit  ihnen  gleichartige  Curven  sind ,  deren  Scheitel  in 
den  Spitzen  der  ursprünglichen  Curven  liegen. 

Von  den  im  angeführten  Aufsatze  nachgewiesenen  beiden  möglichen 
Entstehungsweisen  einer  verallgemeinerten  cyklischen  Curve  wollen  wir 
stets  diejenige  wählen,  bei  welcher  das  Verhältnis?  der  absoluten  Werthe 
der  Halbmesser  von  rv  und  f  das  kleinere  ist.  Der  durch  den  beschrei- 
benden Punkt  concentrisch  mit  dem  wälzenden  Kreise  gelegte  Kreis 
heisst  der  beschreibende  b. 

5.  Die  geschweifte  Epicykloide.  Es  sei  (Fig.  3)  f  der  feste 
Kreis  mit  dem  Mittelpunkte  S/1  und  dem  Halbmesser  M A%  =  r,  M'  der 
Mittelpunkt  und  A2M'—r  der  Halbmesser  des  wälzenden  Kreises  w,  wel- 
cher ausserhalb  /*,  und  ausserhalb  dessen,  unserer  Wahl  in  der  vorigen 
Nummer  entsprechend,  auch  f  liegt.  A  sei  der  innerhalb  rv  liegende 
beschreibende  Punkt,  durch  welchen  aus  M'  der  beschreibende  Kreis  b 
gezogen  ist.  A%  ist  der  Berührungspunkt  von  rv  und  /*;  der  Durchmesser 
MA%M'  schneide  b  in  den  zwei  Punkten  A  und  27",  wovon  A  der  dem 
A2  nähere  sei  und  als  Anfangslage  des  beschreibenden  Punktes  angesehen 
werde. 

Um  einen  Punkt  G  des  ersten  halben  Ganges  der  Curve  zu  erhalten, 
trage  man  auf  f  und  rv  von  A%  aus  in  entgegengesetztem  Sinne  zwei 
gleiche  Bogen,  nicht  grösser,  als  den  halben  Umfang  von  n>,  sonst  von 
beliebiger  Länge  A2G9  =  A9G'  *uf,  ziehe  den  Halbmesser  ^f'G'und  schneide 


stehungeweiße  der  verallgemeinerten  cyklischen  Curven  schon  behandelte.  Unter- 
dessen habe  ich  erfahren,  dass  die  doppelte  Entstehungsweise  noch  früher  von 
Herrn  Professor  T.  Rittershaus  veröffentlicht  worden  ist  (Verh.  d.  Vereins  f. 
Gewerbfl.  i.  Preiissen,  1874,  Heft  III,  S.  4),  aber  noch  unter  Beibehaltung  der  drei 
Arten:  Epi-,  Hypo-  und  Peri cykloide 5  und  dass  ferner  etwa  zu  der  Zeit,  als  ich 
jenen  Aufsatz  absendete  (October  1880),  in  dieser  Zeitschrift  (Bd.  XXV,  S.  263)  die 
doppelte  Entsteh ungs weiße  von  Herrn  A.  Vietor  eingehend  untersucht  und  dar- 
nach eine  neue  Eintheilungsweise  vorgeschlagen  wurde,  die  von  der  meinigen  sich 
nur  dadurch  unterscheidet,  dass  das  Wort  „gedehnt"  statt  „geschweift"  gebraucht 
ist.  Die  Kennzeichen  der  Arten  hat  Herr  Vietor  nur  der  einen,  gebrauchlicheren 
Entstehungsweise  entnommen,  während  die  von  mir  aufgestellten  für  beiderlei 
EntstehungsweiBen  zugleich  gelten. 
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ihn  mit  b  in  £".  Denkt  man  sieb  nun  das  Rollen  ersetzt  durch  eine 
Drehung  von  rv  um  M\  bis  A2  nach  £'  und  A  nach  G"  gelangt,  und 
durch  eine  darauffolgende  Drehung  von  rv  und  6  um  M,  bis  der  Berüh- 
rungspunkt von  A2  nach  G2  kommt,  so  gelangt  G"  nach  £.  Man  erhält 
G,  indem  man  die  Gerade  Gf'A2  zieht,  mit  f  in  dem  zweiten  Punkte  £'" 
schneidet,  auf  f  den  Bog.  £'"£8  =  Bog.  A2G2  macht,  die  Sehne  £2£8  zieht 
und  auf  ihrer  Verlängerung  £8£  =  A2G^  aufträgt. 

Den  Krümmungsmittelpunkt  £x  der  c  in  G  bestimmt  man  nach 
Nr.  2,  indem  man  A2GAJ_  A2G"  zieht,  sie  mit  G"M'  in  £4  schneidet,  G4M 
zieht,  mit  A9G"  in  £ß  schneidet  und  auf  £8£s  die  G2Gt=  A2G6  aufträgt. 

6.  Die  besonderen  Punkte  der  Curve  und  ihrer  Evolute  sind 
folgende: 

1)  Die  Scheitel  Ay  C  und  B,  welche  aus  den  Punkten  A  und  £" 
des  Kreises  b  entstehen.  Man  macht  auf  f  den  Bog.  A2C2  =  Umf.  tv>  zieht 
MC2,  trägt  auf  seiner  Verlängerung  C2C*=A2A  auf,  so  sind  A  und  C 
bestimmt,  ebenso  Bog.  A2B2  =  \  Umf.  w,  B2B  =  A2  B".  Die  zugehörigen 
Krümmungsmittelpunkte  Ax%  £x,  Bx  erhält  man  nach  Nr.  3,  6),  indem  man 
die  auf  irgend  einer  schief  gegen  M  A2  durch  A2  gelegten  Geraden  schon 
bestimmten  Punkte  £"£5  benutzt  (als  welche  auch  die  Fusspunkte  der 
aus  M'  und  M  auf  A2G"  gefällten  Senkrechten  dienen  könnten,  Nr.  3,  7). 
Man  zieht  nämlich  AG",  schneidet  sie  mit  A2G4  in  A4,  zieht  A4G6  und 
schneidet  sie  mit  MA  in  Ax%  macht  auch  CCl^=AAv  Entsprechend 
ff'G" Bv  2?4£6,  B6i  ß1% 

7.  2)  Der  Wendepunkt  W  der  c,  für  welchen  der  Krtimmungs- 
mittelpunkt  im  Unendlichen  liegt.  Man  construirt  zuerst  auf  M  A%  den 
zu  dem  unendlich  fernen  Krümmuugsmittelpunkte  gehörigen  beschreiben- 
den Punkt  27,  entweder  in  der  zu  der  vorigen  Construction  umgekehr- 
ten Weise,  welche  aber  in  der  Figur  nicht  angegeben  ist  (G6U4\\MA2, 
G5U4  geschnitten  mit  A2G4  in  U41  Ü4G"  geschnitten  mit  MA2  in  U)\  oder 
man  beachtet,  dass  in  Formel  2)  qp  =  0,  g  =  oot  p  =  A2D  wird,  daher, 
weil  auch  A2B'=2r\ 

A2U-7*tr"     **u~r  +  r"     A^^r  +  r" 
wo  mach  die  Construction  in  der  Figur  ausgeführt  ist. 

Nun  können  alle  unendlich  fernen  Punkte  als  auf  einem  Kreise 
liegend  angesehen  werden,  welcher  f  in  A2  berührt;  daher  enthält  der 
über  A2  V  als  Durchmesser  gezeichnete  Kreis  alle  Punkte,  deren  zugehö- 
rige Krümmungsmittelpunkte  im  Unendlichen  liegen  (3,  8). 

Der  Schnittpunkt  W"  dieses  Kreises  mit  demjenigen  b  bestimmt 
dann  in  derselben  Weise ,  wie  £"  den  £,  den  Wendepunkt  W  der  Curve 
c,  und  ihre  Normale   WW2%  welche  Asymptote  der  Evolute  ist.   £*• 
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Verändert  sich  r  von  0  zu  oo,  so  verändert  sich  A%ü  von  0  zu  r 
und  U  bewegt  sich  von  A%  zu  M' . 

Anm.  In  der  Kinematik  wird  die  Bewegung  ein  06  starren  ebenen 
Systems  in  einem  festen  System  auf  das  Bollen  einer  Curve  w  des  beweg- 
lichen auf  einer  Curve  f  des  festen  Systems  zurückgeführt.  Der  augen- 
blickliche Berührungspunkt  A%  ist  der  einzige  augenblicklich  ruhende 
Punkt  und  heisst  der  Pol  oder  das  Momentancentrum,  w  und  f 
heissen  die  Pol  bahnen  im  beweglichen,  bezw.  festen  Systeme,  U  heisst 
der  Wendepol,  der  Kreis   UfV"A2  der  Wendekreis. 

8.  8)  Zwischen  B  und  W  wird  sich  noch  ein  Punkt  G  grösster 
Krümmung  der  c  ergeben.  Er  entstehe  aus  £",  wozu  der  Krümmungs- 
mittelpunkt £s  gehört.  £"  muss  auf  dem  Kreise  b  so  bestimmt  werden, 
dass  der  Krümmungshalbmesser  GbG"  =  GXG  =  k  ein  Minimum  ist.  Finden 
wir,  dass  G  der  einzige  zwischen  W  und  B  liegende  Punkt  grössten  oder 
kleinsten  Krümmungshalbmessers  G1G  ist,  so  folgt  aus  der  Nachbarschaft  mit 
W,  worin  k  unendlich,  dass  GXG  ein  Minimum,  sodann  dass  BlB  ein  Maxi- 
mum ist.  Setzt  man,  wie  in  Nr.  1,  AlG"  —  P)  GBAs  =  q,  also  k  =  p  +  qy 
ferner  LM'A%G"—q>,  so  ergiebt  sich  aus  Gleichung  2) 

prrcosq> 

p(r+r')  —  rr ' cos  V* 
D  uferen  zirt  man  nach  q>  und  beachtet,  dass  p,  q  und  <p  veränderlich,  so 
erhält  man  nach  einer  Vereinfachung 
dq 


-r/cos*)*  |~rVW*^  -^"'C'  +  O  sin^  , 


dq>       (pir  +  r^  —  rr'cos^ 

und  daraus  nach  einer  Vereinfachung 

äk       dp  +  dq  1  \dp  ,-....«        v     i     '\  a 

—  =  — - =  --—-,; 7 ■ ;  l—  (p *{r  +  r) *  —  2prr(r  +  r)cos<p) 

d<p  dq>  (p(r-\-r )  —  rr  costpy  (dq>K  v  '       T/ 

—  p*rr'(r  +  r')  sin  qp> . 

Der  Werth  dpiily  ergiebt  sich  am  einfachsten  geometrisch  (Fig.  3  a). 
Ist  LG"A%K  —  <lq>,  schneidet  A%K  den  Kreis  b  in  K  (benachbart  dem  £"), 
ist  G"J  A_A%G"  und  _L  A%K%  sowie  M'L±A%G"  gefällt,  so  sind  die  Drei- 
ecke KJG"  und  M'LG"  ähnlich  und  es  gilt 

KJ\JG"=M'L\LG'\ 
oder,   da  KJ=  —  dp,   JG"=*p  dq>,  irfL^rsinq),  LG"=p  —  rcosq>^   auch 

dp  ___         pr'sinq) 
dq>  p —  r'cosip' 

Führt  man  diesen  Werth  in  den  Ausdruck  von  dk:d<p  ein,  setzt  diesen 
dann  gleich  Null,  so  erhält  man  als  Bedingung  eines  Maximums  oder 
Minimums  von  k}  nach  Weglassung  des  Nenners, 

0  =  —  prsin  qp  [p%  (r  +  r)%  —  2prr(r+/)cosqi\ 

—  (P  —  rco*  <p)p%rr(r  +  r')  sin  <p. 
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Diese  Gleichung  wird  erfüllt  durch  si«<p  =  0,  d.  i.  für  die  Scheitel  A  und 
Bt  und  ausserdem  nur  noch  durch 

p       _       3r 

Schneidet  man  nun  (Fig.  3  a)  <<4a  £"(=/?)  mit  dem  Kreise  w  in  Gß, 
so  ist  J2G6—2r  coscp;  errichtet  man  in  G"  und  G6  Senkrechte  zu  A2G" 
und  schneidet  sie  mit  A%M'  in  H  und  tf',  so  ist  B'  der  Endpunkt  des 
Durchmessers  A%M'  B'  des  Kreises  tv,  und  ein  Kreis  über  A%H  als  Durch- 
messer (Fig.  3)  schneidet  den  Kreis  b  in  dem  gesuchten  Punkte  £". 
H  ergiebt  sich  aber  durch  die  in  der  Fig.  3  angedeutete  Construction  aus 
(Fig.  3a)  A%H  =  A9G"  =       3r       =     fr 

A2B'~~A2G6  ~4r  +  2r        r+±r" 

Verändert  sich  r  von  0  zu  oo,  so  verändert  sich  A2H  von  0  zu  \r\ 
und  H  bewegt  sich  von  A%  bis  in  die  Mitte  von  M'  B\ 

Da  A2E>A2Ü  (Nr.  7),  so  liegt  H  zwischen  U  und  h\  G"  zwischen 
W"  und  ff\  und,  wie  vorhin  angenommen,  G  zwischen   W  und  B. 

9.  Die  Evolute  der  geschweiften  Epicykloide  besteht  für 
jeden  Gang  der  Curve,  wenn  die  Schnittpunkte  W"  und  G"  reell  sind, 
aus  zwei  ins  Unendliche  verlaufenden  Aesten  Nt  Ax  W  x  und  W'\  Gx  Bt  Rx  Sx , 
die  als  in  dem  unendlich  fernen  Punkte  Wx  zusammenhängend  betrachtet 
werden  können.  Ein  solcher  Gang  der  Evolute  besitzt  zwei  unend- 
lich ferne  Punkte  und  vier  Spitzen,  wovon  eine  (#t)  der  Curve  c 
abgekehrt  ist  (kleinste  Krümmung),  drei  (^,  £t,  Rx)  ihr  zugekehrt  sind 
(grösste  Krümmung). 

Zur  Verzeichnung    der  geschweiften   Epicykloide   mittels   Krüm- 
mungskreisen reicht  die  Construction  der  besonderen  Punkte  in  dem  Falle, 
dafts  sie  nicht  mehr,  als  einmal  den  Kreis  f  umläuft,  gewöhnlich  aus. 
I  Nimmt  r  von  0  bis  oo  zu,   so  verändert  sich  A2U  von  0  zu  r    und 

!  A%H  von  0  zu  fr'.  Nimmt,  bei  unveränderlichen  r  und  r',  r"  der  abso- 
luten Grösse  nach  von  r  zu  0  ab,  so  geht  die  Curve  c  von  der  Gestalt 
der  Epicykloide  durch  die  der  geschweiften  Epicykloide  in  den  Kreis- 
und  die  Evolute  der  c  von  der  Gestalt  einer  Epicykloide  mit  einer  Spitze 
auf  einem  Gange  durch  die  in  Fig.  3  verzeichnete  Gestalt  mit  zwei  Aesten 
und  vier  Spitzen  in  den  Punkt  M  über.  Sobald  der  abnehmende  Kreis  b  den 
Punkt  ü  durchschreitet,  rückt  W"  in  A  (d*A9U<AaM\  Nr.  7),  es  rückt 
auf  c  der  Punkt  W  in  Ay  und  bei  der  Evolute  verschwindet  der  unend- 
lich ferne  Punkt  mit  dem  äussern  Curvenaste  und  bei  weiterer  Verklei- 
nerung von  b  rückt  die  Spitze  Ax  aus  dem  Unendlichen  ins  Innere  des 
festen  Kreises  /.  Sobald  ferner  der  Kreis  b  den  Punkt  H  durchschreitet, 
rückt  G"  in  #"  oder  in  A,  je  nachdem  J2B  >  oder  <A2M'  ist  (Nr.  8), 
es  rückt  auf  c  der  Punkt  G  in  B  oder  in  A,  und  bei  der  Evolute  ver- 
schwinden Gt  und  /?,,  so  dass  nur  noch  zwei  Spitzen  AL1  Bx  vorhanden 
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sind.    Für  UM'=*  M'H  verschwinden  beide  Punkte  G  und  W,   sowie  Gx 
und   Wx  zugleich;   es  findet  dies  statt,  wenn   der  aus  den  Formeln  für 
A%ü  und  A%H  (Nr.  7  und  8)  gewonnene  Ausdruck 
ÜM'-M'H  r  /      3r'         \_  -  r»  +  2rr+2r'»_ 

A%&       ~*      2(r+r')      V4r  +  2r'      V  ~  2(r+r')(2r  +  r')   ~ü' 


oder  wenn 


:j(^3-l)  =0,366..  .r 


wird,  wobei  das  andere  Zeichen  der  Wurzel  weggelassen  ist,  da  wir 
die  Entstehungsweise  mit  r  >  0  gewählt  haben.  Je  nachdem  dagegen 
UM'^  M'H  und  r'^0,366r,  verschwindet  zuerst  G  oder  zuerst  W, 

10.  Die  verschlungene  Epicykloide  ist  in  Fig.  4  an  entspre- 
chenden Punkten  mit  tibereinstimmenden  Buchstaben ,  wie  die  geschweifte, 
bezeichnet.  Bei  ihr  ist,  absolut  genommen ,  r">r\  daher  schneidet  der 
Kreis  b  die  Hilfskreise  A%U,  ASH  nicht,  und  die  Punkte  W  und  G  kom- 
men auf  der  Curve  c  nicht  vor.  Jeder  Gang  derselben  besitzt  einen 
Scheitel  A  grösster  und  einen  B  kleinster  Krümmung,  und  jeder  Gang 
der  Evolute  zwei  Spitzen  Ax  und  Bx. 

Einen  allgemeinen  Punkt  P  und  Px  der  Curve  c,  bezw.  ihrer 
Evolute  erhält  man,  wenn  man  aus  A%  einen  beliebigen  Strahl  zieht, 
dessen  einer  Schnittpunkt  mit  dem  Kreise  b  der  Punkt  P"  sei,  zu  P" 
den  Krümmungsmittelpunkt  P6  bestimmt  (5)  und  daraus  P  und  /',  her- 
stellt. Einen  bemerkenswerten  Punkt  E  gewinnt  man,  wenn  man 
A%E" \LMA%  oder  als  Tangente  an  f  und  rv  zieht;  dann  fällt  E5  in  A2 
(3,  S).  Hieraus  leitet  man  die  Punkte  E  und  Ex  ab ,  für  welche  die  Nor- 
male EEX  der  c  zugleich  die  Tangente  der  Evolute  und  des  Kreises  f  in 
Ex  ist.  Ausser  A,  /?,  C,  E  wird  ein  zweckmässig  durch  einen  Strahl  A%f 
gewähltes  Punktepaar  zur  Verzeichnung  eines  Ganges  beider  Curven 
bei  nicht  mehr  als  einmaligem  Umlaufen  der  c  um  M  gewöhnlich  genügen. 

Der  Doppelpunkt  D  der  c  liegt  auf  ihrer  Symmetrielinie  MA%. 
Er  entsteht  aus  dem  Punkte  B"  des  Kreises  6,  der  so  liegt,  dass,  wenn 
man  die  Gerade  MB"  mit  f  in  Be  und  die  M' D"  mit  rv  in  B'  schneidet, 
Bog.  AtBe=  Bog.  A%Ü  ist  Denn  dreht  man  zuerst  tv  um  M\  bis  A%  nach 
/>'  und  A  nach  B"  kommt,  so  muss  man  dann  noch  w  um  Jf  drehen,  bis 
B6  nach  ^,  also  />"  sammt  der  Geraden  MBeB"  in  die  Gerade  MA%  ge- 
langt. Man  kann  B"  durch  eine  Fehlercurve  ermitteln,  bestimmt  durch 
die  Schnittpunkte  von  Strahlen  aus  M  und  Jf\  welche  auf  /",  bezw.  auf 
w  von  A%  aus  in  gleichem  Sinne  gleiche  Bogen  abschneiden. 

11.  Wenn  bei  unveränderlichen  r  und  r  die  Grösse  r"  von  r  bis 
oo  wächst,  so  verändert  sich  die  Evolute  von  der  Gestalt  einer  Epi- 
cykloide aus,  indem  zu  der  Spitze  Bx  noch  die  Ax  hinzutritt,  und  wird 
für  r"=oo  wieder  zu  einer  Epicykloide,  indem  der  Satz  gilt: 
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„Die  Evolute  der  verschlungenen  Epicykloide  mit  unendlich  fernem 
beschreibenden  Punkte  ist  auch  die  Evolute  einer  gewöhnlichen  Epi- 
cykloide mit  demselben  festen  und  mit  einem  wälzenden  Kreise,  dessen 
Halbmesser  halb  so  gross,  wie  im  ersten  Falle  ist." 

Denn  ist  im  ersten  Falle  B"  (Fig.  5)  der  beschreibende  Punkt  mit 
r"=oo,  und  dreht  man  w  um  M\  bis  tf  nach  P"  und  B*  nach  P'  ge- 
langt, so  bestimmt  man  auf  A2P"  den  zu  P"  gehörigen  Krümmungsmit- 
telpunkt P5  dadurch  (Nr.  5),  dass  man  A2P4JlA2P"  zieht  und  mit  P"M' 
in  P4  schneidet,  worauf  P4M  die  ^tP"in  P5  trifft;  und  aus  Pb  bestimmt 
man  Pi ,  wobei  Bog. A% P%  =  Bog.  B'P\  Lf,P2Pl^L f,  A2 P5  und  P2 Px  =  A2 P6 
wird.  Ist  aber  für  die  Epicykloide  der  wälzende  Kreis  der  mit  dem  Durch- 
messer A2M'=r  und  dem  Mittelpunkte  M",  ist  ferner  M'  der  beschrei- 
bende Punkt,  und  dreht  man  den  wälzenden  Kreis  um  M'\  bis  M'  nach 
P"  auf  A2P'  kommt,  und  bestimmt  zu  P"  den  Krümmungsmittelpunkt, 
indem  man  P"  M"  mit  A2PA  schneidet,  so  geschieht  dies  in  dem  schon 
erhaltenen  Punkte  P4>  weil  jeder  dieser  Punkte  der  zweite  Schnittpunkt 
der  Geraden  A2P4  mit  dem  Kreise  A2M'  ist;  der  frühere  wegen  A2P4M' 
=  90°  und  A2M'  ein  Durchmesser,  der  letztere  wegen  P"A2PA  =  90°  und 
P"]M'"P4  ein  Durchmesser.  PAM  schneidet  dann  auf  A2P"  den  auch  zu 
P"  gehörigen  Krümmungsmittelpunkt  P6  ein.  Weil  ausserdem  Bog.  M' P" 
=  Bog.  ffPy  also  bei  der  Debertragung  =  Bog.  A2P2,  so  fallen  auch  difc 
Geraden  P2PX  und  die  Punkte  Px  für  beide  Evoluten  zusammen.  Daher 
sind  die  Evoluten  dieselben ,  mögen  die  Werthe  von  (r,  /,  r")  gleich 
(r,r\  oo)  oder  gleich  (r,  \r\  $r)  sein. 

12.  Die  geschweifte  Hypocykloide.  Bei  ihr  ist  der  Halb- 
messer des  wälzenden  Kreises  negativ;  und  wenn  wir  durch  r  seinen 
absoluten  Werth  bezeichnen,  so  tritt  in  den  Formeln  für  die  Epicykloide 
—  r  an  die  Stelle  von  r'.  Von  den  beiden  möglichen  Entstehungsweisen 
wählen  wir  wieder  diejenige,  bei  welcher  der  absolute  Werth  von  r:r 
nicht  der  grössere,  also  r'<£r  ist.  Diese  Curve  besitzt  wieder  im  All- 
gemeinen den  Wendepunkt  W  (Fig.  6)  und  den  Punkt  der  gröss- 
ten  Krümmung  £.     Die  Formeln  der  Nr.  7  und  8  werden  zu 

jV[__J^         A2H  _     fr 
A2B'~7^r"     A2B'~r-±r" 

wonach  die  Hilfskreise  mit  den  Durchmessern  A2U  und  A%H  verzeichnet 
sind.  Schneiden  sie,  wie  in  der  Figur,  den  Kreis  b  in  den  Punkten  W, 
bezw.  £",  so  sind  die  Punkte  W  und  G  reell,  deren  Construction  wie 
bei  der  geschweiften  Epicykloide  ausgeführt  wird. 

Wenn  r  von  0  bis  \r  zunimmt,  so  verändert  sich  A2U  von  r'(=0) 
zu  2r  und  A2H  von  $r'  zu  2/.  Die  Formeln  ergeben,  wenn  man  A2H 
und  —  A2Ö  entwickelt,  dass,  so  lange  nicht  r'=^r,  A2B'>  A2H>  A2U 
>A%M'.     Nimmt  daher  r"  von  r   bis  0  ab,  so  rückt  erst  23T,  dann  U in 
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B'\  auf  der  Curve  erst  G,  dann  W  in  #,  und  auf  der  Evolute  erst  Gl 
und  /?]  in  B4}  dann  verschwindet  der  unendlich  ferne  Punkt  Wx  mit  dem 
äussern  Aste  der  Evolute,  bis  zuletzt  c  ein  Kreis,  die  Evolute  der  Punkt 
M  wird. 

13.  Die  verschlungene  Hypocykloide  (Fig.  7)  entbehrt  der 
Punkte  W  und  G.  Die  Evolute  besitzt  zwei  Spitzen  auf  jedem 
Gange  und  wird,  entsprechend  wie  die  verschlungene  Epicykloide,  für 
r"=oo  zu  einer  gemeinen  Hypocykloide,  die  auch  die  Evolute  einer  an- 
dern Hypocykloide  mit  den  Maassen  r,  £r'  ist. 

Bekanntlich  gehen  die  geschweifte  und  verschlungene  Hypocykloide, 
wenn  r  =  ^r  wird,  in  die  Ellipse  über,  welche  zwei  Gänge  dieser  Curve 
darstellt.  Die  Entstehung  der  Evolute  der  Ellipse  ist  bei  der  ver- 
schlungenen Hypocykloide  am  leichtesten  zu  übersehen. 

14.  Die  geschweifte  Cykloide  (Fig.  8)  ist  der  besondere  Fall 
der  geschweiften  Epi-  und  Hypocykloide,  in  welchem  r  =  oo  wird.  Für 
die  beiden  Hilfskreise  wird  daher  nach  Nr.  7  und  8 

A%  ü=  ±A2B'=r\     A%H=\A%  B* '  =  %r. 
Daher  fällt  0  in  M'  und  A2  W"  ist  eine  Tangente  an   den  Kreis  6,  so 
dass  man  den  Hilfskreis  A%  U  entbehren  kann. 

15.  Die  verschlungene  Cykloide  (Fig.  9)  ist  durch  ihre 
Scheitel  A,  tf,  C,  ihren  Schnittpunkt  E  mit  der  Bahnlinie  [,  ihren  Dop- 
pelpunkt D  und  die  zugehörigen  Krümmnngskreise  gezeichnet,  ihre  Evo- 
lute durch  die  entsprechenden  Punkte. 

16.  Die  geschweifte  Kreisevolvente  (Fig.  10).  Bei  ihr  ist 
r'=r"=oo,  daher  nach  Nr.  7  und  8 

A%ü=r,  4,ff=3r,  AtRx  =  \A%H=\r. 
Die  so  bestimmten  Kreise,  welche  nämlich  A%U  zum  Durchmesser,  bezw. 
Hi  zum  Mittelpunkt  und  HXA%  zum  Halbmesser  haben,  schneiden  b  in 
den  Punkten  W"  und  G",  bestimmen  dadurch  auf  c  die  W  und  G,  und 
auf  der  Evalute  Wx  und  Gx.  Die  ganze  Evolute,  der  nur  ein  Gang 
zuzuschreiben  ist,  besitzt  im  Allgemeinen  zwei  Aeste,  zwei  Asymptoten 
und  drei  Spitzen.  Sie  schneidet  den  Kreis  f  in  einem  Punkte  JXJ  den 
man  erhält,  wenn  man  den  Punkt  JA  auf  f  so  bestimmt,  dass  sein  Ab- 
stand J4J"  von  b  gleich  dem  Durchmesser  A^M  N  von  f  ist.  Das  Dreieck 
J4A%J"  hat  mit  demjenigen  A9J4N  zwei  Seiten  und  den  eingeschlossenen 
Winkel  (J4  und  A9)  gleich,  ist  also  mit  ihm  congruent  und  daher  bei  A%  recht- 
winklig, der  zu  /'gehörige  Krümmungsmittelpunkt  f" ergiebt  sich  dann  in 
gewöhnlicher  Weise  durch  fJ4  JL&i  A9J4JlA9J'\  durch  den  Schnittpunkt  J4 
beider  Linien,  und  den  Schnitt  von  J"A2  mit  «74Af,  welcher  auf  fmf"  liegt, 
weil  Z./442/"==90°.  Aus  /'"ergiebt  sich  dann  der  Schnittpunkt /8  der 
Evolute  mit  tv  in  gewöhnlicher  Weise  durch  Bog.  J"'JZ  =  J%Jl '=  AJ'\   Man 
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erkennt  leicht,  indeiri  man  G  als  laufenden  Punkt  ansieht,  dass,  wenn 
G"  von  A  aus  über  J"  hinausrückt,  GA  ausserhalb  und  G6  innerhalb  des 
f  gelangt,  so  dass  die  Evolute  der  c,  mit  Ausnahme  für  das  endliche  Stück 
zwischen  den  beiden  Punkten  /,  innerhalb  f  liegt.  Ausserdem  wird  mit 
dem  sich  über  J"  hinaus  entfernenden  G"  die  Sehne  A%G'"  kleiner  und 
kann  jede  beliebige  Kleinheit  erreichen ,  während  zugleich  der  Abstand 
des  Gb  von  /"klein  von  der  zweiten  Ordnung  wird,  woraus  folgt,  dass  sich 
die  Evolute  der  c  dem  festen  Kreise  f  von  innen  asympto- 
tisch annähert. 

Wächst  /—/'=■  A%A  von  Null  an,  so  verschwinden  zuerst  für  A2A  =  r 
die  Wendepunkte  W  der  c  und  der  eine  Ast  der  Evolute,  während  der 
andere  Ast  eine  unendlich  ferne  Spitze  Ax  erhält  neben  den  beiden  im 
Endlichen  liegenden  Spitzen  £t.  A  ist  dann  ein  Flachpunkt  der  c.  Für 
A9A=z2r  tritt  die  Spitze  Ax  auf  den  Kreis  f  (Gleich.  2)  und  kein  Punkt 
der  Evolute  liegt  mehr  ausserhalb  f\  für  A2A  =  3r  vereinigen  sich  die 
beiden  G,  mit  Ax ,  so  dass  nur  noch  eine  Spitze  besteht.  Diese  nähert  sich 
mit  weiter  wachsendem  A%A  von  N  her  dem  M,  worin  für  AtA  =*co  sie 
(Nr.  3,  6)  und  die  ganze  Evolute  anlangt. 

17.  Die  verschlungene  Kreisevolvente  (Fig.  11).  Ein  all- 
gemeiner Punkt  P  mit  Pt,  der  Doppelpunkt  />,  die  Spitze  Ax  zu  A  sind 
nach  dem  allgemeinen  Verfahren  bestimmt.  Der  Schnittpunkt  F  der  c 
und  /'entsteht  aus  dem  Schnittpunkte  f'der  b  und  /*,  indem  man  Bog. ^/^ 
z=A$F'=AF"  und  Bog.  /'8  F  =  Bog.  A%  F"  macht.  Die  Evolute  schliesst 
sich  wieder  dem  Kreise  f  asymptotisch  von  innen  an.  Wächst  r"—r 
=  A%A  von  Null  an,  so  rückt  At  von  A2  gegen  M\  für  A2A  =  r  wird  die 
Curve  zur  Archimedischen  Spirale,  indem  b  durch  M  geht  und  die 
Bewegung  des  P"  auf  b  gegen  M  mit  der  Drehungsbewegung  des  b  pro- 
portional wird;  Ax  liegt  dann  in  der  Mitte  von  AA2,  indem  in  Gleich- 
ung 2)  <p  =  0,  r'=oe,  p  =  — r,  daher  ?  =  4r  wird.  Bei  weiter  wachsen- 
dem A2A  verschwindet  mit  A2A  =  2r  der  Schnittpunkt  F,  und  die  Spitze 
Ax  nähert  sich  immer  mehr  dem  My  worin  sie  und  die  ganze  Evolute  für 
A2A  =  oo  anlangt. 

Karlsruhe,  im  October  1880. 


VII. 
Ueber  Distanzrelationen. 

Von 

E.  Study  in  Leipzig. 


Die  Lehre  von  den  Distanzrelationen  und  Tetraederpro ducten  ist 
neuerdings  mehrfach  ausführlich  behandelt  worden:  so  von  Baltzer, 
welcher  in  seinem  Buche  „Theorie  und  'Anwendungen  der  Determinanten  " 
§§16  und  17  zuerst  eine  zusammenhängende  Darstellung  der  einzelnen,  bis 
dahin  nur  zerstreuten  Sätze  gab;  dann  von  Darboux*,  Frobenius**, 
d'Ovidio***  u.A.  in  verschiedenen  Aufsätzen. 

Baltzer  und  Frobenius  gewinnen  ihre  Resultate  unter  Zugrunde- 
legung des  ©artesischen  Coordinatensystems  hauptsächlich  durch  Multi- 
plication  gewisser  Determinanten;  Darboux,  der  ebenso,  wie  Frobe- 
nius, interessante  geometrische  Anwendungen  giebt,  durch  gleichzeitige 
Benutzung  und  geschickte  Verknüpfung  zweier  verschiedener  Coordinaten 
Systeme,  von  welchen  das  eine  mit  der  Natur  des  Gegenstandes  in  engem 
Zusammenhange  steht,  mit  Hilfe  der  Metboden  der  neueren  Algebra; 
d'Ovidio  endlich  giebt  eine  Verallgemeinerung  der  Theorie  unter  Anwen- 
dung  der  projectiven  Maassbestimmung  auf  beliebig  viele  Dimensionen. 

Es  ist  nun  der  Zweck  dieser  Arbeit,  zu  zeigen,  dass  man  diese 
metrischen  Relationen  aus  gemeinsamem  Ursprung  auf  eine  äusserst  ele- 
mentare Weise  ableiten  kann,  indem  sie  sich  als  sehr  einfache  Consequen- 
zen  bekannter  elementarer  Sätze  darbieten,  so  dass  man  leicht  nicht 
nur  zur  Erkenntniss  ihrer  factischen  Geltung,  sondern  auch 
zur  Einsicht  ihrer  inneren  Nothwendigkeit  gelangt. 

Diese  Einfachheit  der  Entwickelung  ist  zum  Theil  durch  die  enge 
Verknüpfung  bedingt,  welche  die  Distanzrelationen  mit  den  Eigenschaften 


*  „Sur  les  relations  entre  les  groupes  de  points,  de  cercles  et  de  spheres 
dans  le  plan  et  dans  Fespace"  in  Ann.  de  l'ßcole  norm.,  1872. 

*•  „Anwendungen  der  Determinanten  auf  Geometrie'*,  Crelle's  J.,  J.  79. 
***  „  Alcune  proprieta  metriche  etc."  in  Atti  della  Academia  dei  Lincei  Ser.  II 
Vol.  III,  1875/76,  S.  260;  andere  Aufsätze  ebenda  S.  661,  723,  Ser.  III  Vol.  I  S.  929 
(1877).  —  Von  anderen  Arbeiten  ist  mir  namentlich  von  Nutzen  gewesen:  Bauer, 
„Bemerkungen  über  einige  Determinanten  geometrischer  Bedeutung"  in  den  Ver- 
handlungen der  mathematischen  Classe  der  königl.  bayr.  Akademie,  München  1872. 
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des  Schwerpunktes  verbindet,  and  dann  dadurch,  dass  sich  von  diesem 
Gesichtspunkte  aus  die  Einführung  eines  willkürlichen  Coordinatensystems 
(und  so  mnss  hier  ein  jedes  mit  Ausnahme  des  barycentrischen  bezeich- 
net werden)  als  überflüssig  erweist,  wodurch  fremde,  die  Uebersicht 
erschwerende  Elemente  vermieden  werden. 

Was  die  Darstellung  betrifft ,  so  glaubte  ich  mich  bei  dem  so  vielfach 
bebandelten  Gegenstande  auf  die  Grundzüge  beschränken  zu  müssen,  um 
so  mehr,  als  in  fast  allen  Fällen ,  wo  es  sich  um  weitere  Ausführung  und 
Umformung  der  einzelnen  Sätze  handelt,  nur  Herrn  Darb ouxf  elegante 
Darstellungen  zu  wiederholen  gewesen  wären;  doch  habe  ich  mir  erlaubt, 
in  einem  Anhang  zu  den  zahlreichen,  von  den  Herren  Frobenius  und 
Darboux  gegebenen  geometrischen  Anwendungen  einige,  zum  Theil  viel- 
leicht neue  hinzuzufügen. 

Ebenfalls  der  Kürze  wegen  unterliess  ich ,  bei  jedem  einzelnen  Satze 
den  Entdecker  anzuführen,  und  verweise  in  dieser  Hinsicht  auf  obige 
Autoren,  besonders  Baltzer.  —  Auf  die  von  Herrn  d'Ovidio  an- 
gewandte projective  Maassbestimmung  bin  ich  für  jetzt  nicht  ein- 
gegangen; dagegen  ist  die  Theorie  auch  hier  für  beliebig  viele  Dimen- 
sionen entwickelt,  und  jeder  Satz  bezieht  sich,  wo  nicht  das  Gegentheil 
bemerkt  ist,  auf  den  ebenen  Baum  von  n  Dimensionen. 

Das  Gebilde,  das  aus  einem  solchen  Räume  vermittelst  einer  Trans- 
formation durch  reciproke  Radien  hervorgeht,  ist  im  Folgenden  als  ,, Kreis 
von  n  Dimensionen "  bezeichnet.  Unter  einer  „  Pyramide  von  n  Dimen- 
sionen "  ist  der  einfachste  Körper  nUx  Dimension  verstanden,  der  durch 

(  )  Ecken,  (     9    )  Kanten  u.  s.  w.  begrenzt  wird. 

Durch  die  Ausdehnung  auf  eine  beliebige  Dimensionenzahl  wird  auch 
für  den  gewöhnlichen  Raum  von  drei  Dimensionen  ein  Vortheil  erreicht; 
denn  die  hierdurch  entstehende  Complication  der  Beweise  ist  unbeträcht- 
lich, und  man  wird  so  in  den  Stand  gesetzt,  Sätze,  die  sonst  getrennt 
erscheinen,  gemeinschaftlich  zu  betrachten;  auch  tritt  das  Gesetz  der  in 
den  betreffenden  Relationen  vorkommenden  numerischen  Coefficienten  erst 
bei  beliebigem  n  deutlich  hervor. 


Es  seien  £,  Jn  A%,  ...  An+\  Punkte  eines  ebenen  Raumes  Ä",  und 
je  n  +  1  derselben  von  einander  unabhängig;  bezeichnen  wir  dann  die 
nicht  verschwindende  Pyramide  ^..Ji-iS^i.,.^+i  mit  <**  und 
geben  ihr  das  positive  oder  negative  Vorzeichen,  je  nachdem  der  Raum 

Äj""1  =  (i*!...  ^*-i  4fc+i.-»-4i+i)  von  der  Geraden  AkS  ausserhalb  der 
Strecke  AkS  getroffen  wird  oder  nicht,  ertheilen  wir  folglich  der  Pyramide 
Ai...AH^.x  das  positive  Volumen  £<**,  so  ist  S  durch  die  Verhältnisse 
der  Grössen  al...an+i    eindeutig  bestimmt,   und  der  Schwer- 
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also 


punkt  eines  Massensystems,   in  welchem  jeder  Punkt  Ak  mit 
der  mit  gleichem  Index  versehenen  Masse  ak  behaftet  ist 
Die  Gerade  AkS  trifft  nämlich  den  Raum  tfj""1  in  einem  Punkte  Sk 

SkS  __  Al  ...  Ak^t  SAk  + 1  ...An+\  _   ak 
SkAk      Ax...  Ak—\AkAk  +  % ...  An+\  ~~  £uk 
Bezeichnet  man  nun  die  Pyramide  «  —  lter  Dimension 
Ax ...  ^*—i^*+i  ...Ap^ \Sk  Ap  +  \  ...AM+x 
mit  ßp   und  bestimmt  die  Vorzeichen  nach  einem  dem  obigen  ganz  ana- 
logen Gesetz,  so  besteht  die  Proportion 

a,  :  ct% .   . :  «*_!  :  cr*+1 . . . :  a,+i  =  0, :  ßt  . . . :  ßk_ ,  :  /3fc+,  . . .  :  |8Ä+1; 
denn   es   ist,   wenn   Ä*  nnd  ht  die  von  den  Punkten  Ak  und  S  auf  den' 
Raum  AjJ"~    gefällten  Lothe  bezeichnen, 

+  cti  =  Ax . . .  Ai^i  S  Ai+% . . .  Am+t 

—  ±  A\  ' ' '  4—1  Sk  4+i  •  •  •  -4fc-l  AkAk+\  . . .  An+\ 

+  ^1,..i,_iSjt4+i...4-i  5  Ak+\...An+x 
n  w 

Der  für  «  =  1  evidente  Satz  ist  hiermit  für  beliebiges  n  bewiesen,  weil 
seine  Giltigkeit  anf  den  Fall  eines  Raumes  von  n  —  \  Dimensionen  zu- 
rückgeführt ist. 

Der  Punkt  S  kann  leicht  construirt  werden,  indem  man  zunächst 
nur  den  Schwerpunkt  von  zwei  Punkten  des  Massensystems  aufsucht, 
dann  zu  «diesem  einen  neuen  Punkt  hinzunimmt,  und  so  fort,  bis  die 
n  +  1  Punkte  Ak  erschöpft  sind.  Diese  Construction  führt  auch  dann 
noch  zum  Ziele  >  wenn  die  Punkte  Ak  in  einem  Räume  von  m  <  n  Dimen- 
sionen enthalten  sind ,  die  Volume  der  Pyramiden  ak  also  verschwinden. 
Die  Verhältnisse  der  letzteren  lassen  sich  dann  auf  unendlich  viele  Arten 
so  bestimmen,  dass  man  einen  und  denselben  Punkt  £  erhält,  und  man 
kann  noch  n  —  m  Bedingungen  vorschreiben,  denen  sie  genügen  sollen, 
eine  Freiheit,  welcher  wir  uns  später  bedienen  werden. 

Die  Punkte  Alt..An+\  bilden  mit  dem  Punkte  S  ein  „indiffe- 
rentes Massensystem"  (Reye  in  Crelle's  Journal,  J. 72),  wenn  wir 
S  die  Masse  —  £ak  beilegen.  Ueberhaupt  wird  ein  solches  von  v=*n  +  2 
Punkten  gebildet,  wenn  man  jedem  Punkte  Ak  die  Masse  der  ihm  gegen- 
überliegenden Pyramide  ak  zuertheilt  und  die  Vorzeichen  so  wählt,  dass 
£ak  verschwindet,  was  (abgesehen  von  der  entgegengesetzten  Vorzeichen- 
bestimmung) nur  auf  eine  Art  möglich  ist* 

*  Es  kann  dies  im  Allgemeinen  ausgeführt  werden,  indem  man  jedem  Punkte 
Ak  eine  positive  oder  negative  Masse  beilegt,  je  nachdem  er  von  dem  durch  die 
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v>w  + 2  Punkte  können  auf  unendlich  viele  Arten  zu  einem  indif- 
ferenten System  verbanden  werden. 

Wir  können  nunmehr  den  Satz  beweisen,  der  als  die  eigentliche 
Quelle  der  im  Folgenden  betrachteten  Relationen  zwischen  Punkten  und 
Kreisen  angesehen  werden  kann,  welche  sich  alle  ans  ihm  ohne  Schwie- 
rigkeit ergeben  und  durch  welchen  zugleich  der  Zusammenhang  dieser 
Theorie  mit  den  Schwerpunktseigenschaften  klar  hervortritt. 

Ist  nämlich 


(AX...A*\ 


ein  indifferentes  System  eines  Baumes  Ä"  und  0  ein  ganz 
beliebiger  Punkt,  so  hat  die  Summe  £OAk*.ak  einen  constan- 
ten,  von  dem  Punkte  0  ganz  unabhängigen  Werth;  es  ist  für 
jede  Lage  von  0  die  Gleichung  erfüllt 

1)  2kOAk*.*k  =1  Zp2qAp  V(«p  +  «9)- 

Fällt  man  nämlich  aus  den  Punkten  Ak  Senkrechte  hk  auf  einen 
beliebigen  Raum  i^*  welcher  mit  Ä"  in  einem  und  demselben  Räume 
Ä*+!  liegt,  so  kann  man  leicht,  ähnlich  wie  oben,  durch  den  Schluss 
von  n  auf  w  +  1  darthun,  dass  die  Summe  2hkak  (das  statische  Moment 
des  Systems  in  Bezug  auf  /?,")  verschwinden  muss.  Sind  nun  0  und  Q 
zwei  Punkte  des  Raumes  Rn+\  der  eine  derselben,  0,  also  ein  ganz 
beliebiger  Punkt,  und  OP  eine  Normale  von  R">  so  kann  man  dies 
offenbar  auch  durch  die  Gleichung 

2)  £QAk.cosQAk}  PO.ak  =  Q 
ausdrücken. 

Nun  ist  aber  nach  einem  elementaren  Satze 

2PO.QAkcosQAk,  />ö  =  0Q*+  PAf-  QP*-  OAk* 
und    aus   der   hieraus  mit   Berücksichtigung   der   Identität   2ak=0   ent- 
springenden Gleichung 

20Ak*.ak  =  £PAk*.ak 
folgt  obiger  Satz. 

Für  /i=l  nimmt  er  die  bekannte  einfachere  Form  des  Stewart- 
sehen  Satzes  an,  von  welchem  man  bei  der  Beweisführung  ebenfalls  aus- 
geben kann: 

„Liegen  drei  Punkte  Al%  A%,  J3  in  einer  Geraden,  so  gilt  für  jeden 
Punkt  0  die  Gleichung 

OA*.A%Az  +  OA%*.AsA1  +  OA*.AxA%  +  AiAs.AsAl.A1A%  =  0." 


übrigen  Punkte  gelegten  Kreise  nter  Dimension  aus-  oder  eingeschlossen  wird; 
liegen  alle  Punkte  auf  einem  Kreise,  so  erhält  man  die  Vorzeichen  durch  einen 
Grenzübergang.    Vergl.  den  weiteren  Text 
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Unser  Satz  1)   bleibt  auch   dann   noch  richtig,  wenn   man   an   die 
Stelle   der  Quadrate  der  Entfernungen   die  gemeinschaftlichen  Potenzen 
beliebiger   um   die  Punkte  beschriebener  Kreise  setzt,    wie  man  leicht 
erkennt,  wenn  man  von  der  Gleichung  1)  die  Identität 
abzieht.  %  <W+r*»)«t  =  2*rt«.«t  v 

Bezeichnen  wir  mit  po*>  Pik  die  gemeinsame  Potenz 
0Ak%  —  r0*  —  rk*  =  2 r0rk  cosQk 

der  Kreise  (0),  (^*),  resp.  (4)f  C4b)t  und  mit  nk  die  gemeinschaftliche 
Potenz  des  Kreises  {Ak)  und  eines  Orthogonalkreises  *  (-/*)  der  n  +  1 
Kreise  (Ax) . . .  (^*_i),  (^+t)  •  •  •  (^) j  so  lässt  sich  unser  Satz ,  wenn  man 
den  veränderlichen  Kreis  (0)  einmal  mit  (-/*)  zur  Deckung  bringt,  auch 
auf  die  Form 

3)  ShPoh-  «*  =  **«* 

bringen,  von  welcher  wir  bei  dieser  Untersuchung  ausgehen  wollen. 

Beiläufig  ergiebt  sich: 

„  Bildet  man  von  n  +  2  Kreisen  die  gemeinschaftliche  Potenz  irgend 
eines  und  eines  Orthogonalkreises  der  übrigen  n  +  1  Kreise,  multiplicirt 
mit  dem  Volumen  der  von  den  Mittelpunkten  der  letzteren  gebildeten 
Pyramide,  so  haben  alle  diese  Producte  denselben  Werth."** 

Da  Zctk  =  0 ,  so  folgt  hieraus  noch 

Die  Beziehung  der  beiden  Kreissysteme  . . .  (Ak) . . .  und  . . .  (A'k) . . . 
ist  eine  durchaus  wechselseitige,  wenn  die  Mittelpunkte  der  Kreise  des 
zweiten  Systems  ebenfalls  in  einem  Räume  von  n  Dimensionen  enthalten 
sind;  man  erkennt  leicht,  dass  in  diesem  Falle  die  Pyramiden  ak  des 
einen  Systems  den  ihnen  entsprechenden  Pyramiden  ak  des  andern  pro- 
portional sind. 

Sind  z.  B.  Aiy  A21  A3,  AA  Punkte  einer  Ebene  und  A\  der  Mittel- 
punkt des  Kreises,  der  durch  A2ASA4  geht,  so  theilen  sich  die  Geraden 
AXA%  und  A%A4  in  demselben  Verhältnisse,  wie  die  entsprechenden  AtxÄs 
und  Ä%Ä k\  u.  s.  w. 

Besitzen  die  v>n  +  2  Kreise  einen  gemeinschaftlichen  Orthogonal- 
kreis  (n  —  1er  Dimension),  so  wird  die  Constante  der  rechten  Seite  der 
Gleichung  3)  Null,  und  wir  erhalten  als  Relation  zwischen  den  gemein- 
samen Potenzen  eines  beliebigen  Kreises  und  der  Kreise  eines  solchen 
Systems  die  Gleichung 

*  Der  Mittelpunkt  desselben  A\  wird  im  Allgemeinen  ausserhalb  des  Raumes 
2T  angenommen;  v  wird  hier  =  n-f-2  vorausgesetzt. 

**  Hierin  liegt  die  Rechtfertigung  der  oben  über  die  Bestimmung  der  Vor- 
zeichen der  Massen  a*  gemachten  Bemerkung. 
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5)  HPok-Vk^0- 

Zu  weiteren  Sätzen  gelangt  man  durch  Elimination  der  Grössen  a* 
ans  den  Gleichungen  3)  und  5).  Man  erreicht  dieselbe  wohl  am  ein- 
fachsten, wenn  man  den  veränderlichen  Kreis  (0)  der  Reihe  nach  mit  v 
beliebigen  Kreisen  (#x)..-  (#*>)  zusammenfallen  lässt,  und  gewinnt  so  eine 
Reihe  von  Distanzrelationen,  die  durch  verschwindende  Determinanten 
dargestellt  werden. 

Obgleich  dieselben  sich  später  bei  Berechnung  der  Pyramidenprö- 
ducte  ganz  von  selbst  darbieten,  so  sollen  doch  ihre  directen  Beweise 
mit  den  nächstliegenden  Folgerungen  hier  kurz  angeführt  werden. 

Zunächst  ergiebt  sich  aus  Gleichung  3)  mit  Zuziehung  der  Identität 
£ak  =  0  als  Relation  zwischen  den  gemeinsamen  Potenzen  von  v  >  «  +  2 
Kreisen  eines  n  >  dimensionalen  Raumes  und  ebenso  vielen  beliebigen 
Kreisen : 


6) 


1 

Pn 


1 
Pu 


=  0,« 


1      p9\    ...    p„ 

eine  Gleichung,  aus  der  nach  dem  Zusammenfallen  beider  Systeme  die 
Bedingung  hervorgeht,  welche  nothwendig  erfüllt  sein  muss,  wenn  n  +  2 
Punkte  in  einem  Räume  von  n  Dimensionen  liegen  sollen.  (Dass  diese 
Bedingung  auch  ausreichend  ist,  erkennt  man  später  aus  Gleichung  20.) 
Bezeichnen  wir  mit  ok  den  Radius  des  Kreises  (ß*)  and  mit  coSik 
den  Cosinus  des  Winkels  der  Kreise  (4)  und  (/?*)  (dieser  „Winkel41  ist 
durch  die  Gleichung 

Ji  Bk*  —  r,2—  qk%  =  pik  =  2r,  o*  cosik 

definirt,    also   von   der  Dimension   und  Stellung  der  beiden  Kreise  ganz 
unabhängig),  so  können  wir  die  Gleichung  6)  auch  in  der  Form 


7) 


0     I 

1 

—       COS. 


-       COS,{ 


COS\y 


CoS. 


=  0 


schreiben;    wir   construiren   mit  ihrer  Hilfe   (Darboux    a.  a.  0.)   leicht 
einen  Kreis,  der  n-j-1  gegebene  Kreise  unter  gegebenen  Winkeln  schneidet. 


*  Diese  Form  der  Gleichung  stellt  natürlich  keine  Verallgemeinerung  der- 
jenigen dar,  welche  aus  ihr  entsteht,  wenn  man  wieder  pik  =  A(Bkt  setzt. 
Zritiehrlfl  f.  Mathematik  n.  Pbytik  XXVII,  S.  *0 


146 


Ueber  Distanzrelationen. 


Lassen   wir  den  Kreis  (B9)  mit  (A9)  zusammenfallen  und  alle  Übri- 
gen Kreise  von  diesem  rechtwinklig  geschnitten  werden ,  so  erhalten  wir, 
wenn   wir  ans  A9  die  ganze  Figur  projiciren  und  v  wieder  durch  v  —  1 
ersetzen,  eine  entsprechende  Formel  für  den  Strahlenbündel 
1         ctgq\   ...  ctgqf9 


8) 


ctgrl 


cos 


11 


ctgr9     cos9i 


C0S\9 


cos- 


=  0. 


r\  ...  r9  bedeuten  jetzt  die  sphärischen  Radien  von  v  |F>  n  + 1  Kreisen 
»  —  2ter  Dimension,  welche  auf  einem  Kreise  k  der  «— lcn  Dimension  liegen, 
und  q\  . ..  q9  die  sphärischen  Radien  eines  andern  Systems,  dessen  Kreise 
beliebig  auf  einem  Kreise  kx  v—  l*6*  Dimension  liegen,  welcher  mit  k  den 
Mittelpunkt  und  Radius  gemein  hat.  (Andere  hierher  gehörige  Formeln 
finden  sich  im  Anhang.) 

Ebenso,  wie  zu  der  Gleichung  6),  gelangen  wir  infolge  des  gleich- 
zeitigen Bestehens  von  v  Gleichungen  der  Form  5)  zu  der  Relation, 
welche  n  +  2  Kreise,  die  ein  gemeinsames  Potenzcentrum  besitzen,  mit 
n  +  2  beliebigen  Kreisen  verbindet: 

9)  2±pn...p99  =  0. 

Den  Zusammenhang  dieser  Gleichung  mit  6)  erkennt  man ,  wenn  man  die 
Determinante  links  auf  die  Form 

0  1  1       ...       1 

1  ö         fc»     ...      o,» 
1      r*     AXB*  ...   AtB9* 


1 


J9B*    ...   A,B* 


bringt    und    durch   den  Raum   \Ä\   einen  Raum  n  +  ler  Dimension   legt. 
Die  um  die  Punkte  Ax ...  A9  in  diesem  Räume  beschriebenen  Kreise  wt6r 
Dimension  schneiden  sich  dann  in  zwei  reellen  oder  conjugirt  -  imaginären 
Punkten   #0,  £'0,  und  unsere  Determinante,  zu  der  wir  noch 
0         0  1        ...        1      I 

0  A0B0*         0        ...       0      ' 

1  0         AXB{   ...   AXB9% 


1         0  A*B*   ...   A9B9** 

addiren  mögen,  verschwindet,  wie  dieser  Summand,  nach  Satz  6). 

Unsere  Gleichung  9)  stellt  auch  eine  Relation  für  beliebige  v  =  «  +  3 
Kreise  eines  Raumes  «ler  Dimension  und  n  +  3  ganz  willkürliche  Kreise 
dar;  für  v«=n+l  findet  sie  in  einem  besondern  Falle  der  gegenseitigen 
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Lage  zweier  verschiedener  Systeme  statt.  Hat  man  nämlich  zwei 
Systeme  von  n  +  1  Kreisen,  so  wird  im  Allgemeinen  jedes  derselben  in 
dem  dnrch  die  Mittelpunkte  des  andern  bestimmten  Räume  einen  Ortho- 
gonalkreis  mit  endlichem  Radius  besitzen;  und  wenn  diese  Orthogonal- 
kreise sich  wiederum  rechtwinklig  schneiden,  so  verschwindet  die  Deter- 
minante 9),  wie  man  aus  der  Gleichung  6)  direct  ablesen  kann. 

Dasselbe  gilt  natürlich  auch  von  der  Determinante 
10)  2  +  co$n  . . .  cos9„ 

von  welcher  wir  leicht  ausserdem  noch  die  Sätze  beweisen  können  (es 
wird  vorausgesetzt,  dass  die  in  Rede  stehenden  Kreise  w  —  2***  Dimension 
alle  durch  einen  einzigen  Kreis  höherer  Dimension  verbunden  werden 
können.  Obgleich  es  bei  diesen  Sätzen  auf  die  Dimension  der  einzelnen 
Kreise  nicht  ankommt,  sondern  nur  auf  ihre  sphärischen  Radien  und  den 
sphärischen  Abstand  der  Mittelpunkte,  bedienen  wir  uns  doch  dieser 
besondern  Bezeichnungsweise): 

„Das  Verschwinden  der  Determinante  10)  stellt  eine  Relation  dar: 

1.  für  v«=n  +  2  Kreise  n  — 2  er  Dimension  eines  Kreises  n  —  lier  Dimen- 
sion und  «  +  2  beliebige  Kreise  w  — 2ter  Dimension; 

2.  für  v  =  w  +  l  Kreise  n  — 2ler  Dimension  eines  Kreises  n  —  l*8*  Dimen- 
sion, die  einen  gemeinsamen  (sphärischen)  Orthogonalkreis  besitzen, 
und  n+1  beliebige  Kreise  der  n— 2on  Dimension; 

3.  für  zwei  Systeme  von  n  Kreisen  «  —  2  er  Dimension  je  eines  Kreises 
n  —  ltcr  Dimension,  welche  so  Hegen,  dass  derjenige  Orthogonalkreis 
des  ersten  Systems,  welcher  seinen  (sphärischen)  Mittelpunkt  auf  dem 
Träger  des  zweiten  Systems  hat,  von  dem  analogen  Orthogonalkreise 
des  zweiten  Systems  normal  geschnitten  wird." 

Die  Gleichung  10)  in  Verbindung  mit  7),  resp.  8)  dient  uns  (vergl. 
Darboux  a.  a.  O.)  zur  Lösung  der  Aufgabe:  „Einen  Kreis  zu  con- 
struireu,  der  n  +  2  gegebene  unter  gleichen  Winkeln  schneidet ",  sowie 
der  analogen  Aufgabe  des  Strahlenbündels. 

Die  Bedingung  dafür,  dass  n-f-2  Kreise  ein  gemeinsames  Potenz- 
centrum besitzen,  läset  sich  noch  in  einer  anderen  Form  darstellen. 

Fügen  wir  nämlich  der  Determinante  9)  die  Zeile  0  0  ...  0  und  dann 
die  Colonne    1   1  ...1   hinzu,  so   erbalten   wir  durch  Verbindung  dieser 
Colonne  mit   den   übrigen,   wenn   wir  das  eine  System  von  Kreisen  mit 
dem  System  der  Mittelpunkte  des  andern  zusammenfallen  lassen: 
1         r,*  ra'     ...       r* 

1         0        AxAf  ...    AXA* 


11) 


wofür  wir  auch 


1      A9A*    AVAJ  ...       0 


=  0, 
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2rk*ak=*nkak 

schreiben  können,  wenn  nk  die  Potenz  des  Punktes  Ak  in  Bezug  auf 
den  Kreis  bedeutet,  der  durch  die  übrigen  Punkte  geht  —  eine  Gleich- 
ungsform ,  die  sich  auch  direct  aus  3)  ergiebt. 

Ebenso  lässt  das  Verschwinden  der  Determinante 


12) 


-1 


ri 


1  ö       AXA*   ...   AxAf 


1     J,A*    A*A*  ...       0 


schliessen,  dass  ein  Kreis  existirt,  welcher  die  ersten  in  Durchmessern 
schneidet.     (Vergl.  auch  Anhang  Nr.  7.) 

An  diese  Gleichungen  schliessen  sich  solche  an ,  welche  Beziehungen 
zwischen  den  gemeinschaftlichen  Tangenten  von  Kreisen  herstellen.    Die-* 
selben   lassen   sich  nach  dem  Chasl es' sehen  Abbildungsprincip  auf  die 
bisher  behandelten  zurückführen,  sind  aber  auch  leicht  direct  abzuleiten. 

Die  Mittelpunkte  Ak  von  n  +  3  Kreisen  lassen  sich  nämlich  auf  un- 
endlich viele  Arten  zu  einem  indifferenten  System  vereinen;  wir  wählen 
dasjenige,  welches  die  Bedingung 

£rk  *k  =  Q 

erfüllt,  und  erhalten  nun,  wenn  tpq  die  gemeinsame  Tangente  der  Kreise 
(Ap)  und  (Bq)  ist,  für  die  Summe  £tkq.ak  einen  constanten,  von  (Bg) 
unabhängigen  Werth;  man  gelangt  leicht  zu  einer  Gleichung  von  der 
Form  6). 

Berührt  (A9)  alle  (Bq)  und  (/?,)  die  sämmtlichen  (^p),  so  findet  man, 
wenn  v==w  +  2: 

13)  2±tll*...t„*  =  0 

und  hieraus  nach  dem  Zusammenfallen  beider  Systeme  die  Bedingung 
dafür,  dass  v  =  n  +  2  Kreise  von  einem  n  +  3,cn  berührt  werden. 

Die  Interpretation  dieser  Gleichungen  führt,  gemäss  dem  Chasl es- 
schen Princip  (s.  Darboux  a.  a.  O.),  zu  einfachen  geometrischen  Sätzen, 
z.  B  : 

„Zu  fünf  Kreisen  der.  Ebene  lassen  sich  fünf  Punkte  des  Raumes 
von  drei  Dimensionen  so  construiren,  dass  die  Abstände  der  letzteren 
den  gemeinschaftlichen  Tangenten  der  ersteren  gleich  werden. u 

(Man  erhält  diese  Punkte,  indem  man  in  den  Mittelpunkten  der 
Kreise  Normalen  errichtet  und  auf  diesen,  unter  Berücksichtigung  des 
Vorzeichens  ihrer  Radien  oder  der  Drehungsrichtung  der  gegebenen 
Kreise,  die  mit  ^—1  multiplicirten  Radien  dieser  Kreise  aufträgt.) 
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„Zu  vier  Kreisen,  die  von  einem  fünften  berührt  werden,  gehört 
ein  Kreisviereck,  dessen  sechs  Seiten  den  sechs  gemeinschaftlichen  Tan- 
genten der  vier  Kreise  bezüglich  gleich  sind." 


Ans  der  Art,  wie  wir  z.  B.  zu  der  Determinante  6)  gelangt  sind, 
folgt,  dass  sich  die  Unterdeterminanten  irgend  einer  Colonne  dieser  ver- 
schwindenden Determinante  verhalten,  wie  die  Grössen  a*cr*,  «lt  a8,  ...  a9. 
Bilden  nnn  auch  die  Punkte  Bx . . .  B9  ein  indifferentes  System ,  so  wer- 
den die  Unterdeterminanten  der  Reihen  dieser  Determinante  proportional 
den  entsprechenden  Werthen  von 

n'kßk*  ßn  •••  ßf 
Berücksichtigen  wir  Beides,  so  folgt  u.  A.,  dass 

*  -i       dJ 

ap^"Adyp  Bf] 

ist,  wo  l  einen  Proportionalitätsfactor  bedeutet. 

Da  nun  weder  in  dem  Product  links,  noch  in  der  Determinante 
rechts  dieser  Gleichung  einer  der  Punkte  Ap,  Bq  vorkommt,  und  da  l 
seinen  Werth  offenbar  nicht  ändert,  wenn  man  Ap}  Bq  mit  zwei  anderen 
Punkten  AT,  B,  der  Systeme  vertauscht,  so  entsteht  die  Frage,  ob  k  über- 
haupt von  den  Punkten  Ax ...  A9l  Bi...Bv  abhängt,  und,  wenn  dies  nicht 
der  Fall  ist,  welches  die  absoluten  Werthe  der  Unterdeterminanteo  von 
6)  sind. 

Es  ist  nach  dem  Vorstehenden  klar,  dass  die  Bestimmung  einer  ein- 
zigen dieser  Unterdeterminanten  genügt,  um  sofort  die  Bedeutung  aller 
'übrigen  zu  finden;  und  es  ist  dann  gleichzeitig  die  Frage  beantwortet, 
welche  Bedeutung  die  Determinante  6)  hat,  wenn  v  =  n+l  ist,  oder  die 
Determinante  9)  für  v  =  it+2  in  dem  allgemeineren  Falle,  wo  sie  von  Null 
verschieden  ist,  da  Ausdrücke  von  dieser  Form  unter  den  Subdetermi- 
nanten  von  6)  vorkommen. 

Wir  wollen  jedoch  bei  dieser  Untersuchung  nicht  von  der  Determi- 
nante 6)  selbst,  sondern  von  einer  andern  Determinante  ausgehen,  die 
infolge  der  Gleichung  2)  verschwindet  und  mit  6),  die  sich  uns  ja  auch 
als  eine  Consequenz  von  2)  darbot,  in  einem  engen  Znsammenbange 
steht  (s.  Baltzer  a.  a.  0.  S.  220). 

Sind  /A0  Ax...  4,+A      (B0  Bx...  *„+1\ 

zwei  indifferente  Systeme,  und  bezeichnen  wir  das  Product 

4>^p-  B0BqcosA0Ap,  BQBq  =  apbqcosap}  bq 
mit  <*P9,  so  ist  nach  Gleichung  2) 
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2p  Cpq  <*pßq  =  0,        SqCpq  <*pßq=Q 

und  zufolge  einer  jeden  dieser  Gleichungen 

J  =  £+  cllcw...cn+j>Jl^i  =  0 
und 

Vertauscht  man  jetzt  Ax  mit  einem  andern  Punkte  A\  des  Raumes 
[Ä\  und  ebenso  B1  mit  B\y  so  ändern  sich  in  dieser  Proportion  alle 
Glieder,  mit  Ausnahme  des  ersten  links  und  rechts.     Wir  erhalten  daher 

«n  +  lffw  +  1  2+CuC.n...C„„ 

«' n  +  1  Pn  +  1        -2  +  Cn  C2S  . . .  Cnn  ' 

Vertauscht  man  nun  weiter  ^2  un<^  ^s  m^  Anderen  Punkten  ./2  und  B'% 
der  Räume  [^]  und  [£],  so  entsteht  ganz  ebenso 

a'n  +  l  &n  +  \  _2+  c'\\  c22  '  ' '  r»* 

und   so   fort.     Schliesslich  gelangt  man  durch  Multiplication  aller  so  ge- 
fundenen Gleichungen  zu  der  Proportion 

gn+ift»+i_  2+cncn...cnn 


«Wt#i.rs±'ii' 


..c, 


Verschiebt  man  nun  noch  die  Systeme  A^Jfx  Ä%.„Än  und  B0B^l  &%...I?n 
parallel  zu  sich  selbst,  wodurch  in  der  letzten  Gleichung  Nichts  geändert 
wird,  so  sind  an  Stelle  der  ursprünglichen  Punktgruppen  zwei  neue 
getreten,  welche  wir  in  den  Räumen  [A]  und  [B]  ganz  willkürlich  an- 
genommen haben. 

Es  folgt  daher  aus  unserer  letzten  Gleichung,  dass 
^  i  cn  cn  "  •  cnn  oder  ala9...an.bxb%...bn.£  +  co$aib1  ...cosanbn  « 
sich  von  «n-j-ißn+i  nur  um  einen  constanten  Factor  c.l  unterscheiden 
kann,  wo  c  eine  Function  von  n  ist,  X  dagegen  von  der  Lage  der 
Räume  [/*]  und  [B]  gegen  einander  abhängt  und  sich  durch  Parallel- 
verschiebung derselben  nicht  ändert. 

Für  c  erhält  man  mit  Zuziehung  des  speciellen  Falles ,  wo  die  beiden 
Pyramiden  zusammenfallen  und  die  Kanten  a1a%...an  alle  aufeinander 
senkrecht  stehen: 

c  =  (*!)2. 

Nennen  wir  die  positive  Quadratwurzel  aus  der  Determinante 
2  +  cosalal ...  cosanan, 
deren  sämmtliche  Diagonalelemente  gleich  der  Einheit  sind,  den  „Sinus " 
der  Ecke  (AQ)  oder  des  Raum  winkeis  (ala2...an),  so  fliesst  hieraus  sofort 
als  Ausdruck   der  n  -  dimensionalen  Pyramide   durch   die  Elemente  einer 
Ecke 

14)  n\  A0A1...Jns=al...autm(Jj. 
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Beiläufig  ergiebt  sich  aus  dieser  Formel,  wie  man  den  Sinus  eines  Raum- 

winkeis  auf  ~  verschiedene  Arten  als  Product  von  w+1  Sinns  einfacher 

Winkel  darstellen  kann,  sowie  der  Satz,  dass  sich  die  Sinns  der  Pyra- 
midenecken wie  die  Producte  der  nicht  in  ihnen  zusammenstossenden 
Kanten  verhalten. 

Um  nun  auch  X  zu  bestimmen,  wollen  wir  annehmen,  A0Ax...An 
sei  die  Projection  von  BQB{  ...  Bn%  und  setzen 

A0At . . .  An  =  p  BQ  Bt . . .  Bu , 
Wir  haben  dann  für  X  die  Gleichung 

pv  l  x  cosoibl  ...  cosanbu 

Mit  Hilfe  von  13)  geht  diese  über  in 

X     .  ,  VÄ       2+cosa.b.  ...cosanbn 

—  sinla. . . .  <*„)*  = — = -±-± -=-^- 

f*        v  *  cosalbl...cosanbn 

und  hieraus  endlich,  wenn  wir  berücksichtigen,  dass 

cosapbq  =  cosapag .  cosaqbqy 
folgt 

Da  nun  X  einen  von  der  speciellen  Beschaffenheit  der  beiden  Pyra- 
miden unabhängigen  Werth  besitzt,  so  ist  dies  auch  für  p  der  Fall;  die 
Projection  einer  n-dimensionalen  Pyramide  auf  einen  andern  Raum  von 
n  Dimensionen  ist  also  eine  Pyramide,  deren  Volum  gleich  dem  der 
ersten  ist,  multiplicirt  mit  einem  nur  von  der  gegenseitigen  Lage  der 
beiden  Räume  abhängigen  Factor  p,  welcher  seinen  Werth  bei  Vertau- 
schung oder  Parallelverschiebung  der  Räume  nicht  ändert. 

Sind    nun    diese  Räume    zu    einem   und   demselben   Räume  n— ller 

Dimension  parallel,  so  ist  ju  offenbar  der  Cosinus  ihres  Winkels;  ist  dies 

nicht  der  Fall,   so   kann   man   im  gewöhnlichen  Sinne   des  Wortes  von 

einem  Winkel  der  Räume  nicht  sprechen,    wir  können  aber  die  Con- 

stante 

arccosp^l^A])  [B] 

als  „Winkel"  von  [A]  und  [B]  definiren  und  nunmehr  den  allgemei- 
nen Satz  aussprechen,  von  welchem  wir  in  Gleichung  14)  bereits  einen 
speciellen  Fall  kennen  gelernt  haben: 

„Sind  A0Al...Anj  B0B1...Bn  zwei  Pyramiden  je  eines 
Raumes  [A],  {£],  und  at  ...  a„,  bt  ...  bn  deren  in  A0,  resp.  B0  zu- 
sammenstossende  Kanten,  so  ist  stets 

1{rt  0»0f  44  •••  4.-  *o  *i  •••  Bucos[A],  [B] 

'  ss  at  . . .  ä,,  .  bx  . . .  bn  £  +  cosalbl  . . .  cosa„bn.u 
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Aus  14)  und  15)  folgt  noch  für  zweimal  n  Gerade  und  die  zu  jeder 
Gruppe  parallelen  Räume  nter  Dimension 

16)  sin(al  ...a„)  sin(bl ...  bn)  cos[Ä\,  [B]  =  £+  cosaxbx  ...cosanbn. 

Die  Determinante  der  rechten  Seite  dieser  Gleichung  verschwindet  also, 
wenn  die  Räume  [Ä]  und  [B]  zu  einander  normal  sind*  oder  [Gleich- 
ung 14)],  wenn  die  Geraden  einer  der  beiden  Gruppen  zu  einem  Räume 
von  weniger  als  n  Dimensionen  parallel  sind;  der  Sinus  eines  Raumwin- 
kels von  w  +  1   Geraden  verschwindet. 

Aus  der  Formel  16)  erhält  man  leicht  einen  noch  allgemeineren  Aus- 
druck. 

Zunächst  finden  wir,  wenn 

i?n  ■••ifoi  *n  •■•**!    wo  ^  =  (m) 

die  Sinus  aller  Raumwinkel  sind,  die  von  je  m  Geraden  des  Systems 
al...any  resp.  bl...bn  gebildet  werden  ,  und  foj  . . .  [fyj ,  resp.  [#J  . . .  [fy] 
die  zugehörigen  Räume  ml*r  Dimension  (vergl.  Baltzer,  Determinanten, 
S.  62)  bezeichnen: 

17, ...  4p. *!...**.<&  ±  co*0hL  [*J  •  •  •  C0SW.  [*d 

17)  f—i\ 
=  [2  +  cosax  bx...  cosan  ftjv"-1' 

und  hieraus  folgt  nach  Gleichung  16) 

ig)        *fr(h]  •  •  •  bJ)  ""(Oil  •  •  •  IM>  C0#M'  [^""^ 

=  2  + cos fot] [*J  ...cos hp] [0 J , 

eine  Beziehung,  die  erst  in  Räumen  von  mehr  als  drei  Dimensionen  zur 
vollen  Geltung  gelangt. 

Als  Ausdruck  des  Volums  der  Pyramide  durch  die  Volume  und 
Winkel  der  in  einer  Ecke  zusammenstossenden  Pyramiden  n  —  1 er 
Dimension  Vl...  Vn  erhält  man,  wenn  wieder  [  FJ  . . .  [  Vn]  die  zugehöri- 
gen Räume  bezeichnen  (vergl.  Baltzer,  S.  212): 

19)       ii«-^0^1...ii:-i«^l!F1...F,.*w([Fl]...[F.]). 

Wieder  an  die  Formel  15)  anknüpfend,  gelangen  wir  jetzt  zur  voll- 
ständigen Lösung  der  oben  gestellten  Aufgabe.  Wir  finden  nämlich  durch 
eine  einfache,  von  Baltzer  (a.  a.  O.  S.  220)  gegebene  Transformation 
den  Werth  einer  und  folglich  der  6ämmtlichen  Unterdeterminanten  von  6) 
(wenn  man  nämlich  den  Index  0  mit  n+  1  vertauscht): 


*  Es  findet  dies  dann  statt,  wenn  die  Fusspunkte  der  von  irgend  n  +  1  von- 
einander unabhängigen  Punkten  des  einen  Raumes  auf  den  zweiten  Raum  gefäll- 
ten Lothe  in  einem  Räume  von  weniger  als  n  Dimensionen  liegen ;  das  Gleiche  ist 
alsdann  ftlr  jede  solche  Punktgruppe  des  einen  oder  andern  Raumes  der  Fall ,  weil 
p  verschwindet. 
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20) 


0  1        ...        1 

1  A0B*    ...   A0Bn* 


1 


-W 


An  B„ 


Die  Determinante  rechts  in  dieser  merkwürdigen  Identität  nach  dem  Zu- 
sammenfallen heider  Systeme  gleich  Null  gesetzt,  liefert  nns  eine  aus- 
reichende Bedingung  dafür,  dass  n  +  ]  Punkte  in  einem  Räume  von 
weniger  als  n  Dimensionen  liegen. 

Aus  dem  letzten  Ausdrucke  für  das  Product  zweier  Pyramiden  in 
den  Cosinus  des  Winkels  ihrer  Räume  kann  man  noch  einen  dritten 
herleiten ,  in  welchem  zwei  ganz  willkürliche  Punkte  S  und  &  vorkommen. 

Setzen  wir  nämlich 

2spq  =  2SAp.S'Bq  co$SAp,  &Bq  =>SBq*+  S'Ap%  -  S&*  -  Ap  Bq* 

und  substituiren  den  Werth  von  Ap  Bq*  etc.  in  die  Formel  20) ,  so  ent- 
steht (vergl.  Baltzer,  S.  220) 


21)  (nfrJ0At...Au.B0Bt...Buco$[j(},[BF}~- 


0      1 


£*o 


1 

*0» 


Diese  Formel  bildet  eine  Verallgemeinerung  des  Pythagoräischen  Lehr- 
satzes und  dient  zur  Berechnung  des  Volums  der  einer  Ecke  A0  gegen- 
überliegenden Pyramide  n  —  ller  Dimension  aus  den  Elementen  dieser 
Ecke.     Man  findet,  wenn  cpq  die  frühere  Bedeutung  ap.bq.cosapibq  bat: 

0      1     ...    1 


22) 


(71-1!)*^./.^* 


1     cnX 


Ein  einfacher  Ausdruck  ergiebt  sich  uns  hier  auch  für  den  Radius  r  des 
der  Pyramide  umschriebenen  Kreises.     Setzt  man  nämlich  unter  der  Vor- 
aussetzung,   dass  An+\    der  Mittelpunkt    dieses   Kreises    ist    (Baltzer 
a.  a.  0.  S.  208)  in  der  verschwindenden  Determinante 
2+  cosaliaJ  ...  cosan+u  <in  +  1 
4>Ak         <*k 


so  erhält  man  für  r  die  Gleichung 


2A0An+t      2r' 
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23) 


4ra 


COS^Op 


=  0. 


cosanax   ...         1 

Aus  der  Formel  20)  erhält  man,  wie  schon  bemerkt,  leicht  die  Be- 
deutung der  Determinante  9),  wenn  die  n  +  2  Kreise  kein  gemeinsames 
Potenzcentrnm  besitzen,  diese  Determinante  also  nicht  verschwindet. 

Wir  finden 

24)         Z  +  Pu-.P'f^i-lY+^'WniKkVißkCOslAftB]     . 

für  ganz  beliebiges  i  und  k. 

Für  v  =  «  +  l  hat  diese  Determinante  ebenfalls  eine  sehr  einfache 
Bedeutung,  welche  mit  der  durch  die  Gleichung  24)  dargestellten  in  sol- 
cher Beziehung  steht,  dass  die  eine  unbestimmt  wird,  wenn  die  andere 
in  Geltung  tritt. 

Aus  Gleichung  20)  erhalten  wir  nämlich  sofort,  wenn  v  =  nt 

0  1        1     ...    1 

1  0     p9l   ...  pot 
1    ^io    Pn   ■■•  Pi* 


25) 


A9(A,B)  = 


1        PpO      P*\      •••     P99 


=  {-l)»  +  i2*-*{n-l\)*[2n*A0Al...A9 

XB0B1...Bvco$[A0A1...Av][B0B1...Bv] 
+Poq4  ...A+.Bx...Bv  cos[Ax  . .  .Av]  [*!  .. .  *,]J, 

eine  Gleichung,   deren  linke  Seite  in  —  £  +  pn  . . .  pVv  übergeht,  wenn 
Pok  =  Pko=sO  wird  für  Ar=l...v. 

Fällt   noch   A0   oder   B0  in   den   Raum   [Al.,.Ay]i   resp.   [Bl.,,B9] 
hinein  oder,  was  dasselbe  ist,  setzen  wir  jetzt  v  =  n  + 1,  so  entsteht  ins- 
besondere 
26)  ^»+iU,/?)  =  (-l)"2»(»!)»p00,^1...^.F1...^co4^],[Ä]l 

eine  Formel,  die  einen  einfachen  Ausdruck  für  den  Radius  des  Orthogo- 
nalkreises von  fi  +  1  Kreisen  liefert,  nämlich 


27)     (-l)"+12»+1r0»^1< 


1 
0 


0 


...     1 

...  AtAf 


?    APA* 
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Eine  ähnliche  Formel  erhält  man  für  den  Radius  des  Kreises,  der 
«  +  1  gegebene  in  grössten  Kreisen  schneidet;  anch  ist  es  jetzt  leicht, 
die  Frage  an  beantworten,  welche  Bedentnng  die  Determinanten  8),  10) 
etc.  haben,  wenn  sie  nicht  verschwinden. 

Um  den  Znsammenhang  der  loteten  Formeln  mit  früheren  ganz 
klar  hervortreten  zu  lassen,  sei  noch  die  zweite  Bedeutung  der  Deter- 
minante £  +  Pii»-  Pvv  für  v  =  n  +  l  angeführt,  welche  sie  zufolge  des 
Chasles'schen  Principe  besitzt.  Unter  allen  Orthogon alkreisen  (/?0)  des 
Systems  (Ä)  giebt  es  nämlich  in  einem  den  Raum  [A]  enthaltenden  Räume 
/j«+i  zwei,  deren  Radien  verschwinden;  es  sind  dies  die  beiden  Punkte 
B*0  und  B"0>  in  welchen  sieb  die  um  die  Punkte  Ak  beschriebenen  Kreise 
nler  Dimension  treffen. 

Wir  haben   daher  infolge   der  Gleichung  25),    indem  wir  v  =  rc  +  l 

annehmen ,  v  _i_  •»         *, 

^Xnr*'  Pvv 

XJ1...A9.Bt...B9t 

wo  Äjp  h'Q  die  von  den  Punkten  ^0,  Ä0  auf  den  Raum  [4],  resp.  [B] 
gefällten  Lothe  bedeuten. 

Vergleichen  wir  dies  mit  Formel  26),  so  folgt  u.  A.,  wenn  r0  jetzt 
die  durch  die  Gleichung  27)  definirte  Bedeutung  hat, 

V  +  r0«  =  0, 
was  auch  leicht  direct  einzusehen  ist. 

Die  Gleichung  26)  liefert  uns  also  die  reelle  Bedeutung  der  Deter- 
minante 20),  wenn  die  aus  den  in  letzterer  vorkommenden  Abständen 
zusammenzusetzende  Pyramide  nur  n  reelle  Ecken  besitzt. 


Anhang. 

1.  Bei  den  Relationen,  welche  den  für  Punkte,  Pyramiden produete 
etc.  abgeleiteten  Sätzen  in  der  Geometrie  des  Strahlenbündels  entsprechen, 
spielt  der  Sinus  der  Ecke  eine  ähnliche  Rolle,  wie  dort  die  Pyramide; 
die  Anzahl  der  in  Betracht  kommenden  Fundamentalgebilde  ist  hier  jedoch 
stets  um  eines  verringert,  da  der  Raum  von  n  Dimensionen  durch  n+1 
Punkte,  seine  Richtung  dagegen  schon  durch  n  Gerade  bestimmt  ist. 

Ein  anderer,  wesentlicher  Unterschied  ist  der,  dass  sich  die  Vor- 
zeichen der  durch  n  +  2  Punkte  bestimmten  Pyramiden  stets  auf  eine 
einzige  Art  so  wählen  lassen,  dass  ihre  Summe  verschwindet,  während 
die  ähnlich  gebildete  Summe  der  Sinus  der  Raumwinkel  von  n  +  1  Ge- 
raden nur  in  einem  besondern  Falle  den  Werth  Null  erlangt. 

Den  bereits  abgeleiteten  Sätzen  können  wir  leicht  noch  einige  weitere 
hinzufügen.     So  finden  wir,  wenn  wir  annehmen,  dass  in  der  Gleichung 
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3)   der  Punkt  Ak  von  allen  übrigen  gleichweit  absteht,  in  Berücksichti- 
gung von  14): 

„Bedeutet  ak  den  Sinus  der  Ecke  ax  ...a*-ia*-|-i .  ..a„+i,  mit  dem 
positiven  oder  negativen  Vorzeichen  versehen,  je  nachdem  (vorausgesetzt, 
dass  alle  Geraden  durch  einen  Punkt  gehen)  ak  von  dem  durch  die  übri- 
gen Geraden  gebenden  Rotationskegelraum  aus-  oder  eingeschlossen  wird, 
so  gilt  für  w  +  1  feste  und  eine  bewegliche  Gerade  o  die  Gleichung 

<£si/i-^-.ajt  =  4'2tt/t    oder   £  cos  o  a* .  a*  =  0", 

woraus  man  leicht  noch  weitere  Oonsequenzen  ziehen  mag. 

Auf  ähnliche  Weise  erhält  man  aus  Formel"  25)  (s.  Siebeck  in 
Crelle's  Journal,  J.  62  S.  151): 

Die  Determinante  „  *  a  „  u  % 

hat  für  v  =  n  den  Werth 


(_i)-+i 


ig  q0  ig  rQ  cos  <p  sin  (A)  sin  (  B)  cos  [Ä]  [£] , 


wo  (A)  und  (B)  die  von  den  Geraden  al...any  b1...bn  gebildeten  Raum- 
winkel, [A],  [B]  die  zugehörigen  Räume,  q0  und  r0  die  Radien,  <p  end- 
lich den  Winkel  der  den  beiden  Ecken  umschriebenen  Kreiskegelräume 
bezeichnet. 

Für  v  =  n  +  l  nimmt  dieser  Ausdruck  die  Form  O.oo  an;  wir  erhal- 
ten in  diesem  Falle,  wenn  wir  die  leicht  zu  verificirende  Relation 


5171 


«.V 


,*.''*■+'' 


stn 


"n+lV 


stn 


a„+\b„  +  x* 


=  0 


2  ■•  2 

1  ...  1 

in  Betracht  ziehen,  den  wahren  Werth  obiger  Determinante 

Sie  verschwindet,  wenn  die  Geraden  eines  der  Systeme  zu  Strahlen  eines 
Kreiskegelraumes  parallel  sind  [vergl.  die  Formeln  5)  und  9)),  sowie 
stets  für  v  =  H+2. 

2.    Aus   der  Bedingung,   dass   drei  Kugeln,   deren  Mittelpunkte  in 

erste 


einer   Geraden    liegen,    die 


(vergl.   Schlö  milch,    Geom.    des 


zweite 
Maasses)  Potenzebene  gemein  haben: 

ergiebt  sich  in  Verbindung  mit  dem  Satze  von  Stewart  U.A.  (vgl.  Formel  5) : 
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„Sind  er,  0,  y  die  Mitten  der  Diagonalen  AXA2,  BXB%,  CxC%y  ...  eines 
vollständigen  Vierseits ,  so  gilt  in  Bezug  anf  jeden  Pnnkt  0  des  Raumes 
die  Gleichung  OAx.OA2cosAx  OA2.ßy\ 

+  0BX . OB2  cos Bx  OB2.ya  |  =  0. 
+  OCl.OC2cosCl  0C2.aß) 
Berücksichtigt  man,  dass  drei  *  Punktepaare  in  Involution  als  die 
Ecken  eines  vollständigen  Vierseits  angesehen  werden  können,  dessen 
Seiten  zusammengefallen  sind,  so  kann  man  aus  dieser  Gleichung  mit 
grosser  Leichtigkeit  die  bekannten  metrischen  Relationen  gerader  involu« 
torischer  Punktreihen  ableiten. 

Von  ihr  ist  die  folgende  nicht  wesentlich  verschieden: 
{OA*  +  OA2*)  ßy+(OBx*+0  B*)  y  « 
+  (OCx*+OC2*)aß  +  4ßy.ya.aß  =  0. 
Vier  Punktepaare  einer  involutorischen  Punktreihe  erster  Ordnung 
werden  mit  einem  punkte  0  ausserhalb  durch  die  Gleichung 

(0AX .  0A2 .  cosAx  OA2  —  0Cx.0C2.cosCxO  C2)  .(BXDX+  B2D2) 
+  {0Bx.0Bs  cosBx  OB2  —  0Dx.0D2  cos  Dt  OD2.{C1Al  +  C2A2)  =  0 
verbunden. 

Für  vier  Punktepaare  einer  involutorischen  Punktreihe  zweiter  Ord- 
nung hat  man  dagegen 

OAl.OA2.cosAl  OA2.ßyö  —  OBx.OB2  cos  Bx0B2.yöcc 
+  OCl.OC2.cosCiOC2.öaß—ODl.OD2.cosDlOD2.aßy  =  0. 
Für  Flächen  zweiter  Ordnung  existirt  ein  ähnlicher  Satz,  wenn 
die  Involutionsebene  zu  einer  cyklischen  Ebene  parallel  ist. 

3.  Die  Kugel,  welche  vier  gegebene  in  grössten  Kreisen  schneidet, 
die,  welche  durch  ihre  Mittelpunkte  geht,  und  die  Orthogonalkugel  der 
vier  Kugeln  besitzen  eine  gemeinsame  Potenzebene;  der  geometrische  Ort 
der  Mittelpunkte  aller  Kugeln ,  welche  von  einer  gegebenen  rechtwinklig 
und  von  einer  zweiten  in  Durchmessern  geschnitten  werden,  ist  eine 
leicht  construirbare  Kugelfläche,  welche  zur  Lösung  der  Aufgabe  benutzt 
werden  kann: 

„  Eine  Kugel  zu  construiren ,  die  von  drei  anderen  rechtwinklig  und 
von  einer  in  einem  grössten  Kreise,  oder  von  zweien  rechtwinklig  und 
von  zwei  in  grössten  Kreisen ,  oder  endlich  von  einer  Kugel  rechtwinklig 
und  von  drei  anderen  in  grössten  Kreisen  geschnitten  wird." 

4.  Ist  0  der  Brennpunkt  einer  Parabel  und  ABC  ein  derselben  um- 
schriebenes Dreieck,  so  hat  man  für  jede  Lage  des  letzteren 

OA.sinBOC+OB.sinCOA  +  OC.$inAOB=>0. 

5.  Sind  ax  ata9a4  Strahlen  einer  Kegelfläche  zweiter  Ordnung,  deren 
Endpunkte  auf  einem  Kreisschnitte  derselben  liegen ,  und  bedeutet  z.  B. 
<4  den  Sinus  des  Raumwinkels  a2a9a41  so  ist  sowohl 
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<£#*. <**=(),    als   auch    ^  —  =  0. 
jUJ  ak 


6.  Die  Bedingung,  dass  n  +  3  Kreise  von  einem  n  +  4c  unter 
gleichen  Winkeln  geschnitten  werden ,  ist  das  Verschwinden  einer  Deter- 
minante von  der  Form  9),  welche  man  aus  dieser  erhält,  wenn  man  an 
Stelle  der  gemeinschaftlichen  Potenzen  die  Quadrate  der  Sinus  der  hal- 
ben Winkel  setzt. 

7.  Bezeichnet  man  in  einem  einfachen  Fünfeck  das  Lotb  vom  Punkte 
At  auf  die  Ebene  ApAqAr  mit  A*yi  so  ist  das  Bestehen  der  Gleichung 

hzih*  As hu hn 
eine  Form  der  Bedingung  dafür  f  dass  die  fünf  Punkte  Ak  in  einem  Räume 
von  drei  Dimensionen  liegen. 

8.  Die  von  Darboux  (a.  a.  0.)  abgeleitete  Form  der  einem  Te- 
traeder umschriebenen  Kugel  fläche  erhält  man  leicht  aus  der  Gleichung 
5)  mit  Hilfe  der  für  jedes  indifferente  System  bestehenden  Gleichung 

ZpZqApAf.Ctpag^O, 

indem  man  in  derselben  die  den  Index  v  enthaltenden  Glieder  weglaset. 

9.  Das  Folgende  enthält  eine  Anwendung  der  Formel  1)  auf  einige 
Symmetriepunkte  des  Dreiecks.  Wir  greifen  aus  der  grossen  Menge  von 
speciellen  Beziehungen,  die  für  solche  Punkte  aus  1)  resultiren,  nur 
einige  heraus,  um  die  Fruchtbarkeit  dieses  Satzes  zu  zeigen.  Viele  dieser, 
allerdings  nur  durch  ihre  Form  merkwürdigen  Gleichungen  dürften  auf 
anderem  Wege  wohl  kaum  so  leicht  zu  verificiren  sein. 

Um  Wiederholungen  zu  vermeiden,  schicke  ich  die  durchweg  an- 
gewandten Bezeichnungen  voraus: 

ta,™a,  ha  mögen  bezüglich  die  Mittentransversale,  Winkelhalbirende, 
Höhe  der  Ecke  A  des  Dreiecks  bezeichnen,  Mq,  Mq^  ...  die  Mittel- 
punkte der  Berübrungskreise,  B  den  des  Fe-u  erb  ach*  sehen,  M  den  des 
umschriebenen  Kreises,  r  dessen  Radius;  S  sei  der  Schwerpunkt,  D  der 
Höhendurchschnittspunkt,  W0  der  Punkt,  in  dem  sich  die  Transversalen 
nach  den  Berührungspunkten  von  Mq  durchschneiden;  der  Schnittpunkt  der 
Transversalen  nach  den  drei  Punkten ,  die  zu  den  Berührungspunkten  von 
Mg  auf  den  Seiten  symmetrisch  liegen,  heisse  P0;  endlich  bezeichnen  wir 
'  die  Winkel  des  Dreiecks  mit  a,  0,  y,  die  halbe  Seitensumme  mit  s  und  die 
oberen  Höhenabschnitte  mit  «lf  6n  ci.    Dann  gelten  u.  A.  folgende  Sätze: 

1)  Oj*+0B*+0C*-Z0S*  =  l(a*+b*+c*)i 

2)  Ö<4*+Ö#*  +  ÖC*+ÖZ>*-4ÖÄ*  =  3r»; 

3)  Ojl+OB^  +  OC^-OD'^-a^  +  b^  +  cc^ 

ai  °i  ci  fliöici 

4   OA*.tga+OB*.(gß+OC*.tgr  —  OD*.igatgßfgy 
i  =  a*  dg  a  +  6*  ctgß  +  c2  ctgy  =  2JABC, 
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cos  a  cos  p  cos  y  2  cos  a  cos  ß  cos  y  ' 

4)      .  OA*a  +  OB*b+OC*c-20MQ*8  =  abc, 

OA*.-a  +  OBH  +O0C-2 OM9f{s-a)  =  -  abcy 

0A^.sina  +  OBt.$inß+OCt.smy^A0M9icos^cos^cos^==2JABC, 

Ji  jL  £ 

OJ*.  —  sina  +  OB*sinß  +  OC'siny—40M0*cos  £  sin  £  sin  £  =  -  2AABC, 

*—<*      L  _  _m   «        mM      ..      .       s  .     .    a 

> 


M0  B*  =  ac*—,     M-&=*ab  — 
i4  ^ .  >4  Mp^  =  ^  ilf^ .  A  Mq9  =  6c 


n.  8.  w. 

Aas  diesen  Formeln  kann  man  leicht  ebenso  viele  für  die  Höhen  des 
Dreiecks  ableiten. 

5)  OA*tin 2 a  +  OB3 sin 2ß+OC*sin2y  —  4 OhPsin asinßsinr  =  2 AABC\ 

6)  OA*ctgl  +  0&ctg£  +  OL*clg£-OV0*ctg%ctg£ctg£ 

7)  lf£t  =  rt--i(a1+61  +  ct); 

8)  Jlf D% e»  r*-2AJBCctga  ctgß  etgy\ 

9)  MMf-*-*£-f*-ir,t     ifV-^  +  j^-ri  +  lr^, 

jif  i»fe»+  »  jf^«  +  iir  jt^h-  **V  «  8r*; 
ii)     jif  a»  _  "8 cfr«  + 6*  c/gft  +  **  cfrr 

Man  hat  auch 

M§D>=Zr*-4M,R'-bc(S-a)  +  ea('-b)  +  ab{S-C\ 
Hieraus  folgt 

der  bekannte  Sati,   dass  der  Feuerbach'sche  Kreis  jeden  der  16  Be- 
rthruDgskreise  der  vier  Dreiecke  berührt,  deren  Seiten  er  halbirt. 


vm. 

Ueber  die  Wellenflache  zweiaxiger  Krystalle. 

Von 

Dr.  O.  Böklen 

in  Bratlingen. 


§1. 

0  sei  der  Schwerpunkt  eines  Körpers,  durch  welchen  die  Hauptträg- 
heitsaxen  x%  yy  z  gehen  und  denen  die  Hauptträgheitsrädien ,  deren 
Quadrate  a>6>c  sind,  entsprechen.  M  ist  ein  Punkt  im  Innern  des 
Körpers,  OM=j/r,  x*+y%+z*=*r\  dann  sind  die  drei  Wurzeln  der  in 
k  cubischen  Gleichung 

(*-«)*«        (*-%»         (*-c)«»  =  . 

'  r-\Jc-ay  r  —  (k—by    r-^k-c) 

oder,  wenn  man  x*+y*+z*=:r  addirt, 

2n  x*       ,       y%       ,       *'      =1 

'  r  —  (*  —  «)      r  —  (Ä  —  fc)  ^r-(Ä—  c) 

die  Quadrate  der  Hauptträgheitsrädien  von  M,  deren  Richtungen  die  Nor- 
malen der  drei  durch  M  gehenden  confocalen  Flächen  des  Grundellipsoids 

°>  ?+*+*-« 

sind.  Wenn  k  constant  und  >a  ist,  so  sind  1)  und  2)  die  Gleichungen 
einer  Wellenfläche  Why  welche  von  dem  Ellipsoid 

x*  t/2  z* 

abgeleitet  ist,  indem  man  auf  den  Centralschnitten  desselben  Perpendikel 
errichtet  gleich  ihren  Halbaxen.  Also  liegen  alle  Punkte  M,  für  welche 
ein  Hauptträgheitsradius  constant  ist,  auf  Wk,  Ist  auch  r  constant,  so 
ist  2)  eine  der  mit  3)  confocalen  Flächen,  die  Wk  in  einer  sphärischen 
Curve  schneiden  und  deren  Gleichungen 

sein  sollen.  (iL)  ist  das  Ellipsoid,  (p)  und  (v)  sind  die  beiden  Hyperboloide; 
es   ist   also   nach   2)   und  5)  k  oder  p  oder  v  =r— (Ar  —  a)  und  £a  nach 
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der  Theorie  der  elliptischen  Coordinaten  r  =  l  +  n  +  v—  (a  —  6)—  («— c) 

ist,  so  muss  entweder 

6)  x+v  =  k  +  a-b-c 
oder 

7)  \  +  p  =  k  +  a  —  b-c 

sein.  6)  ist  die  Gleichung  des  Hassern  Mantels  von  Wk  und  7)  diejenige 
des  innern  in  elliptischen  Coordinaten.  Weil  für  ein  constantes  1  ent- 
weder v  oder  p  ebenfalls  constant  ist,  so  folgt  daraus,  dass  die  Hyper- 
boloide (fi)  und  (v) ,  welche  den  Einen  Mantel  in  einer  sphärischen  Curve 
schneiden,  dem  andern  im  einer  von  ihren  Krümmungslinien  begegnen, 
während  die  Ellipsoide  (l)  die  Wellenfläche  nicht  in  sphärischen  Carven, 
sondern  nur  den  einen  oder  den  andern  Mantel  in  einer  von  ihren  Krüm- 
mungslinien treffen,  welche  verschiedenen  Systemen  angehören.  Da  die 
Gleichung  1)  auch  die  confocalen  Kegel  repräsentirt,  die  Wk  in  den 
sphärischen  uud  ellipsoidischen  Linien  schneiden,  so  müssen  diese  letz- 
teren zugleich  Krümmungslinien  der  Confocalen  2)  oder  5)  sein.  Durch 
M  geht  eine  ellipsoidische  Linie  von  W\\  weil  sie  zugleich  eine  Krüm- 
mungslinie von  (l)  ist,  so  giebt  ihre  Tangente  die  Richtung  eines  Haupt- 
trägheitsradius von  M  an,  und  da  für  alle  Punkte  M  auf  Wk  Ein  Haupt- 
trägheitsradius constant  ist,  so  folgt  weiter: 

Die  Tangenten  der  ellipsoidischen  Linien  einer  Wellen- 
fläche geben  die  Richtungen  der  constanten  Trägheits- 
radien an. 

Man  kann  diesen  Satz  auch  so  beweisen : 

Die  Quadrate  der  Hauptträgheitsradien  im  Punkte  M,  durch  welchen 
die  Confocalen  (A),  (ft),  (v)  gehen,  sind 

r  +  rt  —  A,     r  +  a  —  p,     r  +  rt  — v, 
welche  der  Reihe  nach  die  Richtung  von  den  Normalen  dieser  Flächen 
haben,  oder  mit  Benützung  des  obigen  Wertheß  von  r 

p  +  v-a  +  6  +  r,     A  +  v  —  a  +  b  +  r,     A  +  p  —  a  +  b  +  c; 
nach  6)   ist  also  für  den  äussern  Mantel  der  nach  der  Normale  von  (ji) 
gerichtete,   und   nach  7)   für   den   innern  Mantel   der  nach  der  Normale 
von  (v)  gerichtete  Hauptträgheitsradius  constant. 

00l  sei  die  wahre  und  00%  die  secundäre  optische  Axe  von  Wk\  in 
dem  Cuspidalpunkte  0%  schneiden  sich  zwei  ellipsoidische  Linien,  eine 
vom  äussern  und  eine  vom  innern  Mantel;  die  Gleichungen  von  00%  sind 

8)  *-°'    Ä«  +  (*-c)(«-6)      ö' 

Die  Coordinaten  von  Ot  entsprechen  der  Relation  #*+«*  =  &  —  b\  elimi- 
nirt  man  hieraus  und  aus  8)  Ar,  so  findet  man 

Die  Gleichungen  von  OOt  sind 
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io)  r-of   Jj+jLJ |-o, 

d.h.: 

Die  Wellenflächen  TP*,  ron  denen  jede  einem  bestimmten 

Werth  yk  des  einen  Hauptträgheitsradins  ihrer  Punkte  ent- 
spricht, haben  dieselbe  Richtung  für  ihre  wahren  optischen 
Axen,  nämlich  die  Asymptote  der  Focalhyperbel  von  den 
confocalen  Flächen  des  Grundellipsoids;  die  Endpunkte 
ihrer  secundären  optischen  Axen  liegen  auf  dieser  Focal- 
hyperbel. 

Im  Punkte  0%  schneiden  sich  zwei  ellipsoidische  Linien,  also  sind 
hier  ewei  Hauptträgheitsradien  gleich.  Somit  hat  man  den  Satz  von 
Binet:  Die  Focalkegelschnitte  sind  die  Orte  im  Räume,  für  welche 
zwei  der  Hauptträgheitsmomente  eines  festen  Körpers  unter  einander 
gleich  sind  (Journal  de  Te'c.  polyt.  XVI),  oder  von  Ampere,  welcher 
sie  als  den  Ort  der  Punkte  eines  Körpers  von  unendlich  vielen  perma- 
nenten Rotationsazen  angiebt. 

0tG  sei  die  gemeinsame  Tangente  des  Kreises  und  der  Ellipse,  in 
welchen   Wk  die  .tz- Ebene  schneidet,  so  ist 


0^*: 


k  —  b 


somit  ist,  daOöjöf/*— b,  OOx.OxG=*Y(a—b)(b  —  c)  also  constant,  für 
alle  Wellenflächen  Wk%  d.  h.  die  Punkte  G  liegen  auf  einer  gleichseiti- 
gen Hyperbel,  deren  Eine  Asymptote  OOt  und  deren  grosse  Halbaxe 
»p4(<i  — 6)(6  —  cj  ist.  OtG  sind  die  Durchmesser  der  singulären  Be- 
rührungskreise der  Flächen  Wk,  welche  auf  der  ««-Ebene  senkrecht 
stehen,  M  sei  ein  Punkt  auf  der  Peripherie  eines  solchen  Kreises  und 
MH  senkrecht  auf  der  xz- Ebene;  setzt  man  00l  =  %y  flf//=ty,  01H  =  x* 
so  ist 

11)  *-!±!*a  =  ,/(a_6)(6_c) 

die  Gleichung  der  Fläche,  auf  welcher  die  verschiedenen  singulären 
Kreise  der  Wellenfläcbe  Wk  liegen.  Betrachtet  man  0,  als  Pol  der  Focal- 
hyperbel, so  ist  die  durch  G  mit  Ö01  gezogene  Parallele  die  Polare. 
ChasleB  hat  in  dem  Apercu  historique,  Note  XXXI,  56,  den  Satz  an- 
gegeben: „Wenn  man  von  einem  Punkte  einer  Hauptebene  confocaler 
Flächen  auf  dieselben  Normalen  fällt,  so  liegen  diese  in  zwei  Ebenen, 
wovon  die  zweite  senkrecht  ist  zur  Hauptebene;  die  Fusspunkte  der  letz- 
teren bilden  einen  Kreis,  dessen  Durchmesser  das  von  dem  Punkte  auf 
seine  Polare  hinsichtlieh  des  in  der  Hauptebene  liegenden  Focalkegel- 
•ohnitts  gefällte  Perpendikel  ist.41  Liegt  also  M  auf  dem  Kreise,  dessen 
Durchmesser  Ot£,  so  ist  0XM  senkrecht  auf  dem  durch  M  gehenden  con- 
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focalen  Hyperboloid ;  da  aber  durch  M  auch  eine  ellipsoidiscbe  Linie  von 
Wk  geht,  welche  zugleich  Krümmungslinie  des  durch  M  gehenden  con- 
focalen  Ellipsoids  ist,  so  ist  0XM  zugleich  Tangente  der  ellipsoidischen 
Linie  und  somit  die  Richtung  eines  für  alle  Punkte  M  auf  dem  Kreise 
co  n  st  an  tan  Trägheitsradius.  Die  beiden  anderen  Hauptträgheitsaxen  von 
M  treffen  die  durch  G  gezogene  Polare.  Das  Vorhergehende  lässt  sich 
so  zusammenfassen: 

Die  von  den  einzelnen  Punkten  der  Asymptote  der  Fo- 
calhyperbel  des  Orundellipsoids  auf  ihre  Polaren  hinsicht- 
lich dieser  Hyperbel  gefällten  Perpendikel  sind  die  Durch- 
messer von  Kreisen,  die  auf  der  Asymptote  senkrecht  stehen; 
für  alle  Punkte  auf  der  Peripherie  eines  solchen  Kreises 
giebt  die  Sehne,  welche  nach  dem  auf  der  Asymptote  liegen- 
den Endpunkte  des  Durchmessers  gezogen  wird,  die  Rich- 
tung des  constanten  Hauptträgheitsradius  an;  die  beiden 
anderen  Hauptträgheitsaxen  schneiden  die  durch  den  andern 
Endpunkt  gehende  Polare. 

Unter  den  drei  Hauptträgheitsradien  von  einem  beliebigen  Punkte 
M  im  Innern  eines  Körpers  ist  also  immer  Einer  ausgezeichnet,  entweder 
der  mittlere,  wenn  M  auf  dem  äussern,  oder  der  grösste,  wenn  M  auf 
dem  innern  Mantel  der  betreffenden  Fläche  Wk  liegt.  In  jedem  Falle 
geht  durch  M  eine  ellipsoidiscbe  Linie,  die  auf  einem  Kegel  liegt,  dessen 
8pitze  der  Schwerpunkt  0  ist  und  dessen  Focallinien  die  secundären 
optischen  Axen  dieser  Wellenfläche  sind  [8)];  also  bildet  die  durch  OM 
und  den  ausgezeichneten  Trägheitsradius,  welcher  eine  Tangente  des 
Kegels  ist,  gelegte  Ebene  mit  den  beiden  durch  OM  und  die  secundären 
optischen  Axen  gelegten  Ebenen  gleiche  Winkel,  oder: 

Construirt  man  mit  dem  Werthe  k  des  mittleren  oder 
grössten  Hauptträgheitsradius  eines  Punktes  M  die  beiden 
Axen  8),  verbindet  M  mit  dem  Schwerpunkte  0  und  legtdurch 
OM  und  diese  Axen  zwei  Ebenen,  so  wird  eine  dritte  durch 
OM  und  den  betreffenden  Hauptträgheitsradius  gehende 
Ebene  den  einen  der  von  den  zwei  ersten  Ebenen  gebilde- 
ten Winkel  halbiren.  Hat  zugleich  die  Verbindungslinie  OM 
eine  constante  Länge,  so  ist  auch  die  Summe  oder  Differenz 
der  Winkel   constant,    die   sie   mit   den  Axen   8)   einschiiesst. 


§2. 
Eine   weitere  Verwendung  findet   die  Weilenfläche,   wenn  man  ihre 
Beziehungen  untersucht  zu  dem  Comp  lex  von  Geraden ,  durch  welche  sich 
an   ein  EUipsoid   rectanguläre  Tangentialebenen   legen  lassen.     Mit  Bei- 
behaltung der  bisherigen  Bezeichnungen  sei  der  Punkt  M  die  Spitze  eines 

11* 
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Kegels,  welcher  eine  der  confocalen  Flächen  (A')  des  Grundellipsoids  3), 
deren  Gleichungen  in  5)  angegeben  sind,  berührt,  so  wird 

12)  .-£?+  -^  +  -^  =  0 

A —  A        fl  —  A         V  —  A 

die  Gleichung  dieses  Kegels  sein.  Die  Normalen  von  den  drei  Confo- 
calen  (A),  (p),  (i/),  die  sich  in  M  schneiden,  sind  die  Azen  der  {,  if,  £. 
Zwei  Erzengende  des  Kegels,  welche  in  der  Ebene  ££  liegen,  MN  und 
MP  [N  und  P  sind  die  Berührungspunkte  auf  (iL')],  entsprechen  der 
Relation 


13) 


«-•  4-±/S£ 


Bewegt  sich  Jl/  auf  der  Krümmungslinie  v  =  contf.  auf  (A) ,  so  ist  -r  eben- 
falls constant,  d.h.: 

Durch  eine  Tangente  der  Krümmungslinie  eines  Ellipsoids  lege  man 
•zwei  Ebenen,  welche  ein  confocales  Ellipsoid  berühren,  eo  ist  der  Win* 
kel  zwischen  diesen  beiden  Ebenen  von  constanter  Grösse.  (Mannheim, 
From  the  proceedings  of  the  royal  eociety,  16.  Juni  1881.) 

Setzt  man  in  13)  *r=  +  l  oder  2A'=A+i',  so  ist  der  Winkel  zwi- 
schen beiden  Tangentialebenen  ein  rechter,  und  wenn  man  mit  Bücksicht 
auf  6)  2A'=  Ar +  a  —  6  —  c  setzt,  so  erhält  man  das  andere  Theorem  von 
Mannheim:  Die  Spitzen  der  Berührungskegel  eines  Ellipsoids  (A'),  bei 
welchen  die  beiden  Erzeugenden  Eines  Hauptschnittes  rechtwinklig  zu 
einander  sind ,  liegen  auf  einer  Wellenfläche.  Da  die  Normalen  von  (A') 
in  den  Berührungspunkten  N  und  P  rechtwinklig  auf  den  beiden  Tangen- 
tialebenen stehen,  so  liegen  sie  in  der  Ebene  des  Winkels  NM P  und 
schneiden  sich  also  in  einem  Punkte  F.  Daher  giebt  Mannheim  seinem 
Satze  (den  er  auf  kinematischem  Wege  bewiesen  hat)  auch  folgende 
Form:  Bewegt  sich  ein  rechter  Winkel,  dessen  Schenkel  ein  Ellipsoid 
berühren,  so,  dass  die  Normalen  des  Ellipsoids  (in  einem  Punkte  F)  sich 
schneiden,  so  beschreibt  die  Spitze  M  des  Winkels  eine  Wellenfläche, 
deren  Normale  MF  ist.  F  ist  der  Focus  der  Ebene  des  Winkels,  denn 
für  eine  unendlich  kleine  Bewegung  der  Ebene  des  Rechtecks  MNFP 
sind  die  Tangenten  der  von  den  Punkten  N  und  P  beschriebenen  Tra- 
jectorien  senkrecht  zu  NF  und  PFy  also  ist  F  ein  momentaner  Drehunge- 
punkt; somit  siud  die  Tangenten  der  Trajectorien  aller  Punkte  der  Ebene 
senkrecht  zu  ihren  Verbindungslinien  mit  Fy  d.  h.  MF  ist  die  Normale 
der  Wellenfläche  in  M. 

Die  Gleichung  der  Confocalen  (A') 

14)      £ +     ?-    —  + **- 1 
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zeigt,  dass  dieselbe  unter  der  Voraussetzung  k  > a  entweder  ein  Ellipsoid 
oder  ein  einmantliges  Hyperboloid  ist.  Zu  jedem  einem  bestimmten 
Werthe  von  k  entsprechenden  constanten  Trägheitsradius  gehört  eine 
bestimmte  Fläche  (A')  [14)],  die  durch  denselben  an  (A')  gelegten  Tan- 
gentialebenen berühren  diese  Fläche  in  zwei  Punkten,  deren  Normalen 
sich  schneiden.  Da  durch  jeden  Punkt  M  der  Wellenfläche  sowohl*  eine 
ellipsoidische ,  als  auch  eine  sie  rechtwinklig  schneidende  sphärische  Linie 
geht,  so  enthält  die  durch  OM  und  die  Tangente  der  ersteren  gehende 
Ebene  die  Normale  MF  der  Wellenfläche,  welche  als  Diagonale  des 
Rechtecks  MNFP  die  Sehne  NP  halbirt.     Hieraus   folgt  also  der  Satz: 

Die  durch  den  Schwerpunkt  und  den  constanten  Träg- 
heitsradius bestimmte  Ebene  schneidet  die  Ebene  des  klein- 
sten und  grössten  Trägheitsradius,  wenn  der  Punkt  auf  dem 
äussern  Mantel  liegt,  oder  des  kleinsten  und  mittlem,  wenn 
er  auf  dem  innern  Hantel  liegt,  in  der  Normale  der  Wellen- 
fläche. 

Die  Halbirungslinie  des  Winkels  NMP  giebt  die  Richtung  des  klein- 
sten und  diejenige  seines  Nebenwinkels  die  Richtung  des  grössten  oder 
mittleren  Trägheitsradius  an. 

Wenn  m  x2  +  »  y2  +  P  z*  =  0  die  Gleichung  eines  Kegels ,  auf  seine 
Axen  bezogen,  ist,  so  ist  die  Gleichung  eines  zweiten  Kegels,  durch 
dessen  Mantellinien  sich  rectanguläre  Tangentialebenen  an  den  ersten 
legen  lassen,  auf  dieselben  Axen  bezogen 

m(n+p)x*+n(p  +  m)y*  +  p(m  +  n)zi  =  0. 
Wenn  man  dies  auf  den  Kegel  12)  anwendet,  so  findet  man 
15)        (f4  +  v_2O52+(v  +  A-2Af)t?8  +  a  +  ^-2r)f8=0 
für  die  Gleichung  eines  Kegels,  dessen  Spitze  (Aftv)  ist  und  durch  dessen 
Mantellinien   sich   rectanguläre  Tangentialebenen  an  den  Kegel  12)  und 
somit   auch   an  das  Ellipsoid   (A')  ziehen  lassen.     Betrachtet  man  in  15) 
A'  als   constant,   die  übrigen  Grössen   als  veränderlich,   so  stellt  sie  alle 
Complexgeraden ,   durch  die  sich   an  ein  Ellipsoid  rectanguläre  Tangen- 
tialebenen legen  lassen,  vor.     Setzt  man   in    15)  A+v  =  2A'oder  A+P 
«=2A\  so  verwandelt  sich  diese  Gleichung  in 

••>  !-±/^ 

oder  

tl       —f     A  — v 
d.  h.  der  Kegel  15)  degenerirt  in  beiden  Fällen  in  zwei  Ebenen,  welche 
in  16)   reell   und  in  17)  imaginär  sind.     Durch  Vergleichung  mit  6),  7) 
und  14)  ergiebt  sich,  dass  im  ersten  Falle  die  Spitze  des  Kegels  auf  dem 
äussern  und  im  zweiten  Falle  auf  dem  inner»  Mantel  von   FF*  liegt. 
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Alle  Complexgeraden  des  Systems,  welche  durch  einen  Punkt  der 
Wellenfläche  gehen,  liegen  demnach  in  zwei  Ebenen,  die  sich  in  der 
Tangente  der  ellipsoidischen  Linie  schneiden  und  mit  der  Normale  des 
confocalen  Ellipsoids  (A)  gleiche  Winkel  bilden.  Liegt  der  Pnnkt  auf  dem' 
äussern  Mantel,  so  sind  die  Ebenen,  also  auch  die  Complexgeraden,  reell; 
liegt  er  aber  auf  dem  innern  Mantel,  so  sind  die  Ebenen  imaginär,  nnr 
ihr  Durchschnitt  ist  reell.  Also  giebt  es  für  einen  Punkt  des  innern 
Mantels  nur  Eine  Gerade,  nämlich  die  Tangente  der  ellipsoidischen 
Linie,  durch  welche  sich  an  das  Ellipsoid  (A')  rectanguläre  Tangential- 
ebenen legen  lassen. 

Die  Spitzen  sämmtlicher  rectangulären  Trieder,  welche  sich  um  das 
Ellipsoid  (A')  beschreiben  lassen,  liegen  nach  14)  auf  der  Kugel,  deren 
Halbmesser  =  j/^(3Ar  — 0— 6  — c)  ist.  Diese  Kugel  werde  von  einer  Ebene 
L  in  einem  Kreise  K  geschnitten;  die  Projection  von  (A')  auf  Z  ist  eine 
concentrische  Ellipse  E\  alle  Complexgeraden  oder  Triederkanten ,  welche 
in  L  liegen,  bilden  Sehnen  von  £';  errichtet  man  auf  denselben  in  ihren 
Endpunkten  Senkrechte,  so  werden  diese  E  berühren,  also  sind  die 
Complexgeraden  Tangenten  eines  concentrischen  und  mit  E  coaxialen 
Kegelschnittes,  welcher  eine  Ellipse  oder  Hyperbel  ist,  je  nachdem  die 
grosse  Axe  von  B  kleiner  oder  grösser,  als  der  Durchmesser  von  K%  Sind 
et  und  ß  die  Halbaxen  von  E  und  ist  r  der  Halbmesser  von  ff,  so  sind 
f/r*— j3*  und  j/r*—  a*  die  Halbaxen  des  Kegelschnittes,  dessen  Tangen- 
ten Complexgerade  bilden.  Bewegt  man  also  L  parallel  mit  sich  selbst, 
so  bleiben  et  und  ß  constant  und  man  erhält  ein  System  von  confocalen 
Kegelschnitten,  wozu  auch  E  gehört,  deren  gemeinsame  Brennpunkte  wir 
mit  A  und  B  bezeichnen.  Im  Grenzfalle,  wenn  E  und  K  sich  berühren, 
degenerirt  der  Kegelschnitt  in  die  Gerade  A  B  und  alle  Complexgeraden, 
welche  dieser  speciellen  Lage  von  L  entsprechen,  gehen  sowohl  durch  A> 
als  durch  ß;  somit  liegen  diese  zwei  Punkte  auf  dem  äussern  Mantel  der 
Wellenfläche  Wk.  In  AB  selbst  fallen  zwei  Complexgerade  zusammen, 
welche  ausser  den  Punkten  A  und  B  noch  einem  dritten  Punkte  C  zwi- 
schen A  und  B  auf  dem  innern  Mantel  angehören.  Dies  geht  auch  aus 
folgender  Betrachtung  hervor: 

Auf  jeder  Ebene  L  liegen  zwei  bestimmte  Punkte  A  und  /?,  nämlich 
die  Brennpunkte  von  E\  wird  L  parallel  mit  sich  selbst  bewegt,  so  durch- 
laufen A  und  B  zwei  auf  L  senkrechte  Gerade;  jeder  Lage  von  L  gehört 
einer  von  den  confocalen  Kegelschnitten  an,  dessen  Tangenten  Complex- 
gerade sind,  so  lange  die  Ebene  L  nicht  ausserhalb  der  Wellen  fläche  Wk 
ist,  in  welchem  Falle  sie  keine  Complexgerade  enthält.  Berührt  L  den 
äussern  Mantel  von  Wky  so  ist  die  Eine  Axe  der  confocalen  Kegel- 
schnitte, welche  durch  die  Mitte  von  AB  senkrecht  zu  dieser  Geraden 
geht,  die  einzige  Complexgerade  von  L\  sie  ist  im  Berührungspunkte 
zugleich  Tangente  der  ellipsoidischen  Linie  von   Wk  und  also  eine  sin- 
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guläre  Linie  des  Complexes,  weil  sie  die  Grenzfläche  Wk  oder  die  Sin- 
gularitätenfläche  des  ganzen  Complexes  in  einer  ellipsoidischen  Linie 
berührt.  Schneidet  L  den  äussern  Mantel,  ohne  den  innern  zu  treffen, 
so  sind  die  Tangenten  einer  der  confocalen  Hyperbeln  Complexgerade, 
worunter  zwei  singulare  in  den  Berührungspunkten  der  Hyperbel  mit  der 
Durchschnittscurve  von  L  und  Wk.  Berührt  L  den  innern  Mantel  in  C, 
so  gebt  durch  C  nach  dem  Obigen  nur  Eine  Complexgerade,  welche 
zugleich  Tangente  der  ellipsoidischen  Linie  oder  Normale  des  durch  C 
gehenden  Hyperboloids  (v),  also  singulare  Linie  ist«  C  liegt  deswegen 
auf  AB,  welche  Gerade  als  Grenzlinie  der  confocalen  Hyperbeln  anzu- 
sehen ißt.  Durch  die  Punkte  A  und  #,  die  auf  dem  äussern  Mantel 
liegen,  gehen  unendlich  viele  Complexgerade,  worunter  zwei  singulare 
(ausser  der  Geraden  A  B)  als  Tangenten  der  ellipsoidischen  Linien  in  A 
und  B.  Die  Ebene  L  entspricht  in  dieser  Lage  für  den  Punkt  A  der 
Gleichung  16)  und  steht  senkrecht  auf  einer  Focallinie  des  Tangential- 
kegeis  12).  Schneidet  L  beide  Mäntel  von  Wk,  so  sind  die  Complex- 
geraden  Tangenten  einer  der  confocalen  Ellipsen,  welche  sowohl  die 
Durchschnittscurve  auf  dem  äussern,  als  auch  auf  dem  innern  Mantel 
berührt,  und  zwar  in  je  zwei  Punkten,  durch  welche  also  im  Ganzen 
vier  singulare  Linien  gehen. 

Diese  Resultate,  welche  hier  durch  einfache  geometrische  Betrach- 
tungen abgeleitet  sind,  hat  Painvin  (Nouv.  Annales,  1872)  ausführlich 
auf  analytischem  Wege  entwickelt.  Sie  lassen  sich  auch  auf  die  Lehre 
von  den  constanten  Trägheitsradien  anwenden,  deren  Richtungen  als 
Tangenten  von  ellipsoidischen  Linien  mit  den  singulären  .Linien  zusam- 
menfallen.    Man  erhält  dann  den  Satz: 

In  einer  Ebene  L  im  Innern  eines  Körpers  liegen  vier 
gleiche  Hauptträgheitsradien,  welche  einem  bestimmten 
Hauptträgheitsmomente  k  entsprechen,  wenn  L  beide  Man* 
tel  der  nach  diesem  Werthe  von  k  abgeleiteten  Wellenfläche 
Wk  schneidet.  Berührt  L  den  innern  Mantel,  so  fallen  zwei 
von  diesen  vier  Trägheitsradien  in  der  Berührungslinie  zu- 
sammen; schneidet  die  Ebene  nur  den  äussern  Mantel,  so 
enthält  sie  zwei  Trägheitsradien  und  im  Falle  der  Berüh- 
rung Einen  von  dem  Werthe  k.  Alle  anderen  ausserhalb  W* 
liegenden  Ebenen  enthalten  keinen  solchen  Hauptträgheits- 
radius. 

Betrachtet  man  die  Normale  einer  durch  0  parallel  mit  L  gelegten 
Ebene  als  Axe  der  ),  zieht  in  derselben  durch  0  Parallelen  mit  den  Axen 
der  confocalen  Kegelschnitte,  welche  die  Axen  der  r  und  ty  sein  sollen, 
so  erhält  man  für  die  Fläche,  auf  welcher  bei  einer  parallelen  Bewegung 
von  L  diese  Kegelschnitte  liegen,  für  dieses  neue  Coordinatensystem  die 
Gleichung 
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18)  t.         ■  »'  -1 

Ä  ist  der  Halbmesser  der  Kugel,  anf  welcher  die  Spitien  der  um  (A') 
beschriebenen  rectangulären  Trieder  liegen,  also  ist  nach  14) 

Hat  die  J-Axe  die  Richtung  der  wahren  optischen  Axe  von  Jfjt, 
welche  zugleich  die  Axe  des  um  (A')  beschriebenen  Rotationscylinders  ist, 
so  wird  «*  = /J*  =  £  (Ar  —  a  +  b  —  c)  und  die  Gleichung  18)  verwandelt  sieb  in 

19)  ri+^+^jfc-ft, 

Legt  man  durch  eine  nicht  zum  Complex  gehörende  Gerade  Ebenen, 
so  bilden  die  in  denselben  enthaltenen  Complexkegelschnitte  die  zur 
Geraden  gehörige  Complexfläche ,  demnach  sind  18)  und  19)  die  Gleich- 
ungen von  solchen  Flächen,  welche  unendlich  fernen  Geraden  entspre- 
chen. In  dem  speciellen  Falle  19),  wo  L  senkrecht  auf  der  wahren 
optischen  Axe  steht,  degeneriren  die  confocalen  Kegelschnitte  in  ein 
System  von  concentrischen  Kreisen. 

Für  eine  bestimmte  Normale  von  L  sind  drei  besondere  Lagen  dieser 
Ebene  zu  unterscheiden,  Z0,  Lx  und  Z2;  im  ersten  Falle  geht  sie  durch 
den  Mittelpunkt  0,  im  zweiten  berührt  sie  den  innern  Mantel  in  C  und 
dann  liegen  die  Brennpunkte  A  und  B  auf  dem  Äussern  Mantel,  im  dritten 
Falle  endlich  berührt  sie  den  äussern  Mantel  in  C.  Fällt  man  von  0 
ein  Perpendikel  OD  auf  die  Ebene  Liy  so  ist 

20)  0D  =  ^L. 

A— v       . 

«,  «',  n'  sind  die  Prodncte  der  Halbaxen  von  den  drei  confocalen  Flä- 
chen (A) ,  (p) ,  (?)  [5)] ,  die  sich  in  A  schneiden ;  wenn  £  der  Winkel  ist 

zwischen  AB  und  der  Normale  von  (v),  so  ist  nach  16)  tgt  —  j/  j 1 

also  sins=T/  ; ,   cost  =  j/ -;    bezeichnet   man  ferner  die   Ab- 

V    A  —  v  f    /*  —  v 

stände  der  Tangentialebenen  dieser  Flächen  von  0  mit  P,  P,  P\  so  ist 
P=    ,         *  ,    />"=    , *  ,  OD  =  Pco$i+  P"sint,  woraus 

yk— i*yx  —  v  vi  —  vYp—v 

sich  die  Relation  20)  ergiebt.  Da  sie  \x  nicht  enthält,  so  ist  OD  con- 
stant,  wenn  A  und  v  constant  bleiben,  d.  h.: 

Die  durch  die  Tangenten  einer  ellipsoidischen  Linie  des 
äussern  Mantels  einer  Wellenfläche  an  den  innern  gelegten 
Tangentialebenen  berühren  eine  concentrische  Kugel. 

Der  Halbmesser  des  Kreises  AT,  in  welchem  die  Kugel,  auf  der  die 
8pitzen  der  um  (A')  beschriebenen  reetangulären  Trieder  liegen,  von 
der  Ebene  L  geschnitten  wird,   ist  f/lP—OD2  und  die  Halbaxen  des  in 
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L  liegenden  Co  mplexk  egelschnitt  es  sind  ^-R*—  0Z)2—  <x*  und  j/Ä2— OD*-fP\ 
a  und  ß  sind  die  Halbaxen  der  Protection  E  von  (A')  auf  L.  Für  Xt 
wird  i*2  —  ÖJP2««2  und  für  Z,  TP  — ÖZ>2  =  /32;  im  ersten  Falle  ist  tf  der 
über  der  grossen  Axe  von  E,  im  zweiten  der  über  der  kleinen  Axe  als 
Durchmesser  beschriebene  Kreis,  Ist  für  Lx  OD  constant,  so  muss  es  auch 
ix  sein,  und  ist  für  L%  OD  constant,  so  muss  auch  ß  constant  bleiben. 
Mit  Beziehung  auf  das  Vorhergehende  hat  man  nun  den  Satz; 

Die  Projectionen  eines  Ellipsoids  (A')  auf  den  Tangen- 
tialebenen einer  Wellenfläche  Wk  sind  Ellipsen,  deren  Axen- 
kreise  auf  einer  concentrischen  Kugel  liegen.  Für  eine  Tan- 
gentialebene des  innern  Mantels  liegen  die  Brennpunkte  der 
Projectionen  auf  dem  äussern  Mantel  und  der  grosse  Axen- 
kreis  liegt  auf  der  Kugel,  während  bei  einer  Tangential- 
ebene des  äussern  Mantels  dies  beim  kleinen  Axenkreise 
stattfindet.  Im  ersten  Falle  geht  die  grosse  Axe  durch  den 
Berührungspunkt  und  giebt  hier  die  Polarisationsrichtung 
für  den  betreffenden  Lichtstrahl  an,  im  zweiten  geht  die 
kleine  Axe  durch  den  Berührungspunkt,  wo  sie  gleichfalls 
mit  der  Polarisationsrichtung  übereinstimmt.  Berührt  die 
Tangentialebene  des  innern  Mantels  zugleich  eine  concen- 
trische  Kugel,  so  beschreiben  die  beiden  Brennpunkte  der 
Projection  ellipsoidische  Linien  der  Wellenfläche  oder,  was 
dasselbe  ist,  Krümmungslinien  von  Ellipsoiden,  und  die 
grosse  Axe  der  Projection  ist  constant.  Bei  den  Tangen- 
tialebenen des  äussern  Mantels,  die  eine  concentrische  Kugel 
berühren,  ist  die  kleine  Axe  constant. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  in  anderer  Form  aussprechen,  wodurch 
man  eine  neue  Construction  sowohl  der  Wellenfläche,  als  auch  ihrer 
Fusspunktfläche ,  der  Wellengeschwindigkeitsfläche ,  erhält,  und  wobei  das 
Ellipsoid  (A'),  welches  aus  dem  Ergänzungsellipsoid  4)  abgeleitet  ist,  zu 
Gründe  liegt: 

Die  beiden  coaxialen  Rotationscylinder,  welche  demBe- 
rührungscylinder  eines  Ellipsoids  (A*)  um-  und  einbeschrie- 
ben sind,  schneiden  die  Kugel,  auf  welcher  die  Spitzen  der 
um  (A')  beschriebenen  rectangulären  Trieder  liegen,  in  zwei 
Kreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Wellengeschwindig- 
keitsfläche von  Wk  liegen  und  deren  Ebenen  die  Wellen- 
fläche Wk  selbst  berühren.  Der  Durchschnitt  des  Beruh- 
rungscylinders  mit  der  Ebene  des  grösseren  Kreises  ist  eine 
Ellipse  25,  deren  grosse  Axe  den  innern  Mantel  in  einer 
ellipsoidischen  Lipie  berührt  und  deren  Brennpunkte  auf 
dem  äussern  Mantel  der  Wellenfläche  liegen,  während  die 
kleine  Axe    des  Durchschnitts    mit    der  Ebene    des   kleinen 
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Kreises  den  äussern  Mantel  in  einer  ellipsoidischen  Linie 
berührt. 

Die  Durchschnittscurve  des  Berührungscylinders  mit  der  Kugel  hat 
drei  zu  einander  senkrechte  Symmetralebenen ;  ihre  Protection  auf  der 
ersten,  senkrecht  zur  Cylinderaxe,  ist  die  Ellipse  E,  während  sie  sich 
auf  den  zwei  anderen  als  Ellipsen-  und  Hyperbelbogen  projicirt.  Be- 
trachtet man  die  Cylinderaxe  als  gewöhnlichen  (unpolarisirten)  Licht- 
strahl, 60  stellt  sie  die  Bahncurve  eines  Aethertheilchens  vor.  In  einem 
zweiaxigen  Krystalle  dagegen  sind  die  Verbindungslinien  ihrer  höchsten 
und  tiefsten  Punkte  (welche  in  der  zweiten  und  dritten  Symmetralebene 
liegen)  die  Polarisationsrichtungen  der  Aethertheilchen  in  den  beiden 
parallelen  Tangential-  oder  Wellenebenen  Lx  und  Z2. 

Bezeichnet  man  die  Quadrate  der  Abstände  des  Mittelpunktes  0  von 

Li  und  Lü  mit  vx  und  t?8  und  ihre  Richtnngscosinus  mit  /,  m,  n,  so  sind 

/*                 m2                 n* 
vx  und  v9  die  Wurzeln  der  Gleichung  7 \-~ 7 (-- =0, 

d.  h.  der  Fusspunktfläche  von   TP*,  oder  von 

fl(k-b-v)(k-c-v) 
}       +  m*(k-c-v)(k-a-v)  +  n*(k-a-v)(k-b-v)  =  0. 

Ferner  ist  a2  =  Ä2— r,  und  02=Ä2  — 1>2#  Für  die  Quadrate  der 
Abstände  der  Mittelpunkte  beider  Kreise  von  den  Berührungspunkten 
der  Wellenfläche  auf  der  grossen  und  kleinen  Axe  der  beiden  Ellipsen 
hat  man  die  Werthe 

(Ar  —  a  —  0,)(Ar  —  6  —  »i)(*  —  c— ©,)        (Ar  — «  — »2)(Ä  — 6  — Pa)(Ar  — c  — 0j) 

Die  Halbaxen  des  Complexkegelschnittes  einer  Ebene  L  im  Abstände  j 
von  0  sind  j/ä2— j2—  ß%  und  ]/R*-~  j2—  a2.  Man  ziehe  an  denselben 
zwei  Tangenten ,  die  sich  unter  einem  rechten  Winkel  in  Q  schneiden ,  so 
liegt  dieser  Punkt  auf  dem  Kreise,  dessen  Halbmesser  =  j/2Ä2—  2j2— a2— 02; 
r  und  \)  seien  die  Coordinaten  von  G  in  Beziehung  auf  die  Axen  «  und 
ß%  so  ist  r2+92  =  2Ä*-2j2-«2-/S2  oder 

22^  *!±*!+_j!_-i 

G  ist  die  Spitze  einer  vierseitigen  Pyramide,    deren   Seitenflächen 

auf  einander  senkrecht  stehen  und  (k')  berühren.    Bleibt  die  Normale  von 

L  unveränderlich,    so   sind   /,  m,  n   und   somit  auch  vx  und  t?2  constant, 

also  liegt  G  auf  dem  abgeplatteten  Drehungsellipsoid  22).     Aus  21)  folgt 

vx+vt=*P{2k  —  &-c)  +  »i2(2*-c-a)  +  »2(2*--a-6). 

Ist  G'  der  Endpunkt  der  3 -Axe  des  Ellipsoids  22)  und  sind  a:,  y,  z 
die  Coordinaten  von  G'  in  Beziehung  auf  die  Axen  von  (V),  so  ist 
Jfy  +  ^  —  a^+y^*8!  somit 
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Die«  ist  die  Fusspunktfläche  des  Ellipsoids 

24)  *2    +    **    +     z*     =u 


Setzt  man  in  den  Werthen  J^ß*— j*— ß*  nnd  }/R%— j*  —  «*  der  Halb- 
axen    des    Complexkegelschnittes    von   i    &!  =  /**  — a2    und    r2=/?2  — ß2, 

}2  =  4"(t'i+l'*)>  so  erhält  man  l/±(vt— vt)  nnd  ^(p,  — p8),  also  ist  der 
Complexkegelschnitt  von  £,  wenn  diese  Ebene  durch  &'  geht,  eine 
gleichseitige  Hyperbel ,  woraus  folgt : 

Die  Ebenen  derjenigen  Complexkegelschnitte  eines  El- 
lipsoids  (*')  [14)],  welche  gleichseitige  Hyperbeln  sind,  be- 
rühren ein  zweites  Ellipsoid  24). 

Hieraus  folgt  ferner,  da  die  Asymptoten  dieser  Hyperbeln  Complex- 
gerade  sind: 

Die  Spitzen  der  um  ein  f^llipsoid  (&')  beschriebenen  vier- 
seitigen Pyramiden,  deren  Gegenseiten  paarweise  auf  ein- 
ander senkrecht  stehen  und  sich  in  zwei  rectangulären  Ge- 
raden schneiden  in  einer  Ebene  senkrecht  zum  Halbmesser, 
liegen  auf  der  Fusspunktfläche  eines  zweiten  Ellipsoids  24). 

Der  Complexkegel  15),  dessen  Spitze  (Apv)  ist,  berührt  beide  Mäntel 
von  Wk  oder  blos  den  innern,  und  zwar  je  in  zwei  Punkten,  je  nach- 
dem seine  Spitze  ausserhalb  des  äussern  Mantels  oder  zwischen  beiden 
Mänteln  sich  befindet.  Die  nach  den  Berührungspunkten  gehenden  Er- 
zengenden des  Kegels  sind  Richtungen  von  constanten  Hauptträgheits- 
radien ,  wodurch  man  einen  dem  obigen ,  sieb  auf  die  Hauptträgheitsradien 
in  einer  Ebene  beziehenden,  analogen  Satz  für  solche  Radien,  die 
durch  einen  Punkt  gehen,  erhält. 

§3. 
Das  Grundellipsoid   3),   welches   aus   den  drei  Hauptträgheitsradien 
]/a ,  yöy  j/c  für  den  Punkt  0  als  Schwerpunkt  eines  Körpers  construirt 
ist,  gehört  zum  System  der  confocalen  Flächen  (iL),  (p),  (v)  der  Gleich- 
ung 5),  deren  Focalellipse  durch  die  Relationen 

25)  z  =  0,    -^+-£-  =  1 

fl—C       0 — c 

besimmt  ist.     Zieht  man    in   einem  Punkte  M  oder  (Aftv)  die  Normalen 
dieser  drei  Flächen  und  trägt  darauf  von  M  aus  beiderseits  Strecken  ab 
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gleich  A,  p  und  v,  so  erhält  man  die  Axen  für  ein  Hilfsellipsoid ,  wel- 
ches die  yz- Ebene  in  0  berührt  und  dessen  durch  M  parallel  mit  dieser 
Ebene  gelegter  Centralschnitt  die  Halbaxen  ya—b  und  j/a— ö  hat,  wo- 
von die  erste  parallel  mit  der  y-Axe  nnd  die  zweite  parallel  mit  der 
z-Axe  ist.  Versetzt  man  nun  das  Hilfsellipsoid  parallel  mit  sich  selbst, 
so  dass  sein  Mittelpunkt  die  Strecke  MO  durchläuft,  so  wird  in  dieser 
neuen  Lage  de*r  genannte  Centralschnitt  den  Gleichungen 

v*          z* 
26)  *  =  0,     -^4  + =  1 

m 

entsprechen.  OM  wird  jetzt  der  conjugirte  Semidiameter  von  26)  sein, 
da  die  Tangentialebene  von  M  parallel  der  yz* Ebene  ist,  und  zwar  für 
jede  beliebige  Lage  des  Punktes  M  im  Räume.  Soll  aber  dieser  Funkt 
auf  der  Wellenfläche  Wk  bleiben,  so  ist  k  +  v  constant,  so  lange  er  auf 
dem  äussern  Mantel  sich  bewegt,  und  il-f-fi  für  den  innern.  Hierauf 
beruht  folgende  neue  Erzeugungsart  der  Wellenfläche: 

Bei  den  Ellipsoiden  von  gemeinsamem  Centralschnitt, 
wo  die  Quadratsumme  der  grossen  und  kleinen  oder  der 
grossen  und  mittlem  Axe  constant  ist,  beschreiben  die  End- 
punkte des  dem  Cen tralschnitte  conjugirten  Durchmessers 
eine  Wellenfläche,  und  zwar  im  ersten  Falle  den  äussern,  im 
zweiten  den  innern  Mantel. 

Bewegt  sich  M  auf  einer  ellipsoidischen  Linie  von  JP*,  so  sind  zwei 
Axen  des  Hilfsellipsoids  constant  und  die  dritte  allein  veränderlich; 
beschreibt  dagegen  M  eine  sphärische  Linie  von  Wk,  so  ist  sowohl  eine 
Axe ,  als  auch  die  Quadratsumme  der  beiden  anderen  constant.  Dieselbe 
Wellenfläche  Wk  ist  aber  auch  von  dem  EUipsoid  4)  als  Ergänzungs- 
ellipsoid  abgeleitet  dadurch,  dass  man  auf  den  Central  schnitten  desselben 
Perpendikel  errichtet  gleich  ihren  Halbaxen.  Dieses  EUipsoid  gehört  zu 
einem  zweiten  System  von  confocalen  Flächen,  deren  Focalellipse  man 
erhält,  wenn  in  4)  #  =  0  und  k  =  a  gesetzt  wird;  sie  ist  also  identisch 
mit  26).  In  einem  früheren  Aufsatze  (diese  Zeitschrift  1880,  S.  346)  habe 
ich  eine  ähnliche  Erzeugungsart  der  Wellenfläche  durch  Ellipsoide  mit 
gleichem  Centralschnitte  angegeben ,  welche  auf  die  Fläche  Wk  in  folgen- 
der Weise  sich  anwenden  läset: 

Bei  den  Ellipsoiden,  deren  gemeinschaftlicher  Centralschnitt  25)  ist  und 
deren  grosse  Axe  die  constante  Länge  2j/Ar— c  hat,  beschreiben  die  auf 
derselben  liegenden  Hauptbrennpunkte  die  beiden  Mäntel  von   Wk. 

Man  kann  aber  auch  das  oben  eingeführte  Hilfsellipsoid  sich  von 
seiner  ursprünglichen  Lage  aus,  wo  der  Mittelpunkt  M  oder  (Apv)  noch 
auf  (l)  liegt,  so  bewegen  lassen,  dass  M  stets  auf  dieser  Fläche  bleibt, 
also  die  grosse  Halbaxe  k  allein  constant  ist.  Wird  es  dann  aus  seiner 
jeweiligen    Lage   nach    0   versetzt,    so    dass    es    durch    die  Ellipse   26) 
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geht,  so  erhält  man  eine  Schaar  von  Ellipsoiden  mit  gemeinschaftlichem 
Centralschnitt  and  constanter  Länge  der  grossen  Axe,  bei  welchen  die 
Endpunkte  des  dem  Centralschnitt  conjugirten  Durchmessers,  das  Eilip- 
soid  (i)  and  die  Hauptbrennpunkte  eine  neue  von  (A)  als  Ergänzungs- 
ellipsoid  abgeleitete  Wellenfläche   W\  beschreiben. 

Werden  die  Hauptbrennpunkte  mit  F  und  F'  und  die  Endpunkte 
des  dem  gemeinschaftlichen  Centralschnitte  26)  conjugirten  Durchmessers 
mit  M  und  M'  bezeichnet,  so  kann  man  das  Vorhergehende  so  zusam- 
menfassen : 

Ist  die  grosse  Axe  der  Ellipsoide  allein  constant,  so  beschreiben  M 
und  M'  das  Ellipsoid  (A),  F  und  F*  die  Wellenfläche  Wx.  Wenn  ausser- 
dem  noch  die  mittlere  Axe  fi  oder  die  kleine  v  constant  ist,  so  bewegen 
sich  M  und  M'  auf  einer  Krümmungslinie  (p)  oder  \y)  von  (A);  F  be- 
schreibt einen  sphärischen  Kegelschnitt  und  F'  eine  ellipsoidische  Linie 
auf  Wi  (also  ebenfalls  eine  Krümmungplinie,  die  aber  auf  einem  andern 
Ellipsoid  liegt).  Ist  endlich  die  Quadratsumme  der  grossen  und  kleinen 
oder  der  grossen  und  mittleren  Axe  constant,  so  bewegen  sich  M  und 
M'  auf  der  Wellenfläche  Wk>  während  Fund  F'  eine  neue  Fläche  beschrei- 
ben ,  die  aus  verschiedenen  Wellenflächen  W%  angehörenden ,  sphärischen 
und  ellipsoidischen  Linien  besteht.  Man  erhält  also  folgende  neue  Er- 
zeugungsart für  die  Krümmungslinien  des  Ellipsoids: 

Bei  den  Ellipsoiden  mit  gemeinschaftlichem  Central- 
schnitt und  von  constanter  Länge  der  grossen  und  mittleren 
(oder  kleinen)  Axe  beschreibt  einer  der  Hauptbrennpunkte, 
wie  auch  jeder  Endpunkt  des  dem  Centralschnitt  conjugir- 
ten Durchmessers  eine  Krümmungslinie,  wovon  jede  einem 
andern  Ellipsoid  angehört. 

§4. 
Da  die  ellipsoidischen  Linien  der  Wellenfläche  zugleich  Krümmungs- 
linien von  Ellipsoiden  sind,  so  haben  sie  auch,  wie  diese,  Brennpunkte, 
welche  auf  den  Axen  liegen.  Diese  Eigenschaft,  wie  auch  einige  andere, 
die  sich  anreihen,  habe  ich  in  dieser  Zeitschrift  (1881,  S.  383)  unter- 
sucht. Nach  einer  Notiz  im  Apercu  historique  von  Chasles  (Cap.  V 
§  48)  hat  Ch.  Dupin  zuerst  gefunden,  dass  die  Krümmungslinien  auf 
Drehungsfläcben  liegen  und  deswegen  Brennpunkte  haben.  Dieselbe 
Bemerkung  hat  auch  Jacobi  in  seinem  Schreiben  an  Steiner  (Cr eile 
1834,  S.  137)  gemacht,  wo  er  am  Schlüsse  anfahrt,  dass  die  Brennpunkte 
aua  dem  Ivory' sehen  Satze  abgeleitet  werden  können.  Durch  Vergleich- 
ung  der  Formeln  6)  und  7)  mit  den  Gleichungen  6),  7)  und  8)  /.  c. 
ergiebt  sich,  dass  die  ellipsoidischen  Linien  des  innern  Mantels  und  des 
äussern,  letztere  bis  zur  Grenze  kv=  (a  —  b)(a  —  c);  welche  dem  Dreh* 
ungscylinder  angehört,  auf  verlängerten  Drehungsellipsoiden  liegen,  deren 
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gemeinschaftlicher  Aequatorialkreis  in  der  yz- Ebene  liegt  und  den  Halb- 
messer y/c—a  hat.  Die  Brennpunkte  der  ereteren  liegen  also  auf  der 
a:-Axe  in  den  Grenzen  j/a — b  nnd  j/a  — c,  diejenigen  der  zweiten  von 
j/a  —  c  bis  oo.  Die  übrigen  ellipsoidischen  Linien  des  Äussern  Mantels 
bilden    zwei    Gruppen :    die    Einen    zwischen    den    Grenzen    v  =  0    und 

v  =  (a  — &7-— — —  ,  welche  ebenfalls  einem  Drehungscylinder  angehört, 

der  aber  die  y  zur  Axe  hat,  liegen  auf  verlängerten  Drehungsellipsoiden, 
deren  gemeinschaftlicher  Aequatorialkreis  in  der  xz- Ebene  den  Halb- 
messer ]/k  —  b  hat.  Ihre  Brennpunkte  liegen  auf  der  y-Axe  zwischen 
den  Grenzen  }/b  —  c  und  oo.  Die  anderen  ellipsoidischen  Linien,  welche 
von  den  beiden  cylindrischen  eingeschlossen  sind,  liegen  auf  einmant- 
ligen  Drehungshyperboloiden  mit  dem  gleichen  Aequator  in  der  0:2 -Ebene, 
und  haben  also  keine  Brennpunkte. 


Vorstehenden  Betrachtungen  mögen  nun  noch  einige  Schlussbemer- 
kungen als  Resume  beigefügt  werden,  die  sich  auf  die  Bedeutung  der 
Wellenfläche  als  Veranschaulichungsmittel  nicht  blos  in  der  Optik,  son- 
dern auch  in  der  Theorie  der  Trägheitsmomente,  sowie  für  die  Geometrie 
der  Flächen  zweiten  Grades  beziehen. 

Man  kann  O  sowohl  als  Schwerpunkt  eines  Körpers,  als  auch  im 
Innern  eines  zweiaxigen  Krystalls  liegend  annehmen.  Sind  im  letztern 
Falle  ]/k—ay  Yk—by  f/k  —  c  die  reciproken  Werthe  der  Hauptbrech- 
ungscoefficienten ,  so  ist  die  Fläche  Wk,  abgeleitet  aus  dem  Ergänzungs- 
ellipsoid  4),  zugleich  die  Wellenfläche  des  Krystalls.  Ihre  Halbmesser 
geben  die  Geschwindigkeiten  der  beiden  in  einer  Richtung  sich  fortpflan- 
zenden Strahlen  an  und  die  Tangenten  der  ellipsoidischen  Linien  in  den 
Endpunkten  die  Halbmesser  der  zugehörigen  Aetherschwingungen.  Diese 
Tangenten  sind  aber  auch  die  Richtungen  der  constanten  Hauptträgheits- 
radien in  denselben  Endpunkten. 

Die  Sehnen  der  singulären  Kreise  von  Wk,  welche  vom  Endpunkte 
der  wahren  optischen  Axe  ausgehen,  stimmen  bei  dem  Lloyd 'sehen  Ver- 
suche über  die  innere  konische  Refraction  mit  den  Polarisationsrichtangen 
oder  Aetherschwingungen  der  parallel  austretenden  Strahlen  überein, 
während  sie  andererseits  die  Richtungen  der  constanten  Hauptträgheits- 
radien für  die  Punkte  auf  der  Peripherie  eines  solchen  Kreises  angeben. 
Da  jedem  Werthe  von  k  eine  besondere  Wellenfläche  Wk  entspricht  und 
alle  diese  Flächen  die  gleiche  Richtung  für  ihre  wahren  optischen  Axen 
haben,  welche  in  der  Ebene  des  grössten  und  kleinsten  Hauptträgheits- 
radius im  Schwerpunkte  liegen,  so  erhalten  dieselben  für  die  Theorie  der 
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Trägheitsmomente  die  Bedentang,  dass  sich  in  jedem  ihrer  Punkte  con- 
stante  Hauptträgheitsradien  schneiden,  welche  die  Sehnen  von  Kreisen 
sind,  die  die  Fläche  11)  hilden. 

Fällt  man  von  0  anf  die  Tangentialebene  des  Ergänznngsellipsoids 
4)  Perpendikel,  so  bilden  ihre  Fnsspnnkte  die  Elasticitätsfläche ,  die 
Quadrate  ihrer  Radien  sind  gleich  den  elastischen  Kräften,  welche  dnrch 
die  Bewegung  eines  Aethermoleculs  in  gleicher  Richtung  erregt  werden. 
Construirt  man  aber  die  Fusspnnktfläche  vom  Orundellipsoid  3),  so  sind 
die  Halbmesser  dieser  Fläche  gleich  den  ihrer  Richtung  entsprechenden 
Trägheitsradien . 

Weitere  Analogien  bieten  die  Cauchy' sehen  Polarisationsellipsoide 
einerseits  für  die  Optik  und  die  Cauchy-Poinsot'schen  und  Binet- 
schen  Ellipsoide  andererseits  für  die  Theorie  der  Trägheitsmomente  dar. 

Da  die  Welleufläche  für  den  Complex  von  Geraden,  durch  welche 
sich  an  eio  Ellipsoid  reetanguläre  Tangentialebenen  legen  lassen ,  Singu- 
laritätenfläche (Surface  limite)  ist,  so  dient  sie,  wie  im  Obigen  an  ver- 
schiedenen Beispielen  nachgewiesen  wurde,  zur  Auffindung  mancher 
Eigenschaften  des  Ellipsoids,  zu  deren  Veranschaulichung  die  mit  den 
confocalen  Complexkegelschnitten  versehene  Ebene  L  wesentlich  beiträgt. 
Endlich  ist  noch  die  Beziehung  der  Wellenfläche  zn  den  Krümmungs- 
linien des  Ellipsoids  zu  erwähnen,  da  sie  aus  solchen,  verschiedenen 
confocalen  Flächen  zweiten  Grades  angehörigen  Linien  gebildet  ist. 

Reutlingen,  Januar  1882. 


Kleinere  Mittheilungen. 


IX.    TJeber  die  Anordnung  nnendlioh  vieler  Singularitäten  einer 

Function. 

Eine  auf  einer  Kreislinie  gegebene  Ortsfnnction  möge  in  gewissen 
Punkten  irgendwelche  Singularitäten,  wie  z.  B.  Unstetigkeit,  Unbestimmt- 
heit u.  s.  w.  haben.  Wir  betrachten  diese  Punkte  als  Theilpunkte  der 
Kreislinie  und  unterscheiden  zunächst  die  beiden  Fälle  einer  endlichen 
oder  unendlich  grossen  Anzahl  derselben.  In  letzterem  Falle  giebt  es 
auf  der  Kreislinie  einen  oder  mehrere  Punkte,  in  welchen  die  Theil- 
punkte unendlich  nahe  zusammenrücken,  die  also  nicht  in  so  kleine 
Bögen  eingeschlossen  werden  können,  dass  in  diesen  nicht  unendlich 
viele  Theilpunkte  liegen.  Wir  nennen  diese  Punkte  Häufungspunkte 
der  Theilung,  und  zwar  Häufungspunkte  erster  Ordnung.  Ein  Häu- 
fungspunkt kann  entweder  selbst  ein  Theilpunkt  sein  oder  auch  nicht. 
Die  Zahl  der  Häufungspunkte  erster  Ordnung  ist  entweder  eine  endliche 
oder' unendlich  gross.  In  letzterem  Falle  nennen  wir  die  Häu£ungspunkte 
derselben  Hau fungs punkte  zweiter  Ordnung,  welche,  wenn  ihre  Zahl 
unendlich  gross  ist,  wieder  Häufungspunkte  dritter  Ordnung  haben,  u.  s.  f. 
Die  Zahl  der  Ordnungen  ist  nun  entweder  eine  endliche,  so  dass  also 
eine  bestimmte  Zahl  n  angebbar  ist  derart,  dass  die  Zahl  der  Häufungs- 
punkte nXeT  Ordnung  eine  endliche  ist,  oder  die  Zahl  der  Ordnungen  ist 
unendlich  gross. 

In  vorstehender  Weise  hat  Herr  Cantor  in  Bd.  V  der  „Mathema- 
tischen Annalen",  S.  123,  die  Theilungen  einer  Kreislinie  untersucht  und 
davon  Anwendung  gemacht  auf  die  Theorie  der  Fouri er1  sehen  Reihe. 
Herr  Cantor  beschränkt  sich  für  diesen  Zweck  auf  Theilungen  mit  einer 
endlichen  Anzahl  von  Ordnungen  der  Häufungspunkte.  Für  eine  unend- 
liche Anzahl  derselben  führt  er  Mos  ein  Beispiel  an,  und  zwar  dasjenige 
einer  Theilung,  durch  welche  die  ganze  Kreislinie  oder  irgend  ein  Bogen 
derselben  in  lauter  unendlich  kleine  Theile  zerlegt  wird.  Die  Frage,  ob 
es  noch  andere  Theilungen  gebe,  deren  Häufungspunkte  unendlich  viele 
Ordnungen  haben,  wirft  Herr  Cantor  gar  nicht  auf.  Nun  ist  aber 
gerade  die  Beantwortung  dieser  Frage  von  besonderem  Interesse,  da  man 
dadurch  auf  bisher  noch  nicht  betrachtete  Functionen  von  ganz  eigen- 
tümlicher Beschaffenheit  geführt  wird,  wie  ich  hier  zeigen  werde. 
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Wir  nehmen  also  die  Zahl  der  Theilpunkte  anendlich  gross,  schliessen 
aber  den  Fall  ans,  wo  irgend  ein  noch  so  kleiner  Bogen  durch  dieselben 
in  lauter  unendlich  kleine  Theile  zerlegt  ist.  Es  sind  also  Tb  eilbögen 
von  endlicher  Grösse  angebbar.  Irgend  einer  derselben  oder  mehrere 
gleiche  Theilbögen  sind  einzeln  grösser,  als  jeder  der  übrigen;  wir  nennen 
sie  Theilbögen  erster  Grösse  und  setzen  ihre  Summe  =61.  Auf  dem 
Reste  der  Kreislinie  sind  ebenfalls  Theilbögen  von  endlicher  Grösse 
angebbar.  Den  oder  die  grössten  unter  denselben  nennen  wir  Theil- 
bögen zweiter  Grösse  oder  zweiter  Ordnung  und  setzen  ihre  Summe 
=  &2i  u.  6.  f.  Die  Zahl  der  Ordnungen  ist  unendlich  gross;  denn 
wenn  sie  eine  endliche  wäre,  so  würde  offenbar  auch  die  Zahl  der 
Theilpunkte  eine  endliche  sein.  Die  Summe  bl  +  bi  +  b3  + ...  in  inf. 
kann  nun  entweder  der  ganzen  Kreislinie  gleich,  also  =  2«,  oder  auch 
kleiner  als  2*r  sein.  Dies  ist  der  wesentliche  Unterschied,  welcher, 
wenn  die  Theilpunkte  Unstetigkeitspunkte  sind,  bei  der  Anwendung 
auf  die  Fourier'sche  Reihe  zu  beachten  ist.  In  ersterem  Falle  hat 
jedes  Glied  der  Reihe  sowohl  bei  endlicher,  als  unendlicher  Zahl  der 
Häufungsordnungen  einen  bestimmten  Werth  und  die  Reihe  ist,  falls 
nicht  noch  andere  Besonderheiten  (unendlich  viele  Maxima  und  Minima, 
Punkte  ohne  Differentialquotient  u.  8.  w.)  vorkommen,  stets  convergent. 
In  letzterem  Falle  kann  die  Reihe  einen  unbestimmten  Werth  haben 
in  der  Weise,  dass  jedes  Glied  unbestimmt  ist,  oder  sie  kann  diver- 
gent sein.  Zur  Bestimmtheit  und  Convergenz  sind  noch  besondere  Be- 
dingungen erforderlich.  In  einer  später  zu  veröffentlichenden  Arbeit 
über  die  Fourier'sche  Reihe  werde  ich  hierauf  näher  eingehen.  Es 
soll  hier  blos  noch  durch  ein  Beispiel  gezeigt  werden,  dass  der  zweite 
Fall  wirklich  vorkommen  kann. 

Die  Kreislinie  werde  in  vier  abwechselnd  gleiche  Bögen  zerlegt  und 
zwei  einander  gegenüberliegende  als  Theilbögen  erster  Ordnung  betrachtet. 
Von  den  beiden  übrigen  (Zwischenbögen  erster  Ordnung)  werde  jeder 
in  fünf  abwechselnd  gleiche  Theile  zerlegt  und  die  beiden  dem  mittleren 
benachbarten  als  Theilbögen  zweiter  Ordnung  betrachtet.  Deren  Anzahl 
ist  also  =  4.  Die  übrigen  sechs  Bögen  (Zwischenbögen  zweiter  Ordnung) 
werden  jeder  in  fünf  abwechselnd  gleiche  Theile  zerlegt  und  die  dem 
mittleren  benachbarten  als  Theilbögen  dritter  Ordnung  betrachtet,  deren 
Anzahl  also  =12  ist.  So  fährt  man  fort,  indem  man  immer  jeden  der 
ntea  Zwischenbögen  in  fünf  abwechselnd  gleiche  Theile  zerlegt  und  die 
beiden  dem  mittleren  benachbarten  Theilbögen  n  +  ller  Ordnung  sein  lässt. 
Die  Zwischenbögen  werden  hierbei  einzeln  beliebig  nahe  »0;  ihre  Summe 
dagegen  kann  zwar  ebenfalls  =  0  werden ,  aber  sie  kann  auch  gegen 
eine  Grenze  >  0  convergiren.     Nimmt  man  z.  B.  die  Theilbögen  immer 

so  gross,  dass  die  Summe  derjenigen  erster  Ordnung  =  «r»  zweiter  Ord- 

ZdtMhriit  t  M*th«m»tlk  u.  Physik  XXVII,  3.  12 
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n  u.  A1  n 


nung  =  —  ,  ...,  «ur  Ordnung  =  ^  wird,  so  ist  die  Gesammtsumme  der- 
selben =  n.  Sie  machen  also  zusammen  nur  die  halbe  Kreislinie  aus 
und  die  nlea  Zwischenbögen  bleiben  bei  noch  so  grossem  n  zusammen 
grösser  als  n. 

Um  nun  auch  eine  Function  anzugeben,  welche  in  obigen  Theil- 
punkten  unstetig  ist,  so  möge  dieselbe  auf  den  Theilbögen  erster  Ord- 
nung constant  =  «->  auf  denjenigen  nler  Ordnung  constant  =k^  genom- 
men werden.  Die  Function  ist  hierdurch  auf  Bögen  definirt ,  welche  zu- 
sammen die  halbe  Kreislinie  ausmachen.  Die  andere  Hälfte  besteht 
jedoch  nur  aus  Punkten,  da  in  keinem  noch  so  kleinen  Bogen  die  Func- 
tion gar  nicht  definirt  ist.  An  den  Endpunkten  eines  Theilbogens,  wo 
die  Function  springt,' ist  nur  ein  Werth  derselben  definirt.  Den  andern 
aber  kann  man  als  mit  definirt  betrachten,  da  nach  der  von  dem  Theil- 
bögen abgewandten  Seite  hin  in  der  Nachbarschaft  die  definirten  Werthe 
beliebig  nahe  =  0  sind ,  der  fragliche  Werth  in  dem  Theilbogenendpunkte 
also  ebenfalls  =  0  zu  nehmen  ist.  Gar  nicht  definirt  ist  die  Function 
in  dem  Hai  birungs  punkte  irgend  eines  Zwischenbogens.  Ein  solcher 
Punkt  läset  sich  aber  in  einen  so  kleinen  Bogen  einschliessen ,  dass  in 
demselben  die  definirten  Functionswerthe  beliebig  nahe  =0  sind;  also  hat 
in  einem  solchen  Punkte  die  Function  nur  den  einen  Werth  =0. 

Die  Function  ist  integrirbar  nach  dem  von  Kiemann  in  seiner 
Abhandlung  über  die  Fourier'sche  Reihe  gegebenen  Kriterium.   * 

Vorstehendes  gilt  im  Wesentlichen  auch  für  nichtperiodische  Func- 
tionen einer  Veränderlichen  und  lässt  sich  dann  auf  Functionen  von  zwei 
Veränderlichen  anwenden.  Hierdurch  verlieren  mehrere  Sätze  der  Func- 
tionentheorie  ihre  allgemeine  Giltigkeit,  u.  a.  der  von  Riemann  in  seiner 
Inauguraldissertation  unter  10.  gegebene  Satz  (Riemann's  Werke, 
herausgegeben  von  Weber,  Leipzig  1876,  S.  20).  Es  wird  bei  der  ge- 
wöhnlichen Fassung  dieses  Satzes  ausser  Acht  gelassen,  dass  es  ausser 
Reihen  von  isolirten  Punkten  und  zusammenhängenden  Punktreihen  noch 
Reihen  von  Punkten  giebt,  welche  an  keiner  Stelle  zusammenhängend  und 
doch  auch  an  keiner  Stelle  isolirt  sind.  Man  schneide  aus  einem  Quadrat 
eine  Kreuzfläche,  so  dass  vier  gleiche  Quadrate  übrig  bleiben,  schneide 
aus  jedem  der  letzteren  auf  gleiche  Weise  eine  Kreuzfläche  u.  8.  f.  Die 
Seiten  der  Quadrate  mögen  nach  der  Formel  abnehmen  sro  =  ß— (Dm.sm__ t. 
Die  Zahl  der  Quadrate  wird  =oo,  ihre  Summe  =4m  a2m.e~2s02  (m  =  oo). 
Je  nachdem  a^L£,  wird  also  die  Summe  der  Quadrate  =0  oder  nicht 
und  die  zusammenhängende,  aus  sämmtlichen  Kreuzen  bestehende  Fläche' 
gleich  dem  ursprünglichen  Rechteck  oder  kleiner.  Der  Rest  besteht  aber 
in  jedem  Falle  nur  aus  Punkten.  Man  kann  nun  eine  Ortsfunction  u 
angeben,  welche,  als  Ordinate  einer  Fläche  betrachtet,  über  den  Kreuzen 
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eine  zusammenhängende ,  stetig  gebogene  Fläche  darstellt  und  in  Bezug 

anf  ein   rechtwinkliges  Coordinatensystem   der  Gleichung  r-j  +  r-|  =  ö 

o  x       o  y 

genügt,   während   in  allen  Kreuzpunkten  die  Fläche  Spitzen  hat,   deren 

Höhe  etwa  in  der  Mitte  am  grössten  ist  und  nach  dem  Bande  zu  abnimmt. 

April  1881.  W.  Veltmann. 


X.    lieber  elliptisohe  Integrale  zweiter  Gattung. 

Die  Entwickelung  des  Integrals 

u 

i(u)=jtdu, 
0 

nach  Potenzen  von  §  gehört  unter  die  Methoden  zur  Auswerthung  der 
Integrale  zweiter  Gattung.  Man  gelangt  zu  derselben  unter  Benützung 
der  Formel 

(l-i)^(l-*ö^=2^.|...2^n^OT)ifi.WjX)^ 

m  =  0,  1,  2,  ...,  qo, 
ohne  Weiteres  aus  dem  Integral  durch  die  Gleichung 

o 
V  |«+%     1     3        2m-l 
=  2j  2^+3' 2  •  4  -  "ST  F(_W'  *'  i_M'  X)' 
Vielleicht  noch  unbekannt  ist  aber  eine  Entwickelung  der  Integrale 
zweiter  Gattung  in  das  Product  einer  Reihe  in  den  Factor 

K£(l  — 1)0  —  %£)  =*  sau.cau.dau, 
eine  Entwickelung  von  der  Form 

Um  zu  den  Ooefficienten  alf  a%,  ...  zu  gelangen,  differenziren  wir 
(vergl.  Crelle's  Journal,  Bd.  81  S.  83)  nach  u  und  erhalten  (m  =  0, 
1,2,...  oo) 

^m+l(l-(l+*)|+^»)(2m+l)J'»-öffl  +  ,(l+x-2x|)^+1=^i+Z?. 
Setst  man  hierin  zuerst  die  Ooefficienten  von  |°  und  £*  gleich  Null,   so 

folgt 

ax=  B,     3rt2— 2(l+»)a1  =  ^. 

Setzt  man  sodann,  w>0,  den  Ooefficienten  von  i^1*1  gleich  Null,  so 
ergiebt  sich  für  an  die  Recursionsformel 

12* 
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(2n  +  l)*an-(2«  +  2)(l+Ä)fl.+1  +  (2n  +  3)^+2  =  0, 
welche  durch  die  Gleichung 

völlig  integrirt  wird,  wenn 

ist,  und  P  und  0  Constante  oder,  was  für  uns  hier  wegen  der  Gans- 
zahligkeit  von  n  dasselbe  ist,  in  n  periodische  Functionen  sind. 
Aus  den  Gleichungen 

B*=*PMX  +  QN1%    J+2(l+%)Bs=9PMi  +  3QN9t 

und  aus  der  Gleichung 

M^  —  MiN^mUnn 

ergeben  sich  für  P  und  Q  die  Werthe 

Bequemer  ist  es,  statt  dieser  allgemeinen  Reihe  zwei  particuläre 
Reihen  Ä(u)  und  S(u)  einzuführen,  in  deren  einer  0  =  0  ist,  während 
in  der  andern  P=0  ist,  und  die  allgemeine  Reihe  in  der  Form  CR(u) 
+  BS(u),  in  der  C\  D  willkürliche  Constante  sind,  wieder  zu  gewinnen. 

Q  wird  gleich  Null,  und  zugleich  P=l  für  B  =  Ml9  A  +  2(1  +  %)B 
&=  3  A/s   oder   A  =  3  M%  —  2(1  +  %)  Mx  =  —  x  M0 .     Hierdurch  gewinnt  man 
die  Reihe 
B(u)s=Mlu  —  xM0t(u)=8aucaudau£MmsaimuJ      m«!,  2,  3,  ...  oo. 

P  wird  Null  und   zugleich  0  =  1   für  B~Nl9  ^=-*JV0,   und  es 
ergiebt  sich  bei  diesen  Annahmen  die  Reihe 
S(u)s=N1u--%N0t(u)==saucaudau2Nms<fimut     m=  1,  2,  3,  ...  oo. 

Will  man  die  Constanten  M0,  Mti  NQy  Nt  lieber  durch  die  Grössen 
1  1 

o  o 

0  0 

ausdrücken,  so  braucht  man  nur  zu  beachten,  dass 

ist. 

Jena,  1881.  J.  Thomas. 
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XL  lieber  specielle  elliptische  Functionen. 

Die  Umkehrung  elliptischer  Integrale  erster  Gattung  wird  in  der 
Segel  durch  Quotienten  von  Thetafunctionen  bewirkt,  deren  Argumente 
um  Systeme  halber  Periodicitätsmoduln  von  einander  verschieden  sind. 
Für  das  System  halber  Periodicitätsmoduln  könnten  auch  Systeme  an- 
derer rationaler  Theile  der  Perioden  eintreten ,  doch  wird  im  Allgemeinen 
schon  für  Drittelsysteme  die  Darstellung  der  Thetaquotienten  durch  die 
obere  Grenze  des  Integrales  erster  Gattung,  wofür  ich  Formeln  in  den 
Leipziger  Annalen  Bd.  VI  gegeben  habe,  complicirt.  Für  den  speciellen 
Fall  jedoch,  in  welchem  das  Integral 

dz 


ff 


umzukehren  ist,  werden  die  Formeln  einfach  und  elegant.  Man  stösst 
auf  diese  Functionen  bei  der  Untersuchung  des  logarithmischen  Poten- 
tials einer  gleichseitig- dreieckigen  Platte.  Aber  auch  sonst  scheint  mir 
die  besprochene  Darstellung  nicht  ohne  Interesse,  weshalb  hier  die  wich- 
tigsten Formeln  und  Sätze  gegeben  werden  sollen. 

§  1.  Eine  Rie mann' sehe  Fläche  T  sei  wie  $*=yN(z)  verzweigt, 
wenn  N(z)s=(z—kl)(z—ki)(z  —  k3)  ist.  Sie  besteht  aus  drei  Blättern, 
welche  längs  der  beiden  zusammenstossenden  Durchsetzungslinien  kxkt 
und  kskt  zusammenhängen.  Die  Ufer  dieser  Linie,  welche  für  die  Rich- 
tungen von  kx  nach  Ars,  bez.  von  k%  nach  ks  auf  der  Linken  liegen,  sollen 
die  positiven  genannt  werden.  Im  obersten  (ersten)  Blatte  werde  1  für  s 
geschrieben,  und  man  gelange  durch  einen  positiven  Umgang  um  kx  ins 
zweite  (mittlere),  durch  einen  weiteren  Umgang  ins  dritte  Blatt.  Zur  Ab- 
kürzung werde 

!^-Jf(«),     ^  =  (*,-*l)(*,-*1)(*8-Ai), 
gemacht    Ferner  sei  *, 

wo  das  Integral  über  das  positive  Ufer  von  kx  k%  zu  erstrecken  ist.  Dann 
ist  das  Integral  über  das  nntere  Ufer  tq  und  die  Differenz 

»  =  (!-*)?• 
Erstreckt  man  das  Integral   I dt»  über  eine  Schlinge,  welche  (k1k2kh) 
einfach  umkreist,  so  folgt  aus  dem  Caucby' sehen  Satze  (wenn  das  fol- 
gende Integral  über  das  positive  Ufer  von  k%kt  erstreckt  wird) 
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Derselbe  Satz  giebt 


I        o--     —*» 

i  3°° 


y~Adz^    ryjdz    r 

377  J     3«?      J 


(l  +  t)i?  =  Tr?. 


Schreiben  wir  noch 

w'=  (1-tt)^, 

woraus  »':»  =  —  tt  folgt,  so  ist  n>,  wenn  der  Anfangswerth  des  Integrals 

gegeben  ist,  in  der  Form  enthalten 

w  +  m  oo  +  mV, 

wo  ro,  m'  beliebige  ganze  positive  oder  negative  Zahlen  sind,  die  davon 

abhängen,  wie  oft  der  Integrationsweg  die  Punkte  kxk%kz  umkreist  hat. 

Man   erweist  leicht  die   zwischen   den  Feriodicitätsmoduln   w,   o>'  und  p 

bestehenden  Beziehungen 

TT(Ö=  —  Od',       T»'s=  —  OD,       T«>  =  0d'— OD,       TTCö'=0D — », 

P  =  "K»+«)i     pT  =  —  cö+|(co  +  a)'),     ott  =  —  od'+|(»  +  »>. 
Den  Anfangswerth  von  n>  Gestimmen  wir  so,  dass  w  im  Punkte  *3  Null 
ist.     Dann  hat  rv 

in  den  Punkten  kl%  Arg,  k9 

bez.  die  Werthe   -^©  —  $o/,    -|»  —  -^o/,    0. 
Der  Kürze  halber  werden  wir  den  Werth  von  w  im  Punkte  kx  mit 
wlt  im  Punkte  k2  mit  w2  bezeichnen.     Dann  ist 

*>i + w8  =  1»  —  »',     w2  —  »j  =  j-(o>+  od')  =s  n>x  +m,     2  w2  —  wx  =  od. 

§  2.  Da  hier  zur  Umkehrung  Quotienten  von  Thetafunctionen  ver- 
wendet werden  sollen,  deren  Argumente  um  Systeme  von  Drittelperioden 
sich  unterscheiden,  so  werden  wir  in  T  dreiwerthige  Functionen  dar- 
zustellen haben,  deren  Cuben  einwerthig  sind  und  in  einem  Punkte 
unendlich  gross,  in  einem  unendlich  klein  dritter  Ordnung  werden. 
Solche  Functionen  bieten  sich  von  selbst  dar  als  die  Quotienten  der 
Ausdrücke 

und  diese  Quotienten  werden  hier  dargestellt  werden.  Es  giebt  ausser 
z  — ÄTj,  z—  k9J  t  —  ks  noch  andere  Functionen,  welche  nur  im  Unendlichen 
unendlich  gross  werden  und  nur  in  einem  Punkte  in  der  dritten 
Ordnung  verschwinden.     Sie  sind  in  der  Form  enthalten. 

Ss$xsx-3N(zx)-(z-zx)  N'(zx), 
worin  z,  eine  Wurzel  der  Gleichung  ist 
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die  zwei  Werthe  von  zx  liefert,  welche  mit  je  drei  Werthen  sx  zusammen 
sechs  Functionen  liefern.  Für  den  Fall,  dass  N(z)  =  l  —  zz  ist,  sind 
die  sechs  Functionen  in  der  Form  enthalten 

3sf/2  +  izj/3-3, 
in  der  die  Wurzeln  beliebig  genommen  werden  können.     Man  gelangt  zu 
der  Gleichung  für  zx  durch  die  Bemerkung,  dass  die  gesuchte  Function 
und  ihre  erste  und  zweite  Derivirte  für  z  =  zx  verschwinden  muss. 

§  3.    Die  Thetafunctionen,   die  zur  Umkehrung  dienen,   haben  den 
Modul  a!iit :  a>  =  —  tti».     Es  werde 

«-«««*— /—ty,     q  =:er-*«V*=  0,0659812 
gesetzt  und  die  Bezeichnung  gewählt 

^B~  <%  _po_  Imniw 


»„_       2mnn>      \ 


H{w)  =  2  }/q^(m)  (- 1)-  *«<-+» 


stn 


(2m  +  l)7tw 


=  2K'Tf?5(-l)*^^^ 


o 

2i*  (  .  .  tntfit 

lZ2(w)  =  #(/*- w2)*8®         ""■•■   a>  m 

Es  erhellen  dann  von  selbst  die  Beziehungen 

HlÜ(wl  +  n,i))  =  HiU(w1  +«-,)),     fi(W,)=-Ä(i(«  +  «.'))e»  , 

H1(-w}  =  -B9(w)e~'l'''S^"">=-TxHt(fv),    Ht{-tv)  =  -xHl{tv), 

Hx (0)  =  -  tt  tf2  (0) ,      ff,  K)  =  ff(i(*+  »')  =  -  J^)  e      "  . 
Die  Quotienten 

Vi  O)  =  #i  («0  '-  H{w) ,  ,,(»)  -  iJ2<»  :  Ä(») 
haben  die  Eigenschaften 

r\x  (w+  w)  =  tt  ^  (w),  ^  O  +  »')  =  tt  tix  (tv) , 

*;2(«;  +  o>)  =    ti?2(w),  ifeO+ü>')=    *%(»)■ 

1?l(-w)  =  tT?/2(w),  ,},(_*)  =    t^Cw), 

*?1  Ol)  =  %  K)  =  ° .       n%  (°)  =  *fo  (0)  =  ». 

Da  die  dritten  Potenzen  dieser  Functionen  in  %T  einwerthig  sind  und  wie 
l:(r— Ar3)  im  Punkte  kz  unendlich  gross,  wie  «  —  Arx,  bez.  *—  A:2  in  Atj, 
Ar2  unendlich  klein  werden,  so  folgt  sogleich 
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Die  Dreideutigkeit  der  Wurzeln  wird  dadurch  beseitigt,  dass  eben 
im  obern  Blatte  von  T  ih(ws)s=l,  ^i(^1)  =  l  ist.  Eine  unmittelbare 
Folge  dieser  Darstellungen  ist  die  Gleichung 

L&sst  man  in  den  Ausdrücken  tfr  («>).«>,  *?a Cw) • w  die  Grösse  n>  der 
Grenze  Null  zueilen,  so  folgt  (lf'(/p)  =  —  j 

g,(Q) „    W).,   aw „ 

Ä-(O)-     "'     H\0)-T>     ,,(0)-     "' 
Da  für  w  =  £(ft?1-r-ft>i)  tft   und  iy8  einander  gleich  sein  müssen,  so 
findet  man  den  zugehörigen  Werth  von  z  durch  die  Gleichung 

was 

.=  »Mi-*«(*»+*t) 

ergiebt.     Setzt  man  dies  in  den  Ausdruck  für  j/j  ein,  so  folgt 

%(^)-%(a£*)-l'T 

(Ist  A:8  =  co,  Arj  =  — 1,  Ar2  =  1,  so  ist  z«=0  für  »  =  ^(^4-^.) 

§4.  Das  Additionstheorem.  Das  Product  rjt(w)  ^{w)  hat  die 
Perioden  od  und  od',  ist  also  in  T  einwerthig,  und  wird  algebraisch  durch 

j/JL&L     * 


fi 


dargestellt.    Es  ist  eine  gerade  Function,  d.  h.  es  besteht  die  Gleichung 

*  (-  »)  V%  (-  »)  =  Vi  M  Vi (»)• 
Die   ein werthige  Function  »liW^W^ÜiWljM   verschwindet 
daher  nicht  blos  für  w  =  w',   sondern  auch  für  w  =  —  w .     Ist  z^z    für 
tv  =  w\  so  wird  beiläufig  der  zu  w  =  —  w   gehörende  Werth  von  z  durch 
die  Gleichung  gefunden 

«'(2*,-*,-*,)  +  (M-0(*,*s-*i*i)  +  2^^*8  -  *8*8(*i  +  *«)  =  0. 
(Wenn  k9  =  oo,  fcx  =  1,  k%  =  —  1  ist,  so  ist  z  =  —  «'.)    Da  nun  ife*(«0  die- 
selbe Periodicität  hat,   wie  ih(w)>  und  ^("O   dieselbe,  als   ife(«0,   so 

f0lgt  „  r.ww  r  i.W^'^-ii.WVW 

Denn  in  diesen  Gleichungen  haben  beide  Seiten  dieselbe  PeriodicitÄt  in 
Bezng  auf  w  sowohl,   als  auch  in  Bezng  auf  tv\   werden   in  denselben 
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4M^nMAMa^«^t^A^^iA/>M^AAM\/^AAAM^  «wwww^wvw 


Punkten  unendlich  gross  erster  Ordnung,  nämlich  für  w*=  —  w.  Sie 
können  sich  demnach  nur  durch  einen  constanten  Factor  unterscheiden, 
welcher  für  n>'*=  0  leicht  verificirt  wird.   Hieraus  folgen  sogleich  die  beiden 

eic  ungen  *hO)  V(»  )  -  *h(»  ) V(*0 

«r»-»".-  r  »  W  VW  - »OO  V(») 

Will  man  im  Additionstheorem  w's=w  machen,  so  erhält  man  For- 
meln  von   der  Form  0 : 0.     Um   die  gewöhnlichen  Rechnungsregeln   auf 

sie  anwenden  zu  können,  thut  man  wohl,  q9  durch  ^1  — V  ZQ  ersetzen. 
Auf  diese  Weise  erhält  man  die  Beziehung 

Vi  W  —  Vi  w 
Um  die  Differentialgleichungen  der  Functionen  f\x  und  rj%  zu  erhal- 
ten, haben  wir  nur  nöthig,  rv  durch  drv  im  Additionstheoreme  zu  ersetzen. 
Vorher  muss  aber  gezeigt  werden,  dass  B\(dw),  H't(dw)  unendlich  klein 
sind.     Es  ist  I?iO*).J/2(w)  eine  gerade  Function,  und  also« für  w  =  0 
■dlgHM     dlgBjjQ)     H\{V)     H',(0)  _ 

Ferner  ist 

und  für  2  =  Ar8,  n>  =  0 


woraus  folgt 


«,(0)     a,(0)      ' 


H'1(0)  =  0,     fl',(0)  =  0, 

w.  z.  b.  w.    Von  diesen  Werthen  in  dem  Ausdrucke 

%  ^  -r- « wj  _    ^  (^  ^  ^  F,  ^  _  ^  ^  ^  ^  H%  ^ 
Gebranch  machend,  gelangen  wir  zu  den  Formeln 

*r-f^o*w-*Wt   -ftr--K(i-%,W- 

§  5.  Integrale  zweiter  Gattung.  Die  Integrale  zweiter  Gat- 
tung können  sämmtlich  auf  ein  besonderes  unter  ihnen  zurückgeführt 
werden.     Wir  wählen  hierzu  das  Integral 

NXkJdz 


fr 


3^  (*-*,)/ 

und  setzen    das  über  das  positive  Ufer  der  Durchsetzungslinie  genom- 
mene Integral 
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/•    N\k,)dz      =c 

Das  Integral  über  das  untere  Ufer  ist  dann  tve.    Ferner  sei 

Ein  Integral  zweiter  Gattung,  welches  im  Punkte  0,  £  wie  1  :(£—*) 
unendlich  gross  wird,   läset  sich  mit  Hilfe  von  /3  auf  die  Form  bringen 
/(0,  £;  s,  z) 

Um  nachzuweisen ,   dass  diese  Function  für  «  =  £8  nicht  unendlich  gross 
wird,   multipliciren   wir   sie   mit   Vz  —  kz  und   gehen   zur   Grenze  *  — £3 
•  über.    Der  algebraische  Theil  erhält  dann  den  Werth  ^iV'(/r8)iV(ÄJ:3<yff, 
während 

ist,  woraus  sich  lim  yz  —  /cst(ct  £;  $,  *)  =  0  ergiebt. 

Multiplicirt  man  den  algebraischen  Theil  mit  00  und  läset  dem 
Punkte  0,  £  den  Werth  w>  =  0  entsprechen,  so  läset  sich  das  Product 
leicht  durch  t?x  und  %  ausdrücken,  und  zwar  ist 

1        S'tt-W  +  'g(*-*8)«-*8)  +  «'0-*»)' 

j_r-     "   "  (t-*s)(t-Ar,) 

_,/-  i?t'(w)  VC»)  +  ^(»«0 ^(w) mOQ i?,(p)  +  Vfo) %*00 

Denn  beide  Seiten  sind  in  J  einwerthig,  werden  im  Punkte  0,  £  (w  =  p) 
unendlich  gross  erster  Ordnung  und  wechseln  ihr  Zeichen,  wenn  £  mit  z 
(w  mit  v)  vertauscht  wird.  Deshalb  können  sie  sich  nur  durch  einen 
constanten  Factor  unterscheiden.  Multipliciren  wir  mit  £—2  und  setzen 
dann  z  =  £,  so  erhalten  wir  links  den  Grenzwerth  300,  rechts  erhalten  wir 

also  denselben  Werth,  wodurch  die  Richtigkeit  des  constanten  Factors 
erwiesen  ist. 

Der   Ausdruck    <(0,  £;  5,2)    lässt    sich    durch    Thetafunctionen    und 

deren   Differentialquotienten   ausdrücken.     Da  nämlich  — : — j-r für 

w  =  p,  *  =  £  wie  1  :(£— 0  unendlich  gross  wird  und  die  Periode  o>  hat, 
also  ungeändert  bleibt,  wenn  tv  um  a>  =  (l  — t)(>  wächst,  welche  Eigen- 
schaft ebenso  der  Function  *3($,  z)  zukommt,  so  muss 
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sein ,  wo  D'  von  z  unabhängig  ist  und  nur  noch  von  J  abhängt.  Multi- 
pliciren  wir  diese  Gleichung  mit  d£:00=300 :  yd  und  schreiben  D  für 
D*y2:3oö,  so  folgt 

Da  H'1(0)  =  0  ist,  so  ist  für  w  =  0 

— (.-•>- 0,     _^_-_ . 

Nehmen  wir  die  noch  willkürliche  Integrationsconstante  so  an,  dass 
f8(0,  A,)=- —  ist,  so  wird  2>  =  0  und  wir  haben 

Oö) 

Es  nimmt  f8  um  2i7t:3a>  ab,  wenn  z  von  ^  bis  k2  wächst,  wie  die 
Darstellung  durch  Thetafunctibnen  sofort  zeigt.  Die  directe  Darstellung 
liefert  den  Zuwachs  —  (^  +  TT«)  =  Te  =  (r  —  zx)e  :  (1  —  t)  und  dies  muss 
demnach  gleich  —  2t»  :  3»  =  —  2tw  :  3(1  —  x)q  sein.  Daraus  erhält  man 
eine  Beziehung  zwischen  e  und  q 

2in  2w 

3(t  — *r)e      3j/3p' 
Jetzt  findet  man  leicht  die  Darstellung 

_  VW  VW  +  vi  W  *fc(*0  ^?3  W  ^ (0  +  VW  VW    g'W  .  g'W 

VW-  VW  ^w    hw 

Damit  ist  zugleich  die  additive  Constante  D  bestimmt.  Schreiben  wir 
noch,  um  das  Additionstheorem  zu  erhalten,  —  tv  für  w,  so  haben  wir 

lT(v  +  w)      H'(w)      H\v) 
H(v+w)       H(n>)       H{p) 
VW  VW  +  ?h  W  V*  W  *h  W  *fo  W  +  VW  VW 

VW  +  VW-i 

§  6.  Bei  Anwendungen  wird  man  es  im  Allgemeinen  vorziehen ,  die 
Function  s  durch  eine  lineare  Substitution  dahin  zu  vereinfachen,  dass 
die  Verzweigungswerthe  numerisch  werden.  Wir  wollen  sie  auf  —1,  +  1, 
qd  werfen.     Dies  geschieht  durch  die  Substitution 
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z  (2  Ar,  -  kt  -  *,)  +  2*t*,  -  *,(*, +*,) 
(*i-*,)(*-*s) 

*- jy ,    *«— TUT* 

Es  ist  dann 


i 

p  =  |^2 if(l  -*)-«*-%  d*  =  }feV%fac(\)  '■  /"«(-i) , 
0 

%(M)"/l^Kl-Of 

Nun    soll  noch  die  numerische  Constante  H'(0)  ermittelt  werden« 
Hierzu  setzen  wir 

r     *<**     ,_F  f    kdt 

J  J/*  (1-*)(1  + TT«)  '    J   J/S(l-«)(1  +  «*) 

0  1 

Transformiren  wir  das  zweite  Integral  successive  durch  die  Substitutionen 
:  =  -t:',  ts+ttx  =  — 1,  so  erhalten  wir  für  t'A''  noch  die  beiden 
Formen 

—  ITT  1  *  =  — TT  /      ,  *  g=  — TTA. 

t/^*(i-0(i+*0  */  J/*(1-*)(1+««) 

1  0 

Es  ist  also  t»  i J5T':  Ä' =  —  »Ä":  Ä' =  —  TTtrc.     Hieraas  fliesst  als  bekannte 

Formel  die  Gleichung 

»n(o)=>y—y-^y—=-t—y—, 

wenn 

und  A'n  der  nach  u  genommene  Differentialquotient  ist. 

Da  die  Jt  und  A'n  durch  die  Gleichung  zusammenhängen 


so  folgt 


s'n(o)  =  -£#-(<>), 

19» 
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gWWWWWM^VSA/^W«W^^A^^^XVWWV»<»^^^^iA*^^AA»A/iAA/W^i\A^<w^A<«<«J< 


Durch  die  Substitution  *=»(1  — |)  :  (1  — tt)  erhält  man 

J  /*(i-*)(i-»»x)  J  Yö=¥) 

0  cc 

oo  •  o 

l  

0 
und  also 

Jena,  1881.  "  J.  Thomas. 


P.S.     Zwischen  Einsendung  und  Druck  dieser  Notiz  sind  in  Jena 
die  beiden  Dissertationen  erschienen: 

dx 
yt{x)N{x) 

O.Zimmermann,   Das  logarithmische  Potential  einer  gleichseitig  drei- 
eckigen Platte. 

Diese  Schriften  stehen  in  nahen  Beziehungen  zur  vorliegenden  Notiz. 

Thomas. 


F.  Letter,  Das  Integral    /  jyat/  x  und  seine  Umkehrung.  — 


Xu.    Ueber  Linienpaare  mit  optischen,  denen  der  Brennpunkte 
entsprechenden  Eigenschaften. 

(Hierzu  Taf.  II  Fig.  12  —  14.) 

Ist  ein  Kegelschnitt  K,  sowie  ein  beliebig  gelegener  Punkt  P  ge- 
geben, so  giebt  es  zwei  reelle  und  ausserhalb  K  verlaufende  Gerade 
xy  von  folgender  Eigenschaft: 

„Ist  durch  />und  den  Berührungspunkt  A  einer  beliebigen  Tangente 
g  des  Kegelschnittes  ein  Spiegel  senkrecht  auf  die  Ebene  der  Zeichnung 
aufgestellt,  sind  ferner  -XTdie  Schnittpunkte  jener  beiden  Geraden  mit  g, 
so  wird  ein  von  X  nach  P  gelangender  Lichtstrahl  vom  Spiegel  nach  7 
reflectirt."     (Vergl.  Fig.  12.) 

Die  Existenz  dieser  beiden  Geraden  wird  durch  Angabe  folgender 
Construction  dargetban,  die  uns  dieselben  immer  reell  liefert. 
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Erster  Fall:  P  ist  ausserhalb  K  gelegen.    (Fig.  12.) 

Man  bestimme  unter  den  Strahlen  paaren  der  zu  P  in  Bezug  auf  K 
gehörigen  Involution  das  rechtwinklige  Und  schneide  dasselbe  mit  der 
Polferen  von  P.  Von  den  beiden  so  erhaltenen  Punkten  ist  der  im  Innern 
gelegene  als  zur  weiteren  Construction  nicht  mehr  verwendbar  zu  ver- 
werfen, der  ausserhalb  gelegene  sei  mit  M  bezeichnet. 

Dieser  Punkt  M  ist  der  Schnittpunkt  der  beiden  zu  bestimmenden 
Geraden. 

Man  verbinde'  nun  einen  beliebigen  Punkt  N  der  Bbene  mit  P  und 
schneide  die  Polare  von  N  mit  der  in  P  auf  NP  errichteten  Senkrechten ; 
man  erhält  so  einen  Punkt  N' —  und  es  werde  MN  mit  w,  MN'  mit  n 
bezeichnet. 

Jeder  Punkt  von  n  liefert,  auf  dieselbe  Weise  verwendet,  einen 
Punkt  auf  ri.  Die  Verbindungslinien  N'N  umhüllen  einen  Kegelschnitt, 
dessen  einer  Brennpunkt  P,  dessen  Directrix  d  mit  MP die  Strahlen  nri 
harmonisch  theilt  —  derselbe  berührt  nri  in  jenen  Punkten,  in  welchen 
eine  in  P  auf  MP  errichtete  Senkrechte  die  Strahlen  nri  schneidet  —  er 
ist  identisch  mit  jenem  Kegelschnitte,  dessen  Tangentenabschnitte  zwi- 
schen nri  von  P  aus  unter  rechtem  Winkel  erscheinen. 

Jeder  Punkt  auf  n  und  sein  conjugirter  auf  ri  bilden,  mit  P  ver- 
bunden, einen  rechten  Winkel:  gelänge  es  also  noch,  die  getrennten 
Geraden  nri  zu  einer  Lage  x  vereinigt  zu  sehen,  so  wäre  die  oben 
gestellte  Aufgabe  gelöst. 

Nun  überzeugt  man  sich  leicht,  dass  eine  Bewegung  von  n  eine 
dazu  projectivische  Bewegung  von  n  hervorruft,  bei  welcher  jede  Lage 
nri  sich  doppelt  entspricht. 

Die  Doppelelemente  xy  der  Involution  nri  lösen  also  die 
Aufgabe. 

Bei  der  Ausführung  der  Construction  ist  nicht  zu  übersehen,  dass 
PM  und  die  Polare  p  von  P  der  Involution  nri  angehören.  Man  hat 
also  nur  ein  einziges  Paar  Strahlen  nri  zu  construiren,  um  für  die  Be- 
stimmung von  xy  genügendes  Material  an  der  Hand  zu  haben. 

Zweiter  Fall:  P  liegt  innerhalb  K. 
Hier  liefert  der  Beginn  obiger  Construction  zwei  Punkte  M  ausser- 
halb K.  Von  diesen  beiden  Punkten  liefert  der  eine  reelle,  der  andere 
imaginäre  Doppelelemente  der  zugehörigen  Involution.  Welcher  von 
beiden  Punkten  M  zu  verwerfen,  welcher  zu  verwenden,  kann  nicht 
a  priori  entschieden  werden.   -- 

Diese  beiden  Geraden  xy  spielen  in  der  Theorie  der  Kegelschnitte 
ganz  dieselbe  Rolle,  wie  die  Brennpunkte.  Der  willkürlich  gewählte 
Punkt  P  vertritt  dabei  mit  seiner  rechtwinkligen  Involution  die  Stelle 
der  unendlich  entfernten  Geraden  mit  ihren  Kreispunkten. 


Kleinere  Mittheilungen.  191 

Jeder  Satz  Über  Brennpunkte  läset  sofort  eine  Ueber- 
tragung  in  Bezug  auf  diese  beiden  Geraden  zu.* 

Erstes  Beispiel.  Die  beiden  gebräuchlichsten  Definitionen  der 
Brennpunkte,  nämlich  erstens  die  aus  ihrer  optischen  Eigenschaft  hervor- 
gehende, dann  die  des  Senkrechtstehens  je  zweier  conjugirter  Strahlen 
des  zum  Brennpunkte  eines  Kegelschnitts  gehörigen  Strahlenbüschels  müs- 
sen eine  doppelte  Fassung  unseres  am  Eingange  aufgestellten  Problems 
möglich  machen.  Und  in  der  That,  die  beiden  Geraden  xy  lösen  auch 
die  folgende  «Aufgabe:  Man  bestimme  eine  Gerade  so,  dass  immer  zwei 
auf  ihr  gelegene,  in  Bezug  auf  K  conjugirte  Punkte  von  P  aus  unter 
rechtem  Winkel  erscheinen. 

Zweites  Beispiel.  Es  sei  folgender  Satz  zur  Uebertragung  nach 
unserem  Princip  vorgegeben: 

„Schneidet  man  zwei  homofocale  Kegelschnitte  (AP  Brennpunkte) 
durch  eine  Gerade  g}  die  durch  einen  der  gemeinschaftlichen  Brenn- 
punkte A  gelegt  ist,  in  vier  Punkten  (AB CD)  und  verschafft  sich  die 
Tangenten  der  Kegelschnitte  in  diesen  Punkten  (ab cd),  so  giebt  es  immer 
einen  Kegelschnitt  A^,  der  den  andern  Brennpunkt  P  zum  Brennpunkte 
hat  und  die  vier  Geraden  ab  cd  berührt;  die  beliebig  gewählte  Gerade  g 
wird  für  ihn  zur  Directrix.  Er  berührt  die  Geraden  in  vier  Punkten 
Ä  B'C'  D\  welche  so  auf  ab  cd  gelegen  sind,  dass  immer  AA\  Bff  u.  s.  w. 
von  P  aus  unter  rechtem  Winkel  erscheinen.  Der  Kegelschnitt  Kz  selbst 
erscheint  von  A  aus  unter  rechtem  Winkel.  Er  ist,  beiläufig  bemerkt, 
eine  Parabel,  welche  die  gemeinschaftliche  kleine  (imaginäre)  Axe  der 
homofocalen  Kegelschnitte  berührt. " 

Derselbe  liefert  (Fig.  13): 

„Sind  zwei  sich  nicht  schneidende  Kreise  KXK%>  ihre  ideale  Sehne 
P  gegeben,  so  ziehe  man  an  dieselben  vier  Tangenten  ab  cd  von  der 
gleichen   Richtung   £,   die  zugehörigen   Berührungspunkte  seien  ABCD. 

Es  giebt  dann  eine  Hyperbel  iT8,  die  durch  ABCD  geht  und  p  in 
denselben  imaginären  Punkten  schneidet,  wie  Kx  und  K%. 

Um  die  Tangenten  in  den  Punkten  ABCD  zu  erhalten,  verlängere 
man  ab  cd  bis  zum  Durchschnitt  mit  p,  (AB' CD').  Die  Polaren  von 
ÄBC'D' sind  die  zu  den  Punkten  ABCD  gehörigen  Tangenten  des  Kegel- 
schnittes  A3. 

Des  Weiteren  ist  p  Durchmesser  von  Ä3,  G  selbst  ist  die  zu  p  con- 
jugirte Durchmesserrichtung.  Die  Schnittpunkte  der  Hyperbel  'mit  der 
unendlich  entfernten  Geraden  gehören  der  Involution  der  Kreispunkte 
an:  sie  ist  gleichseitig.  Diese  Hyperbel,  Mittelpunkt  auf  p,  geht  durch 
jene  zwei  Punkte,  von  welchen  aus  die  Punktepaare  der  von  den  Krei- 
sen auf  p  bestimmten  Involution  unter  rechtem  Winkel  erscheinen. u 


*  Vergl.  Salnion-Fiedler,  Kegelschnitte,  §  386. 
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Für  die  beiden  Kreise  Kx  K%  vertreten  nämlich  —  und  zwar  für  beide 
Kreise  gleichzeitig  —  die  ideale  Sehne,  sowie  die  unendlich  ferne  Ge- 
rade die  Stelle  unserer  betrachteten  Geraden  xy.  Sei  P  ein  Punkt,  von 
welchem  aus  die  Punktepaare  der  Involution  auf  p  unter  rechtem  Winkel 
erscheinen,  dann  erscheinen  auch  die  durch  die  imaginären  Kreispunkte 
harmonisch  getrennten  Punktepaare  der  unendlich  entfernten  Geraden 
von  P  aus  unter  rechtem  Winkel  —  wie  es  ja  für  jeden  Punkt  der  Ebene 
der  Fall  ist. 

Anhang.  Die  Geraden  xy  der  Fig.  12  trennen  die  Geraden  PM,  p 
harmonisch  (nach  der  Construction). 

Dies  giebt  ein  Mittel,  um  die  Aufgabe  ersten  Grades  einfach  zu 
lösen :  Gegeben  ein  Kreis ,  P,  gesucht  y  (x  ist  bekannt  .als  die  unendlich 
ferne  Gerade).  Man  führt  y  parallel  der  Polaren  p  in  der  Mitte  zwi- 
schen P  und  p.  So  erhält  man  folgenden,  der  elementaren  Geometrie 
zuzuweisenden  Satz  (Fig.  14): 

„Ist  g  eine  Tangente  an  K%  so  wirft  ein  durch  PA  gelegter  Spiegel 
den  Lichtstrahl  YP  parallel  mit  g  zurück." 

München.  Fbitz  Hofmann. 


XIEL  Erklärung. 

Von  Herrn  Dr.  Schi  $  milch  bin  ich  nachträglich  darauf  aufmerk- 
sam gemacht  worden,  dass  Herr  Prof.  Schröter  in  Breslau  in  einem 
Aufsatze  des  Jahrg.  XVII  (8.  508)  ebenso,  wie  ich  in  dem  vorigen  Jahr- 
gang XXVI  (S.  333)  dieser  Zeitschrift,  von  dem  Gedanken  ausgeht,  einen 
integrirenden  Factor  aufzusuchen.  Indem  ich  versichere,  dass  ich  von 
der  Schröter'schen  Arbeit  keine  Kenntniss  gehabt  habe,  erkenne  ich 
gern  die  Priorität  des  Herrn  Prof.  Schröter  an  und  überlasse  es  den* 
Sachverständigen,  zu  entscheiden,  welche  Methode  zur  Auffindung  dieses 
Factors  die  naturgemässere  ist. 

Hamm  i.  W.  Müch. 


IX. 
Die  Fourier'sche  Reihe. 

Von 

W.  Veltmann 

su  Frankenthal  i.  d.  Pfalz.  * 


Hierzu  Taf.  III  Fig.  1  u.  2. 

I.  Wenn  aQ-\- ax+ a% . . .  eine  endliche  oder  unendliche  Reihe  ist,  so 
nennen  wir  die  Summe  von  irgendwelchen  aufeinanderfolgenden  Gliedern 
derselben  eine  Theilsumme  der  Reihe.  Eine  Theilsumme,  die  mit  dem 
Gliede  a0  anfängt,  heisst  ein  Stufen  werth,  die  Summe  der  folgenden 
Glieder  der  zugehörige  Rest.  Der  nle  Stufenwerth  ist  derjenige,  der  mit 
dem  Gliede  an  schliesst,  der  nu  Rest  derjenige,  der  mit  dem  Gliede  0*4.1 
anfangt. 

Eine  Grösse  a  nennen  wir  grösser  oder  kleiner  als  eine  Grösse  6, 
je  nachdem  a  —  b  positiv  oder  negativ  ist.  Dagegen  sollen  sich  die  Aus- 
drücke beträchtlich  und  gering,  sowie  mehr  und  weniger  auf  die 
Verschiedenheit  von  Null  beziehen,  so  dass  also  eine  Grösse  um  so  ge- 
ringer ist,  je  näher  sie  der  Null  ist.  Für  „ grösser "  und  „ kleiner " 
benutzen  wir  die  gewöhnlichen  Zeichen,  für  „beträchtlicher11  und  „ ge- 
ringer "  die  Zeichen  £>  und  Q).  Das  Unendliche  kann  positiv  unendlich 
oder  negativ  unendlich  sein;  ersterer  Ausdruck  umfasst  also  beide  letztere. 

Für  eine  unendliche  Anzahl  von  Werthen  fft,  #2,  ...,  welche  in 
irgend  einer  Weise  definirt  sind,  sei  eine  bestimmte  Reihenfolge  fest- 
gesetzt, derart,  dass,  wenn  man  eine  endliche  Anzahl  derselben  beliebig 
herausgreift,  die  Reihenfolge  derselben  eindeutig  feststeht.  Das  grösste 
der  auf  xn  folgenden  x  werde  mit  gn  bezeichnet.  Wenn  die  Grössen  g, 
welche  wir  die  Restmaxima  der  x  nennen,  nicht  =  +  00  sind,  so  ist  keine 
derselben  grösser  als  irgend  eine  vorhergehende.  In  diesem  Falle  können 
die  Grössen  g  gegen  — 00  divergiren,  d.  h»,  wie  klein  eine  Grösse  k  an- 
genommen werden  mag,  es  ist  immer  eine  der  Grössen  g  angehbar,  der- 
art, dass  alle  auf  dieselbe  folgenden  kleiner  sind,  als  k.  Wenn  dieser 
Fall  nicht  stattfindet,  so  existirt  eine  bestimmte  Grösse  gm  derart,  dass 
p—Ca,  für  jedes  g  positiv  ist,  dass  aber,  wie  klein  eine  positive  Grösse  t 
angenommen  werden  mag,  eine  der  Grössen  g  angebbar  ist,  so  dass  für 
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alle  auf  sie  folgenden  die  Differenz  0  —  0»  kleiner  ist  als  e.  Die  Be- 
ziehung der  Grösse  g^  zu  den  x  können  wir  dann  dadurch  bezeichnen, 
dass  wir  sagen:  Die  Restmaxima  der  x  convergiren  gegen  p»,  oder:  gw 
ist  die  obere  Schranke  der  Reihe  der  x.  Auf  entsprechende  Weise  defi- 
niren  wir  die  untere  Schranke  der  Grössen  x  oder  die  Grenze  der  Rest- 
minima  derselben.  Eine  solche  existirt,  wenn  die  Restminima  der  Grössen 
x  nicht  =  —  oo  sind  und  nicht  gegen  +00  divergiren. 

Eine  unendliche  Reihe  nennen  wir  convergent,  wenn  die  Stufen* 
werthe  derselben  in  ihrer  natürlichen  Reihenfolge  eine  bestimmte  obere 
und  untere  Schranke  haben  und  beide  Schranken  gleich  sind.  Zur  Con- 
vergenz.  ist  es  nothwendig  und  genügend,  dass  der  Rest  der  Reihensumme 
von  hinreichend  hohem  Index  genommen  werden  kann,  damit  jede  Theil- 
summe  desselben  geringer  sei,  als  eine  noch  so  geringe  Grösse. 

Die  Reihe  ist  =  +  00  oder  =  —  oo,  wenn  resp.  die  Restminima  der 
Stufenwerthe  gegen  +00  oder  die  Restmaxima  derselben  gegen  —00  di- 
vergiren. 

In  allen  anderen  Fällen  ist  die  Reihe  unbestimmt.  Die  Unbestimmt- 
heit kann  eine  beiderseits  begrenzte ,  einseitig  begrenzte  oder  beiderseits 
unbegrenzte  sein,  je  nachdem  die  Stufenwerthe  der  Reihe  eine  bestimmte 
obere  und  untere  Schranke  oder  nur  eine  von  beiden,  oder  weder  die 
eine,  noch  die  andere  haben. 

Wenn  eine  Grösse  r  kleiner  als  1  und  grösser  als  0  ist  und  durch 
stetige  VeTgrösserung  in  1  übergeht,  so  wollen  wir  dies  andeuten  durch 
r<  =  l.  Das  Zeichen  oder  der  Ausdruck  für  eine  Grösse  mit  dem  dar- 
über gesetzten  Pluszeichen  soll  immer  den  absoluten  Werth  derselben 
bedeuten. 

II.  Wenn  ö0  +  °i"r"fl«  •••  e*ne  beliebige  endliche  oder  unendliche 
Reihe  ist  und  *0,  tn  *,,  ...  positive  Grössen  sind,  derart,  dass  c0>et 
>*2...,  so  ist  der  nte  Stufen  werth  der  Reihe  t0a0  +  sla1  +  s%a2...  gleich 
dem  Producte  aus  t0  mal  einer  Mittelgrösse  derw  +  1  ersten  Stufenwerthe 
der  Reihe  fl0+ai  +  a«--" 

Dieser  Satz  ist  von  Abel  in  seiner  Abhandlung  über  die  Binomial- 
reihe  zwar  nicht  ausgesprochen,  aber  im  Wesentlichen  bewiesen.  Abel 
setzt  nämlich,  wenn  die  Stufenwerthe  der  Reihe  a0  +  "i  +  <V--  mit  jd0, 
pv  ...  bezeichnet  werden , 

also 

=  Po(«0-*l)+Pl(*i-«*)  ...+P*-l(*..-l  -*n)+Pn*n. 

Da  nun  hier  die  mit  den  p  multiplicirten  Grössen  nicht  negativ  sind ,  so 
ist  der  Ausdruck  gleich  der  Summe  f0  dieser  Grössen  mal  einem  Mittel- 
werthe  der  p. 


Tafel  III. 


Vig.1. 
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HI.  Wenn  eine  anendliche  Reibe  S1  =  a0+ at ...  convergent  ist,  so 
ist  auch  die  Reihe  Sr  =  a0  +  at  r  +  a2r* . . .  für  1  >  r  >  0  convergent.  Letz- 
tere Reihe  ist  eine  stetige  Function  von  r  und  wenn  r  stetig  in  1  über- 
geht, so  gebt  der  Werth  der  Reihe  Sr  stetig  in  den  von  Sl  über. 

Dieser  Satz,  der  von  Abel  aufgestellt  und  bewiesen  worden  ist,  folgt 
unmittelbar  aus  II.  'Da  nämlich  n  so  gross  genommen  werden  kann, 
dass  jede  Tbeilsumme  des  »len  Restes  Ät"  von  S1  beliebig  gering  wird, 
die  entsprechende  Theilsumme  von  Sr  aber  nach  II  gleich  der  in  ihrem 
ersten  Gliede  vorkommenden  Potenz  von  r  mal  einem  Mittleren  aus  den 
ätufenwerthen  jener  Theilsumme  von  St  ist,  so  werden  auch  die  Theil- 
summen  des  nten  Restes  Är™  von  Sr  beliebig  gering.  Um  ferner  zu  ernen- 
nen, dass  Sr  für  r<  =  l  in  Sx  übergeht,  nehme  man  n  so  gross,  dass 
die  Theilsummen  von  Rx"  geringer  werden,  als  eine  sehr  geringe  Grösse 
f.  Dann  ist  nach  II  auch  Rr™  für  jedes  zwischen  1  und  0  liegende  r 
geringer  als  £  und  unterscheidet  sich  von  Rx~  um  weniger  als  *.  Jetzt 
nehme  man  r  so  nahe  an  1,  dass  &r*  von  St*  sich  um  weniger  als  e 
unterscheidet.  Die  ganze  Reihe  Sr  unterscheidet  sich  daher  jetzt  von  £t 
um  weniger  als  2«.  Durch  Verkleinerung  von  1  —  r  kann  demnach  der 
unterschied  von  Sr  und  SL  beliebig  gering  gemacht  werden. 

IV.  Wenn  S,  =  flro  +  fli"T"ö2---  eine  unendliche  Reihe  =  +  oo  oder 
=  —  oo  ist,  während  für  1  >  r  >  0  die  Reihe  Sr  =■  aQ  +  ax  r  +  a9r* . . .  stets 
convergent  ist,  so  wird  für  r<  =  l  auch  £r  =  +  oo  oder  =  — oo. 

Dieser  Satz  ist  von  Abel  nicht  aufgestellt  worden;  er  folgt  aber 
ebenfalls  leicht  aus  II.  Die  Reihe  St  sei  gleich  +oo;  für  6^  =  —  oo  ist 
der  Beweis  nicht  wesentlich  verschieden.  Man  zerlege  dieselbe  in  den 
nten  Stufenwerth  S^  und  den  wten  Rest  Rt".  Der  kleinste  Stufenwerth 
dieses  Restes  sei  RJ*\  der  grösste  ist  +  oc.     Der  convergente  Rest  Rr{H) 

von  Sr  liegt   also   nach  II  für  jedes  r^n  zwischen  Ä(w)  und  +00;   wir 

können  ihn  =  fi(<>>  +  q  setzen ,  wo  q  eine  positive  Grösse.  Nehmen  wir 
jetzt  r  so  nahe  an  1,  dass  $r~  sich  von  Sx"  nur  um  eine  beliebig  geringe 
Grösse  e  unterscheidet.  Dann  ißt  also  Sr*  =  St"  +  * ,  RrZ  =  /^OO-J-^  also 
$r=>Sr*+Rr*  =zS^  +  R^  ±B  +  q.  Die  Grösse  q  ist  positiv,  «  beliebig 
gering,  S^  +  R^  aber  wird  =  +  oo,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst. 
Denn  S^  +  RJ»)  ist  nichts  Anderes,  als  der  kleinste  der  auf  £,"  folgenden 
Stufen werthe  von  St]  die  Restminima  der  Stufen werthe  von  St  aber 
divergiren  der  Annahme  gemäss  gegen  +oo. 

V.  Die    Reihe    Sl  =  a0+a1+a%...    sei    unbestimmt ,    Sr  =  aQ  +  ö, r 

+  fl2r8...    aber    für  jedes  r^n   convergent.     Für  r<  =  l   kann   dann 

limSr  eine  bestimmte  Grösse  sein  (z.  B.  Ztm[l—  r+r*— r8...]»^),  oder 
auch  nicht.  Letzteres  findet  z.B.  statt  bei  einer  Reihe  r*»— r*«+r"H..., 
falls  man  die  tn  in  geeigneter  Weise  stark  wachsen  lägst.    In  jedem  Falle 

13* 
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hängt  aber  das  Verhalten  von  Sr  für  r<=l  in  folgender  Weise  von  der 
Beschaffenheit  der  Reihe  St  ab. 

Die  Unbestimmtheit  der  Reihe  sei  eine  nach  oben  begrenzte  und  die 
obere  Schranke,  d.  h.  der  Grenswerth  der  Restmazima  der  Stufenwerthe 
derselben,  =*  E. 

Der  nie  Stnfenwerth  der  Reihe  Sr  für  ein  beliebiges  r  zwischen  0  nnd  1 
ist  nach  II  (da  e0  hier  =  1  ist)  nicht  grösser,  als  der  grösste  der  Stufenwerthe 
der  Reihe  St  vom  nullten  bis  zum  nten.    Es  können  daher  die  Stufenwerthe 

von  Sr  und  somit  Sr  selbst  für  r^.   nie  grösser  sein,  als  der  grösste  der 

Stu/enwerthe  von  St.  Lässt  man  also  r  von  r  =  0  bis  r==l  wachsen, 
so  haben  die  Werthe  von  Sr  in  der  Reihenfolge,  wie  sie  dann  erscheinen, 
bestimmte  endliche  Restmazima,  welche  als  eine  stetige  Function  von  r 
betrachtet  werden  können.  Diese  Function  nimmt  nie  zu  und  wenn  sie 
nicht  gegen  — oo  divergirt,  so  convergirt  sie  gegen  eine  bestimmte  Grösse 
tfy  welche  wir  als  die  obere  Schranke  der  Werthe  von  Sr  für  ein  von  0 
bis  1  wachsendes  r  betrachten  können.  Dieselbe  kann  nicht  grösser  sein, 
als  obiges  JE,  d.h.  als  die  obere  Schranke  der  Stufenwerthe  von  St. 

Beweis.  Man  nehme  n  so  gross ,  dass  der  n**  und  alle  höheren  Stu- 
fenwerthe von  St  höchstens  =  E-\-t  sind,  wo  e  eine  sehr  geringe  positive 
Grösse  ist.  Der  grösste  Stnfenwerth  des  nlcn  Restes  von  St  sei  Ä\ 
Dann  tat  8fi+X-E+* 

Man  setze  r  =  1  —  6\  wo  8  positiv,  und  nehme  8  so  klein ,  dass  Sr~ 
für  *>f  £  von  ^i*  um  weniger,  als  eine  sehr  geringe  Grösse  fx  ver- 
schieden ist.  Der  Rest  Är*  ist  jetzt  nach  II  höchstens  =(1  —  $)*+lÄ', 
übertrifft  also  den  Werth  R\  wenn  er  ihn  Übertrifft,  höchstens  um  den 
Absolutwerth  von  [(1—-  6)"+!  —  1]ä\  Man  nehme  nun  ferner  6  noch 
kleiner  und  so  klein,  dass  das  Product  [(1  —  ä)"+l  —  1]/?'  so,  wie  es  dann 
ist,  und  also  um  so  mehr  für  ein  noch  weiter  verkleinertes  6*  ebenfalls 
geringer  als  st  wird.  Dann  ist  also  5r"  von  Sj"  und  7?r"  von  Ä*  um 
weniger  als  et  verschieden,  mitbin  eine  Grösse  s%  geringer  als  2ik  angeb- 
bar, so  dass 

SrZ  +  Rr±  =  8lZ+X±h 
oder 

Sr=E+t±tt. 

Man  kann  also  r  so  nahe  an  1  nehmen,  dass  Sr  für  alle  der  1  noch 
näheren  Werthe  kleiner  bleibt,  als  eine  Grösse,  welche  von  E+t  beliebig 
wenig  verschieden  ist.  Indem  man  aber  n  grösser  nimmt,  wird  auch  e 
beliebig  klein.  Mithin  kann  ctfe  obere  Schranke  von  Sr  für  r<=l  um 
keine  noch  so  kleine  positive  Quantität  die  Grösse  E  übertreffen. 

Auf  ähnliche  Weise  folgt,  dass,  wenn  St*  für  «  =  oo  eine  untere 
Schranke  hat,  auch  Sr  für  r<=l  eine  solche  besitzt,  welche  nicht  klei- 
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ner  ist,  als  diejenige  von  Sj*.  Man  kann  also  allgemein  sagen ,  dass  mit 
unendlich  kleinen  Fehlern  der  Werth  der  Reihe  Sr  für  r<»l  anletzt 
zwischen  denselben  Schranken  bleibt,  welche  St"  bei  hinreichend  grossem 
n  nicht  mehr  überschreitet.  Wenn  Sr  für  r<  =  l  einen  bestimmten 
Werth  hat,  so  wird  daher  dieser  ebenfalls  zwischen  den'  Schranken  der 
Reihe  Sx  liegen. 

Tl.  Auf  einer  Kreislinie  seien  Theilpnnkte  definirt.  Die  Zahl  der- 
selben kann  unendlich  gross  sein;  jedoch  soll  in  diesem  Falle  kein  noch 
so  kleiner  Bogen  in  lauter  unendlich  kleine  Theile  zerlegt  sein.  Not- 
wendig giebt  es  aber  dann  einen  oder  mehrere,  möglicherweise  auct)  un- 
endlich viele  Punkte,  nach  welchen  hin  die  Theilpnnkte  unendlich  nahe 
zusammenrücken,  die  man  also  nicht  in  so  kleine  Bügen  einschliessen 
kann,  dass  in  diesen  nicht  unendlich  viele  Theilpnnkte  liegen.*  Diese 
Punkte  nennen  wir  Häufungspunkte  der  Theilung.  Durch  die 
Häufungspunkte  ist  ebenfalls  kein  noch  so  kleiner  Bogen  in  lauter  unend- 
lich kleine  Theile  zerlegt. 

Sind  auf  einem  Kreise  zwei  Theilnngen  A  und  B  gegeben  und  wird 
durch  keine  von  beiden  irgend  ein  noch  so  kleiner  Bogen  in  unendlich 
kleine  Theile  zerlegt,  so  geschieht  dies  auch  durch  beide  zusammen  nicht. 
Denn  wenn  irgend  ein  Bogen  b  durch  A  nicht  in  lauter  unendlich  kleine 
Theile  zerlegt  ist,  so  ist  der  Bogen  entweder  durch  A  gar  nicht  getheilt 
oder  es  sind  in  demselben  zwei  benachbarte  Theil punkte  der  Theilung 
A  enthalten,  welche  einen  endlichen  Bogen  zwischen  sich  fassen.  Wäre 
dieser  Bogen  nun  auch  durch  die  Theilung  B  nicht  unendlich  klein  ge- 
theilt, so  würde  der  Bogen  b  überhaupt  nicht  lauter  unendlich  kleine 
Theile  enthalten.  Ebenso  können  beliebig  viele  Theilungen  keinen  Bogen 
unendlich  klein  theilen,  wenn  keine  derselben  dies  für  sich  thut. 

TU.  Am  Rande  eines  Kreises  vom  Radius  =  1  sei  eine  reelle  und 
nach  dem  Intervall  2tc  periodische  Function  f{y)  des  von  einem  bestimm- 
ten Punkte  an  nach  links  gerechneten  Winkels  y  gegeben,  welche  an 
keiner  Stelle  =  +  od  wird.  Wir  nennen  diese  Function  in  irgend  einem 
Punkte  stetig,  wenn  dieser  Punkt  sich  in  einen  so  kleinen  Bogen  ein- 
schliessen läset,  dass  in  jedem  Punkte  dieses  Bogens  die  Function  einen 
einzigen  bestimmten  Werth  hat  und  dass  der  grösste  und  kleinste  dieser 
Fnnction8werthe  sich  beliebig  wenig  unterscheiden.  In  allen  anderen 
Fällen  ist  sie  in  dem  Punkte  unstetig.  Es  sei  ausdrücklich  bemerkt ,  dass 
der  Begriff  der  Unstetigkeit  hier  den  der  Unbestimmtheit  mit  umfasst. 
Ueberdies  gehören  zu  den  Unstetigkeitspunkten  auch  solche  Punkte,  die 
•ich  zwar  in  einen  so  kleinen  Bogen  einschliessen  lassen ,  dass  die  Func- 
tionswerthe  in  demselben  sich  beliebig  wenig  unterscheiden,  nicht  aber, 
dass  die  Function  überall  einen  bestimmten  und  nur  einen  Werth  hat.  Wir 
wollen  jedoch  solche  Punkte  als  unechte  Stetigkeitspunkte  bezeichnen. 
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Wir  schränken  nun  die  Function  ein  durch  die  Bestimmung,  dass 
auf  der  Kreislinie  und  auf  jedem  noch  so  kleinen  Theile  derselben  Bögen 
angebbar  sein  müssen,  in  welchen  die  Fnnction  überall  stetig  ist,  oder 
anders  ausgedrückt,  dass  die  Kreislinie  nicht  durch  Unstetigkeitspunkte 
in  lauter  unendlich  kleine  Theile  zerlegt  sein  darf.  Aus  dieser  Ein- 
schränkung leiten  wir  Folgendes  ab: 

Die  Fnnction  ist  entweder  überall  stetig  oder  nicht.  In  letzterem 
Falle  ist  immer  irgend  ein  Bogen  angebbar,  in  welchem  die  Fnnction 
überall  stetig  ist.  Gehen  wir  von  einem  Punkte  eines  solchen  Bogens 
nach  rechts  oder  links,  so  treffen  wir  irgend  einmal  auf  einen  Unstetig- 
keitspunkt,  während  in  jedem  Punkte  diesseits  desselben  die  Function 
stetig  ist.  Den  Bogen,  zwischen  diesen  beiden  Grenzpunkten  nennen  wir 
einen  Stetigkeitsbogen. 

Wenn  die  Zahl  der  Unstetigkeitspunkte  eine  endliche  ist,  so  theilen 
sie  die  Kreislinie  in  ebenso  viele  Stetigkeitsbogen,  welche  also  zusam- 
men die  ganze  Kreislinie  ausmachen.  Ist  dagegen  die  Zahl  der  Unstetig- 
keitspunkte und  also  auch  die  der  Stetigkeitsbogen  unendlich  gross,  so 
können  ganz  andere  Verhältnisse  eintreten.  Zunächst  giebt  es  in  diesem 
Falle  einen  oder  mehrere  Punkte,  welche  sich  nicht  in  so  kleine  Bögen 
einschliessen  lassen,  dass  die  Zahl  der  Unstetigkeitspunkte  in  denselben 
nicht  unendlich  gross  ist.  Diese  Punkte  sind  also  die  Häufungspunkte 
der  Unstetigkeiten.  Ist  die  Zahl  derselben  unendlich  gross,  so  kann* man 
ihre  Hänfungspunkte  als  solche  zweiter  Ordnung,  deren  etwaige  Häufungs- 
punkte als  solche  dritter  Ordnung  u.  s.  w.  betrachten.  Die  Zahl  der  Ord- 
nungen kann  eine  endliche  sein,  so  dass  also  die  höchste  Ordnung  eine, 
endliche  Anzahl  enthält,  oder  sie  ist  ebenfalls  unendlich  gross.*  Alle 
diese  Unterschiede  sind  indess  nicht  von  wesentlicher  Bedeutung.  Auf 
die  wesentlichen  Eigenthümlichkeiten,  welche  hier  zu  beachten  sind,  wer- 
den wir  kommen ,  wenn  wir  die  Stetigkeitsbogen  nach  ihrer  Grösse  ord- 
nen. Ein  Stetigkeitsbogen  oder  mehrere  gleiche  8tetigkeitsbögen  sind 
grösser  als  alle  übrigen.  Denn  greift  man  irgend  einen  heraus,  so  ist  er 
entweder  ein  grösster,  oder  es  giebt  eine  endliche  Anzahl  noch  grössere, 
von  welchen  dann  der  oder  die  grössten  auch  von  allen  die  grössten  sind. 
Wir  nennen  diese  die  Stetigkeitsbogen  erster  Grösse  oder  auch  die  erste 
Einschaltung  von  Stetigkeitsbogen,  und  setzen  ihre  Summe  =6,.  Auf 
gleiche  Weise  folgt,  dass  auf  dem  noch  übrigen  Theile  der  Kreislinie  ein 
oder  mehrere  Stetigkeitsbogen  die  grössten  sind,  welohe  demnach  als 
Stetigkeitsbogen  zweiter  Grösse  die  zweite  Einschaltung  darstellen  und 
deren  Summe  wir  =68  setzen«  U.  8.  w.  Bilden  wir  nun  die  Summe 
bl+b%+b$...  in  inf.%  so  ist  dieselbe  nicht  nothwendig  gleich  der  Kreis- 
linie, wie  folgendes  Beispiel  zeigt. 

*  Man  vergleiche  die  Abhandlung  von  Herrn  Cantor  in  den  Leipziger 
Mathematischen  Annalen,  Bd.  V  S.  122. 
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Wir  theilen  die  Kreislinie  in  vier  abwechselnd  gleiche  Bögen  nnd 
betrachten  zwei  einander  gegenüberliegende  als  Stetigkeitsbögen  (erste 
Einschaltang).  Jeden  der  beiden  Zwischenbögen  theilen  wir  in  fünf  ab- 
wechselnd gleiche  Tb  eile  nnd  nehmen  an  f  den  dem  mittleren  benachbarten 
die  Function  stetig  (zweite  Einschaltung).  Die  jetzt  vorhandenen  sechs 
Zwischenbögen  behandeln  wir  auf  gleiche  Weise  und  fahren  so  fort, 
nach  jeder  Einschaltung  jeden  der  vorhandenen  Zwischen  bögen  in  fünf 
abwechselnd  gleiche  Theile»  zerlegend ,  von  denen  dann  die  beiden  dem 
mittleren  benachbarten  Stetigkeitsbögen  werden  nnd  die  nächste  Einschal- 
tung bilden.  Bei  jeder  Einschaltung  werden  die  Stetigkeitsbögen  so  gross 
genommen,  das6  die  erste  Einschaltung  den  vierten  Theil  der  Kreislinie 
und  jede  folgende  die  Hälfte  der  vorhergehenden  beträgt.  Da  überdies 
bei  jeder  folgenden  Einschaltung  die  Zahl  der  Stetigkeitsbögen  grösser 
ist  als  bei  der  vorhergenden,  so  sind  die  Stetigkeitsbögen  «Ur  Einschal- 
tung zugleich  diejenigen  n**1  Grösse.     Obige  Summe  b1  +  b%...  wird  hier 

"S-+  A  +"5"  ••• =  n\  die  Stetigkeitsbögen  machen  also  zusammen  nur  die 

halbe  Kreislinie  aus.  Die  übrige  Hälfte  besteht  aber  nur  aus  Punkten, 
da  in  keinem  noch  so  kleinen  Bogen  keine  Stetigkeitsbögen  oder  Theile 
von  solchen  enthalten  sind. 

Man  hat  hier  dreierlei  Punkte  zu  unterscheiden:  1.  innere  Punkte 
der  Stetigkeitsbögen ,  2.  Endpunkte  derselben,  3.  Punkte,  welche  bei 
noch  so  weit  fortgesetzter  Einschaltung  nie  auf  einen  Stetigkeitsbögen 
kommen  oder  Endpunkte  eines  solchen  werden.  Punkte  der  letztern  Art 
sind  vorhanden;  jeder  Punkt,  der  nach  irgend  einer  Einschaltung  den 
Zwischenraum  zweier  benachbarten  Stetigkeitsbögen  halbirt,  bleibt  auch 
nach  jeder  folgenden  Einschaltung  die  Mitte  zwischen  zwei  benachbarten 
Stetigkeitsbögen.  Diese  Punkte,  sowie  auch  die- Endpunkte  eines  jeden 
Stetigkeitsbogen8  sind  Häufungspunkte  der  Unstetigkeit,  da  sie  nicht  in 
noch  so  kleine  Bögen  eingeschlossen  werden  können,  in  welchen  nicht 
unendlich  viele  Stetigkeitsbögen  liegen.  Alle  Unstetigkeitspunkte  sind 
demnach  hier  ebensowohl,  wie  in  dem  Falle,  wo  dieselben  die  Kreislinie 
unendlich  klein  theilen,  zugleich  Häufungspunkte  der  Unstetigkeiten. 

Wir  nennen  allgemein  diejenigen  Bögen,  welche  nach  Absonderung 
der  Stetigkeitsbögen  von  der  ersten  bis  zur  nlen  Grösse  übrig  bleiben, 
Zwischenbögen  n***  Ordnung  oder  nte  Zwischenbögen. 

Einen  Bogen  der  Kreislinie  werden  wir  künftig  immer  in  der  Weise 
bezeichnen,  dass  wir  die  Buchstaben  an  seinen  Endpunkten  in  der  Reihen- 
folge schreiben,  in  welcher  sie  beim  Durchlaufen  des  Bogens  von  rechts 
nach  links  erscheinen. 

Till«  Wir  wollen  jetzt  die  Function  weiteren  Einschränkungen 
unterwerfen,  derart,  dass  sie  durch  die  Werthe  auf  den  Stetigkeitsbögen 
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vollständig  bestimmt  ist,  soweit  sie  überhaupt  bestimmte  Wertbe  haben 
soll.  Es  sei  also  die  Function  zunächst  nur  im  Innern  der  Stetigkeits- 
bögen  definirt.  Damit  sie  hierdurch  in  den  Unstetigkeitspunkten  und 
deren  Häufungspunkten  nicht  mehr  willkürlich,  sondern  mit  definirt  sei, 
setzen  wir  Folgendes  fest. 

Wenn  man  rechts  von  einem  Punkte  P  einen  Punkt  Q  so  nahe  an 
P  nehmen  kann,  dass  die  zwischen  P  und  Q  vorhandenen  unmittelbar 
definirten  Werthe  der  Function  von  einander  und  also  auch  von  einer 
bestimmten  Grösse  beliebig  wenig  verschieden  sind ,  so  nennen  wir  diese 
Grösse  den  rechtsseitigen  Werth  der  Function  im  Punkte  P.  Können 
dagegen ,  wie  wenig  auch  Q  von  P  abstehe,  zwischen  P  und  Q  unmittel- 
bar definirte  Werthe  gefunden  werden,  welche  sich  um  mehr  als  eine 
vorher  gegebene,  wenn  auch  noch  so  geringe  Grösse  unterscheiden,  so 
ist  der  rechtsseitige  Werth  im  Punkte  P  unbestimmt. 

Ganz  in  derselben  Weise  ergiebt  sich  mittels  eines  links  von  P  an- 
genommenen Punktes  Q  der  linksseitige  Werth  in  /\  welcher  eben- 
falls bestimmt  oder  unbestimmt  sein  kann.  An  dem  gemeinsamen  End- 
punkte zweier  zusammenstossenden  Stetigkeitsbögen  hat  also  die  Function 
stets  zwei  verschiedene  Werthe,  insofern  wir  nämlich  auch  zwei  un- 
bestimmte oder  einen  bestimmten  und  einen  unbestimmten  Werth  als 
verschieden  betrachten.  Dagegen  können  an  einem  Häufungspunkte 
beide  Werthe  gleich  sein,  wie  z.  B.  wenn  die  Function,  graphisch  dar- 
gestellt, eine  Art  Treppe  bildet,  deren  Stufen  breite  und  Stufenhöhe  in 
einem  Punkte  (der  dann  ein  Häufungspunkt  ist)  gegen  Null  convergirt. 
Im  Innern  der  Stetigkeitsbögen  sind  der  rechtsseitige  und  der  linksseitige 
Werth  überall  gleich. 

Auf  einem  Theilbogen  RS  nennen  wir  den  linksseitigen  Werth  in  R 
und  den  rechtsseitigen  in  S  innere,  die  beiden  anderen  Werthe  in  R 
und  S  äussere  End werthe.  Sämmtliche  Functionswerthe  auf  einem  Ste- 
tigkeits-  oder  Theilbogen  einschliesslich  der  inneren  Endwerthe  nennen 
wir  Theilbogen  werthe ,  die  übrigen  Zwischen  werthe. 

Man  wird  bemerken,  dass  durch  vorstehende  Feststellungen  ausser  den 
Functionen ,  deren  Unstetigkeitspunkte  einen  Theil  der  Kreislinie  unend- 
lich klein  theilen ,  auch  solche  mit  isolirten  Werthen  ausgeschlossen  sind. 

IX«  Sehen  wir  jetzt,  wie  sich  die  in  VIII  beschriebenen  Functionen 
bei  dem  Versuche  verhalten,  dieselben  zu  integriren.  Das  Integral  der- 
selben über  irgend  einem  Bogen  verstehen  wir  in  folgender  Weise.  Der 
Bogen  wird  in  eine  endliche  Anzahl  Bögen  getheilt,  jeder  Theil  (Ele- 
mentartheil) mit  dem  Functionswerthe  in  irgend  einem  seiner  Punkte 
multiplicirt  und  die  Producte  (Elemente)  addirt.  In  Punkten,  wo  die 
Function  zwei  verschiedene  Werthe  hat,  kann  man  einen  von  beiden 
oder  auch  einen  zwischenliegenden  Werth  nehmen.     Ist  einer  derselben 
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oder  sind  beide  unbestimmt,  so  hat  man  ebenfalls  irgend  einen  Wertb 
sn  nehmen,  welcher  innerhalb  der  Grenzen  liegt,  in  welchen  die  Func- 
tion in  unendlicher  Nähe  des  Punktes  bleibt.  Die  erhaltene  Summe 
nennen  wir  einen  Näherun  gswerth  des  Integrals  Die  Grösse  des  Nähe- 
rungswerthes  ist  abhängig  von  der  Anzahl  der  Elementartheile ,  dem 
Grössenverhältniss  derselben  und  der  Wahl  des  Functionswerthes  auf 
jedem.  Wir  nennen  dies  die  drei  Argumente  des  Näherun gswerthes. 
Die  folgenden  Näherungswerte  werden  ganz  auf  dieselbe  Weise  erbalten, 
indem  man  von  einem  zum  andern  die  drei  Näherungsargumente  sich  in 
irgend  einer  Weise  ändern  lässt,  mit  der  Einschränkung  jedoch,  dass  die 
Zahl  der  Elementartheile  stets  annehmen  und  alle  zuletzt  unendlich  klein 
werden  müssen.  Je  nachdem  man  also  die  Näherungsargumente  von 
einem  Näherungswerte  zum  andern  wählt,  kann  man  verschiedene  Reihen 
von  tfäherungswerthen  erhalten.  Führen  diese  nun  alle  zu  ein  und  dem- 
selben bestimmten  Grenzwerthe,  so  ist  dieser  der  Werth  des  gesuchten 
Integrals.  Im  entgegengesetzten  Falle  hat  das  Integral  keinen  bestimm- 
ten Werth. 

Die  dieser  Definition  gemäss  über  irgend  einen  Bogen  ausgeführte 
Integration  führt  immer  zu  demselben  Resultate,  als  wenn  man  über  den 
einzelnen  Theilen  des  in  eine  endliche  Anzahl  von  Theilen  zerlegten 
Bogens  integrirt  und  die  Ergebnisse  addirt  Je  nachdem  das  Gesammt- 
integral bestimmt  oder  unbestimmt  ist,  ist  es  auch  diese  Summe. 

Um  nun  zu  entscheiden,  ob  das  Integral  bestimmt  oder  unbestimmt 
ist,  und  um  im  enteren  Falle  den  Werth  desselben  zu  erhalten,  haben 
wir  folgende  beiden  Fälle  zu  unterscheiden. 

1.  Wenn  d  eine  beliebig  geringe  Grösse  ist,  so  kann  immer  n  so 
gross  genommen  werden,  dass  die  Summe  derjenigen  Zwischenbögen  nUr 
Ordnung,  in  deren  jedem  die  Differenz  des  grössten  und  kleinsten  Func- 
tionswerthes geringer  als  i  ist,  beliebig  nahe  =0  wird.  In  diesem  Falle 
hat  das  Integral  einen  bestimmten  Werth. 

Beweis.  Wir  nehmen  n  gleich  einer  bestimmten  Zahl  und  setzen 
die  Summe  derjenigen  von  den  nleo  Zwischenbögen,  in  welchen,  d.  h.  in 
jedem  einzelnen,  die  Differenz  der  Functionswerthe  geringer  als  6  ist, 
=  /?,  die  Summe  der  übrigen  »6.  Alsdann  bilden  wir  in  irgend  einer 
Weise  die  Näherungswerthe  des  Integrals.  Jeden  Näherun  gswerth  zer- 
legen wir  in  folgende  Theile:  1.  die  Summe  der  Elemente,  welche  weder 
ganz  den  Theil bögen  von  der  ersten  bis  zur  nlen  Grösse,  noch  ganz  den 
Zwischenbögen  nler  Qrdnung  angehören;  2.  die  Summe  der  Elemente, 
welche  ganz  den  Theilbögen  angehören;  3.  die  Summe  der  Elemente, 
welche  ganz  auf  denjenigen  Zwischenbögen  wler  Ordnung  liegen,  deren 
Summe  =  B  angenommen  ist;  4.  die  Summe  der  Elemente,  welche  ganz 
den  übrigen  ntea  Zwischenbögen  angehören,  die  zusammen  =6  angenom- 
men sind. 
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Die  erste  Summe  hat  in  der  Reihe  der  Nähemngswerthe  sur  Grenze 
Null,  weil  die  Zahl  derselben  nie  grösser  als  die  Zahl  der  Endpunkte 
der  Stetigkeitsbögen  von  der  ersten  bis  zur  «ten  Grösse,  also  eine  be- 
stimmte endliche  Zahl  ist.  Ans  demselben  Grande  hat  auch  die  zweite 
Summe  eine  bestimmte  Grenze ,  nämlich  das  Integral  über  den  Stetigkeits- 
bögen  bis  zur  nXen  Ordnung;  denn  es  werden  hierbei  immer  nur  Theile 
der  Elemente  der  vorigen  Summe  ver  nach  lies  igt.  In  der  dritten  Summe 
können  irgend  zwei  Nähemngswerthe  nicht  nm  mehr  als  Bö  verschieden 
sein,  und  in  der  vierten  nicht  am  mehr  als  b D,  wenn  D  die  beträcht- 
lichste Differenz  von  Functions  wert  hen  ist,  welche  in  der  Function  f(y) 
überhaupt  vorkommt.  Wenn  man  also  die  Nähemngswerthe  ins  Unend- 
liche verfolgt,  so  werden  die  Verschiedenheiten  derselben  zuletzt  geringer, 

+        + 
als  eine  von  Bö  +  bD  beliebig  wenig  verschiedene  Grösse.     Nun  konnte 

aber  n  beliebig  gross  genommen  werden,  und  da  hierdurch  b  und  ö  be- 
liebig gering  werden,  während  D  constant  ist  und  B  nicht  grösser  als 
2 n  wird,  so  ist  hiermit  erwiesen,  dass  die  Schwankungen  der  Nähemngs- 
werthe des  Integrals  zuletzt  beliebig  unbedeutend  werden,  dass  demnach 
das  Integral  einen  bestimmten   Werth  hat. 

Ferner  können  wir  nun  auch  ein  Verfahren  angeben,  den  Werth 
des  Integrals  in  diesem  Falle  wirklich  zu  erhalten.  Wir  integriren  über 
den  Theilbögen  in  der  Reihenfolge  ihrer  Grösse,  also  zuerst  über  der 
ersten  Einschaltung  6lt  dann  über  b%  u.  s.  w.  bis  bu  und  bilden  die  Summe 
dieser  Integrale:  9 

Jf[y)  dy  +jf(y)  dy . . .  +  jf{jr)  dy. 

1  2  n 

In  jedem  der  Zwischenräume  nehmen  wir  die  Function  constant  und 
gleich  irgend  einem  Mittelwerthe  zwischen  dem  gross ten  und  dem  klein- 
sten  Werthe    der  Function    in   diesem  Zwischenräume.     Wir  integriren 
dann  über  sämmtlichen  Zwischenräumen  und  bezeichnen  das  Integral  mit 
n 

lf(Y)dy>    Dann  ist 

ff(y)  <*y  +ff(y)  <*r  •  .  +ff(r)  <*r  +ff(y)  <*y 

19  n 

eine  Summe,  welche,  wenn  n  ins  Unendliche  wächst,  einen  bestimmten 
Grenzwerth  hat,  nämlich  den  Werth  des  gesuchten  Integrals.  Es  ergiebt 
sich  dies  unmittelbar  aus  obigem  Beweise  der  Existenz  des  letzteren. 
Wenn  man  nämlich  in  jedem  der  «Wu  Zwischenbögen  die  Function  gleich 
einem  Mittelwerthe  nimmt,  so  ist  dieser  in  denjenigen  Zwischenbögen, 
deren  Summe  =  B  ist,  von  allen  Functionswerthen  um  ein  Geringeres 
als  i  und  in  den  übrigen,  deren  Summe  =fc  ist,  am  ein  Geringeres  als 
D  verschieden.     Der  bei  der  Integration  begangene  Fehler  ist  daher  g#> 
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ring  er  als  Bö  +  bD  und  wird  somit  für  n  =  oo  unendlich  gering.  Die 
Grenze  obiger  Summe  für  n  =  od  ist  demnach  in  der  That  der  Werth  des 
vollständigen  Integrals. 

2.  Nehmen  wir  jetzt  an,  es  sei  eine  bestimmte  Grösse  Ö  angebbar, 
so  dass  die  Summe  der  nten  Zwischenbögen,  in  welchen  um  mehr  als  ö 
verschiedene  Functionswerthe  vorkommen,  bei  noch  so  grossem  n  nicht 
kleiner,  als  eine  bestimmte  Grösse  b  wird.  Wir  theilen  jeden  der  Theil- 
bögen  bis  zur  wten  Grösse  in  eine  bestimmte  Zahl  =m  gleiche  Theile  und 
nehmen  diese  Theile,  sowie  die  n,e"  Zwischenbögen  als  Elementartheilc. 
Alsdann  bestimmen  wir  zwei  Naherungswerthe  des  Integrals,  indem  wir 
bei  beiden  in  den  auf  den  Theilbögen  befindlichen  Elementartheilen  den- 
selben Functionswerth ,  in  jedem  der  Zwischen  bögen  aber  das  eine  Mal 
den  grössten,  das  andere  Mal  den  kleinsten  Functionswerth  nehmen.  Die. 
Differenz  dieser  beiden  Naherungswerthe  ist  dann  mindestens  =b  ö.  Lassen 
wir  jetzt  n  und  m  beide  ins  Unendliche  wachsen ,  so  werden  sämmtliche 
Elementartheile  unendlich  gering  und  die  Summe  der  Elemente  müsste 
also  eine  bestimmte  Grenze  haben,  wenn  ein  bestimmter  Integralwerth 
existiren  sollte.  Nun  bleiben  aber  jedesmal  die  beiden  auf  obige  Weise 
bestimmten  Naherungswerthe  um  mindestens  bS  verschieden;  mithin  be- 
steht ein  bestimmter  Integralwerth  nicht.  * 

Um  für  solche  Integrationen  Beispiele  zu  geben ,  wollen  wir  auf  der 
nach  VI,  S.  197,  getheilten  Kreislinie  eine  Function  in  folgender  Weise 
definiren. 

Auf  der  ersten  Einschaltung  nehmen  wir  die  Function  überall  =a+c 
und  auf  der  nten  überall  =a  +  cn,  wo  a  eine  beliebige  reelle  Grösse, 
1  >  c  >  0.  Auf  den  Stetigkeitsbögen  sind  hierdurch  die  Werthe  der 
Function  sämmtlich  bestimmt.  Da  diese  aber  zusammen  nur  die  Hälfte 
der  Kreislinie  ausmachen,  so  ist  die  Function  nur  auf  Bögen  definirt, 
welche  zusammen  =n  sind.  Die  andere  Hälfte,  auf  welcher  die  Func- 
tion nicht  unmittelbar  definirt  ist,  besteht  jedoch  nur  aus  Punkten,  da 
in  keinem  noch  so  kleinen  zusammenhängenden  Bogen  die  Function  nicht 
definirt  ist. 

Es  sei  P  die  Mitte  zwischen  zwei  benachbarten  Theilbögen  irgend 
einer  Einschaltung,  also  ein  Punkt,  der  niemals,  wie  weit  man  auch  die 
Einschaltungen  fortsetzen  mag,  Endpunkt  eines  Theilbogens  wird.  Man 
kann  denselben  in  einen  so  kleinen  Bogen  einschliessen ,  dass  in  diesem 
blos  Theilbögen  von  beliebig  späten  Einschaltungen  liegen,  in  einen 
Bogen  also,  in  welchem  sämmtliche  definirte  Werthe  der  Function  be- 
liebig nahe  =  a  sind.  Beide  Werthe  im  Punkte  P  sind  also,  wenn  die 
Function  den  Einschränkungen  in  VIII  unterworfen  sein  soll,  ebenfalls 
=  a;  der  Punkt  P  ist  daher  ein  unechter  Stetigkeitspunkt.     Wenn  ferner 

*  Man  vergl.  Kiemann,  Mathematische  Werke,  8.  226. 
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P  der  Endpunkt  eines  Stetigkeitsbogens ,  so  ist  in  demselben  nur  der 
äussere  Werth  nicbt  unmittelbar  definirt.  Zwischen  P  und  einem  ausser- 
halb des  Stetigkeitsbogens  nahe  an  P  genommenen  Punkte  Q  hat  aber 
die  Function  Werthe,  welche  durch  Verkleinerung  des  Bcgens  PQ  be- 
liebig nahe  =  a  werden  j  mithin  ist  auch  der  äussere  Werth  im  Punkte 
P=a. 

Obiger  Bedingung  de^f  Integrirbarkeit  genügt  diese  Function,  da 
man  n  so  gross  nehmen  kann,  dass  in  sämmtlichen  Zwischenbögen  die 
Functionswerthe  beliebig  wenig  von  a  und  also  auch  von  einander  ver- 
schieden sind.  Wenden  wir  nun  das  obige  Integrationsverfahren  an,  ro 
ist    das   Integral    auf  den   w,en   Theilbögen   =  bn(a  +  cn).     Nun   ist  aber 

(8.  199)  ^n  =  ^w,  also  jenes  Integral  =^  («+c»)  =  7j£  +  *(*§J  i  mithin 

das  Integral  über  sämmtlichen  Theilbögen  bis  zur  wlcn  Grösse 

'=2'     I-i      +2'     1-1    * 
2  X      2 

Die  Theilbögen   sind  zusammen  =  —  .— — i— ,    die   Zwischenbögen   also 

2       1  —  1 

=  2re—  ~-  — j — ~—  =  [1  +  (^O"]  «.     Wenn  wir  demnach  in  den  Zwischen- 

bögen  überall  f{y)  con staut  =  a  nehmen ,  wo  a  eine  Mittelgrösse  der 
Zwischen  werthe,  so  ist  das  gesammte  Integral 

■-(*)" 

=  «*[l-(*)"]  +  ™-^— -+«'[1 +  ($)"]*, 
welcher  Ausdruck  für  t  =  oo,  also  «'=«, 

=  2«*+    r* 


2-c 


wird.     Dies  ist  also  der  Werth  des  gesuchten  Integrals. 

Nehmen  wir  dagegen  die  Function  auf  der  ersten,  dritten,  fünften 
u.  s.  w.  Einschaltung  etwa  =  1,  auf  der  zweiten,  vierten,  sechsten  u.  b.  w. 
=  2,  so  sind  die  grössten  Verschiedenheiten  der  Functionswerthe  in  jedem 
der  nWn  Zwischenbögen ,  wie  gross  auch  n  sei ,  =  1  und  da  die  Summe 
dieser  Zwischenbögen  stets  grösser  als  n  bleibt,  so  ist  das  Integral  un- 
bestimmt. 

Es  sei  ferner  die  Function  auf  jedem  Theilbögen  durch  eine  Wellen- 
linie dargestellt.  Die  Wellenhöhe  sei  immer  dieselbe,  etwa  =1;  die 
Wellenlänge  sei  auf  jedem  Theilbögen  bei  der  mittelsten  Welle  etwa 
=  der  halben  Länge  des  Bogens,  bei  jeder  folgenden  nach  beiden  Seiten 
\  der  vorigen,  so  dass  also  nach  den  Enden  des  Theilbogens  hin  die 
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Wellenlänge  =0  wird.  Die  Zwischenwerthe  behalten  auch  hier  eine 
grösste  Verschiedenheit  «1  und  das  Integral  ist  deshalb  wieder  un- 
bestimmt. Wenn  dagegen  auch  die  Wellenhöhe  auf  jedem  Theilbogen 
nach  seinem  Ende  hin  bis  zu  Null  abnimmt,  oder  wenn  sie  bis  zu  einer 
Grösse  abnimmt»  welche  von  der  ersten  Einschaltung  an  bis  zur  unend- 
lichsten gegen  Null  convergirt,  so  werden  die  Zwischenwerthe  unendlich- 
ster Ordnung  =0  und  das  Integral  hat  einen  bestimmten  Werth. 

Ganz  in  derselben  Weise,  wie  das  Integral   /  f{y)  dy,  wird  auch  das 

Integral    / f(y)><p(y)dy  gebildet,   wenn   <p(y)  eine  überall  endliche  und 

stetige  Function,  f(y)  aber  nur  in  der  früheren  Weise  eingeschränkt  ist. 
Die  Theilbogen  sind  hier  die  nämlichen,  wie  für  f(y)  und  die  Beding- 
ungen der  Integrabilität  stimmen  mit  denjenigen  für  f(y)  allein  überein, 
es  sei  denn,  dass  <p(y)  auf  irgendwelchen  Bögen  =0  wäre,  wo  dann 
auf  diesen  die  Unstetigkeitspunkte  fortfallen  und  die  Bedingungen  nur 
für  die  übrigen  erforderlich  sind. 

Insbesondere  haben  Integrale  von  der  Form   /  f{y)  cos{y—t)  dy%  wie 

sie  in  der  Fouri  er 'sehen  Reihe  vorkommen,   nur  dann  einen  bestimm- 

ten  Werth,   wenn    /  f(y)  dy   einen  solchen  hat.     In  den  jetzt  folgenden 

Erörterungen  über  die  Entwickelung  einer  Function  in  eine  Fourier'scbe 
Reihe  sollen  deshalb  die  nicht  integrablen  Functionen  ausgeschlossen  sein. 

X.  In  einem  Punkte  P  habe  die  Function  f(y)  den  linksseitigen 
Werth  p,  in  einem  Punkte  Q  links  von  diesem  den  Werth  q.    Man  bilde 

den  Quotienten   "9'~"J!2  und  lasse  den*  Punkt  Q  sich  dem  Punkte  P 

9—P 
stetig  nähern,  so  dass  f(q)  alle  Werthe  von  f{y)  zwischen  Q  und  P  er- 
hält. In  solchen  Punkten,  wo  f(y)  nicht  einen  einzigen  bestimmten 
Werth  hat,  darf  man  für  f(q)  irgend  einen  der  Werthe  von  f{y)  und  im 
Falle  von  Unbestimmtheit  irgend  einen  Werth  innerhalb  der  Schränken 
von  f(y)  setzen.  Wenn  nun ,  wie  man  auch  die  Werthe  von  f(y)  wählen 
mag,  obiger  Quotient  einen  bestimmten  Grenz  werth  erhält,  so  nennen 
wir  diesen  den  linksseitigen  Werth  des  Differentialquotienten  oder  der 
Fluxion  von  f(y)  im  Punkte  P.  Hat  der  Quotient  keinen  bestimmten 
oder  einen  unendlich  grossen  Grenzwerth,  so  ist  der  linksseitige  Werth 
der  Fluxion  im  Punkte  P  unbestimmt  oder  unendlich  gross.  In  ent- 
sprechender Weise  erhält  man  den  rechtsseitigen  Werth  der  Fluxion, 
indem  man  den  Punkt  Q  rechts  von  P  nimmt. 

Die  Fluxion  von  f(y)  ist  also  eine  Function  von  y,  die  in  jedem 
Punkte  zwei  Werthe  hat,  welche  einzeln  bestimmt,  unbestimmt,  endlich 
oder  unendlich  gross  sein   können.     Ausserdem  kommen  Fälle  vor,  wo 


206  Die  Fourier'sche  Reihe. 

die  Fluxion  in  einem  Punkte  drei  oder  vier  verschiedene  Wertbe  hat, 
unter  welchen  dann  aber  ein  oder  zwei  isolirte  sind.  Und  zwar  sind  dies 
dann  die  auf  obige  Weise  bestimmten ,  während  die  mit  deu  benachbarten 
Werthen  stetig  zusammenhängenden  durch  letztere  mit  definirt  sind.  Wir 
nennen  die  Function  f(y)  in  einem  Punkte  stetig  oder  unstetig  fluent, 
je  nachdem  ihre  Fluxion  in  diesem  Punkte  endlich  und  stetig  ist  oder 
nicht.  In  einem  Bogen,  in  welchem  die  Function  überall  unstetig  fluent 
ist  oder  welcher  wenigstens  durch  Punkte  unstetiger  Fluenz  in  lauter 
unendlich  kleine  Theile  zerlegt  ist,  nennen  wir  die  Function  fluxionslcs. 

XI«  Am  Rande  der  Kreisfläche  vom  Radius  =1  sei  eine  reelle 
Function  f(y)  gegeben,  welche  den  in  VIII  festgesetzten  Einschränkungen 
unterworfen  und  überdies  nach  IX  integrabel,  sonst  aber  ganz  beliebig 
ist.  Wir  wollen  auf  der  Kreisfläche  eine  reelle  Ortsfunction  v  bestimmen, 
welche  folgende  Eigenschaften  besitzt: 

Sie  soll  nebst  ihren  sämmtlichen  nach  beliebigen  Richtungen  genom- 
menen Differentialquotienten  überall  endlich,  bestimmt  und  stetig  sein. 
Wird  dieselbe  nach  zwei  beliebigen  auf  einander  senkrechten  Richtungen, 
also  nach  den  rechtwinkligen  Coordinaten  x  und  y  differenzirt,  so  sollen 
ihre  zweiten  Differentiale  überall  der  Gleichung  genügen 

dx*  9'd? 

Endlich  wird  verlangt,  dass  bei  Annäherung  eines  Punktes  an  den  Rand 
der  Werth  von  ©  in  diesem  Punkte  gegen  den  von  f{y)  in  dem  Rand- 
punkte convergirt  oder,  falls  f(y)  in  diesem  nicht  einen  bestimmten  Werth 
hat,  zuletzt  immer  zwischen  den  Werthen  von  f(y)  in  einem  den  Punkt 
einschliessenden  beliebig  kleinen  Bogen  bleibt. 

Eine  solche  Function  erhalten  wir  auf  folgende  Weise. 

In  dem  Kreise  Fig.  1  vom  Radius  =  1  zählen  wir  den  Centriwinkel 
y  und  den  excentrischeu  Winkel  6  von  zwei  parallelen  Richtungen  MA 
und  OB  aus  nach  links.  Wir  setzen,  um  den  Werth  von  v  im  Punkte 
0  zu  erhalten, 

wo  die  Winkel  y  und  i  und  der  Functionswerth  f(y)  zum  Punkte  P  der 
Kreislinie  gehören  und  das  Integral  um  den  ganzen  Kreis  zu  nehmen 
ist.  Um  das  Verhalten  dieser  Function  bei  der  Annäherung  von  0  au 
einen  Randpunkt  kennen  zu  lernen,  legen  wir  durch  0  eine  Sehne  DE 
und   integriren   über  den   beiden  Bögen,   worin   diese  Sehne  den  Kreis 

dy 

theilt,   einzeln.      Da   dd  stets  grösser  ist,   als  -7f)  so   erhalten  wir  das 

Integral  über  jedem  der  beiden  Bögen ,  indem  wir  statt  f(y)  ein  Mittleres 
zwischen    dem   grössten   und   dem  kleinsten   Werthe   von  /*(>)  auf  dem 


J>  =3  +  Z3-°- 
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Bogen  setzen.     Nennen  wir  diese  Mittelwerthe  Mt  und  M2,  so  ist  also 
das  Integral  über  DQE 

DE 
und  dasjenige  über  ELD 


^(«-*)-5(-t^ 


Wenn  nun  auf  irgend  eine  Weise  der  Punkt  0  dem  Rande  unend- 
lich nahe  rückt  und  zugleich  die  Sehne  DE  unendlich  klein  wird,  so 
wird  das  Integral  Über  dem  grösseren  Bogen  gleich  Null,  dasjenige  Über 
dem  andern  gleich  dem  zu  diesem  gehörigen  Mittelwerthe.  In  einem 
Rand  punkte  wird  also  die  Function  v  immer  gleich  einem  Mittelwerthe 
der  Function  f(y)  in  unmittelbarer  Nachbarschaft  dieses  Punktes,  wobei 
es  ganz  gleichgiltig  ist,  ob  fiy)  hier  einen  oder  zwei,  bestimmte  oder 
unbestimmte  Werthe  hat.       * 

Der  Punkt  0  möge  sich  in  der  Richtung  0Q  dem  Rande  nähern, 
während  die  Sehne  DE  parallel  fortrückt.  Das  Integral  über  dem  Bogen 
ELD  wird  =0,  dasjenige  über  DQE  wollen  wir  in  zwei  zerlegen,  über 
DQ  und  QE.  Wenn  wir  mit  n>x  und  n>%  wieder  Mittelwerthe  von  f(y) 
resp.  auf  DQ  und  Q E  bezeichnen ,  so  werden  diese  beiden  Integrale  resp. 


_;(,_£)  „a  »,(-¥)• 


Wenn  nun  f{y)  in  Q  zwei  bestimmte  Werthe  D  und  E  hat,  und  man 
lässt  0  in  gerader  Linie  gegen  Q  rücken  bis  zum  Zusammenfallen  mit 
diesem,  so  wird  der  Werth  von  v  im  Punkte  Q 

v^^D  +  vE 
n 
Geschieht  die  Annäherung  von  0  an  einen  Randpunkt  in  radialer  Rich- 
tung (welcher  Fall  uns  hier  hauptsächlich  interessirt) ,  so  wird,   da  hier 

ju  =  v  =  -£ ,  der  Werth  von  v  am  Rande  die  halbe  Summe  aus  den  Wer- 

then  von  f(y)  in  (>.* 

Bei  der  Annäherung  von  0  an  einen  Randpunkt,  in  welchem  die 
Function  f(y)  einen  oder  zwei  unbestimmte  Werthe  hat,  lässt  sich  über 
den  Rand  werth  von  t>  allgemein  nichts  behaupten;  derselbe  kann  eine 
bestimmte  Grösse  oder  ebenfalls  unbestimmt  sein. 


*  Man  vergleiche  meine  Arbeit  „Ueber  die  Bestimmung  einer  Function  auf 
einer  Kreisfläche  aus  gegebenen  Randbedingungen"  in  Bd.  26  dieser  Zeitschrift 
S.  122.    Dass  die  Function  v  der  Gleichung  1)  genügt,  ist  dort  gezeigt 
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Wenn  wir  obigen  Winkel  8  durch  Polarcoordinaten  r,  /  ausdrücken, 
so  wird  die  Gleichung  1) 

2s 


J     n     l  +  r*-2rco*(y-0    7 


v 

Ö 


.„j-Mti+rfm^-t+tßM^M. 


oder,  da  r  <1  ist, 

2s  2s  2s 

«^ 

>  +  ... 
n 

Ö  Ö  0 

Diese  Reihe,  welche  für  r  =  l  die  ans  /(y)  abgeleitete  Fourier'scbe 
Reihe  darstellt,  wollen  wir  Sr  nennen,  den  Ausdruck,  woraus  sie  ent- 
standen ist,  F.  Die  Reihe  Sr  ist  absolut  convergent  und  daher  stets  =  F. 
Der  Ausdruck  Y  aber  geht  am  Rande  überall  da,  wo  f{y)  keinen  un- 

,      .  «r     ,    ^         .     f(i+o)  +  f(t—  o)     ^ 

bestimmten  Werth  hat,   in   — o ü')er»  wenn  r  Se6en  *  C0Q- 

vergirt.  Die  Reihe  Sr  wird  daher  ebenfalls  für  r<=l  gleich  der  halben 
Summe  der  Randwerthe. 

An  Stellen  dagegen,  wo  f{y)  unbestimmt  ist,  ist  limj  —  I  d8  —  -~  I 

=  einem  Mittelwerthe  der  f(y)  in  der  Nähe  des  Randpunktes;  es  wird 
also  limv  nicht  grösser  als  der  grösste  und  nicht  kleiner  als  der  kleinste 
Werth  von  f(y)  innerhalb  eines  beliebig  kleinen,  den  Randpunkt  ein- 
schliessenden  Bogens.  Da  nun  die  Reihe  ST  stets  =Y  bleibt,  60  kann 
auch  HmSr  nur  .ein  Mittelwerth  von  f(y)  sein.  Iu  keinem  Falle  ist  also 
der  Randwerth  von  Sr  =  +  oo  oder  =  —  od.  Hieraus  folgt  aber,  dass  auch 
die  Fourier'sche  Reihe 

2s  2s 


_  f  ÜJ)  cos(y-t)  dy  +  fC^l cos2(y -/)  dy  +  . 


f(y)  "*-T-to-0 

.  y-i 

o 

an  keiner  Stelle,  d.  h.  für  keinen  Werth  von  t  unendlich  gross  ist.  Denn 
wenn  die  Reihe  Sr  für  r  =  1  einen  unendlich  grossen  Werth  hätte,  so 
müsste  sie  auch  für  r<=l  nach  IV  unendlich  gross  werden.  Wenn 
demnach  die  Fourier1  sehe  Reihe  nicht  convergent  ist,  so  kann  sie  nur 
unbestimmt  sein,  was  freilich  nicht  ausschliesst,  daes  sie  einerseits  oder 
beiderseits  unbegrenzte  Unbestimmtheit  habe. 


Von   W.  VftLTMANN.  209 

Wir  werden  künftig  immer  einen  Ran  dp  unkt  und  den  zugehörigen 
Werth  von  y  mit  gleichnamigen  Buchstaben  bezeichnen.  Insbesondere 
soll  in  der  Fonri er' sehen  Reihe  der  Randpunkt,  für  welchen  die  Reihe 
genommen  wird,  immer  mit  T,  der  zugehörige  Werth  von  y  mit  t  be- 
zeichnet werden.  Den  dem  Punkte  T  diametral  gegenüberliegenden 
Punkt  nennen  wir  T\  Wenn  die  Integrale  der  Reihe  nicht  über  der 
ganzen  Kreislinie,  sondern  nur  über  einem  Theile  derselben  genommen 
werden,  so  sagen  wir,  die  Reihe  sei  über  diesem  Theile  genommen. 

XII«  Die  Fourier'sche  Reihe  werde  über  einer  endlichen  Anzahl 
von  Bögen  genommen,  in  welchen  und  an  deren  Enden  der  Punkt  T  nicht 
liegt.  Die  Function  f(y)  sei  in  jedem  dieser  Bögen  überall  bestimmt  und 
stetig.  Der  Differentialquotient  derselben  sei  überall  endlich  und  er  habe 
entweder  in  allen  Punkten  nur  einen  bestimmten  Werth  oder  in  einer 
endlichen  Anzahl  von  Punkten  zwei  verschiedene  endliche  Werthe.  Die 
Fourier'sche  Reihe  ist  dann  =0.  Wenn  ferner  die  Reihe  über  einem 
solchen  Bogen  AB  genommen  wird  und  dieser  ein  Theil  des  Bogens  TT 
ist,   so   ist  der  mto  Stufenwerth  der  Reihe,   wenn  man  mit  f  und  f  die 

/  df(y) 

beträchtlichsten  Werthe  resp.  von  f(y)  und  ■  bezeichnet,   um  weni- 

ger als  - 

rc(2m  +  l)5t/i*^- 
von  Null  verschieden. 

Beweis.  Unter  den  gemachten  Voraussetzungen  ist  theilweise  Inte- 
gration zulässig  und  man  erhält  durch  diese,  wenn  man  =;/*(y) 
setzt, 


b 

j ' 

a 


-dy 


n>>)cos^±*{b-t)     f^)cos^±l(a-l) 


b 

cos  _^ 


(y  —  t)dy. 


a 
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D*  f(y) »  f\y)  und innerhalb  des  Integrationsintervalles  bestimmte 

Schranken  nicht  übersteigen,  so  wird  dieser  Ausdruck  =0  für  m  =  oo. 
Wird  die  Reihe  über  mehreren  solchen  Bögen  genommen,  so  ist  sie  für 
jeden  einzelnen,  daher  anch  für  alle  zusammen  =0.  Nimmt  man  sie 
aber  nur  über  einem  solchen   Bogen  AB,  welcher  ein   Theil   von   TT 

ist,  so  ist  «w— s—  der  kleinste  Werth  von  #ih*-^-.  In  obiger  Gleich- 
ung   ist    dann    das   Resultat    der    ausgeführten  Integration   geringer  als 

«(2m  +  l)iw-^- 

Das  nicht  ausgeführte  Integral  ist  gleich  einem  Mittel  werth  e  des  In- 

/*                                                             +       + 
dy=b  —  ay  mithin  geringer  als  — ^— - — 

Der  mle  Stufenwerth  der  Reihe  ist  also  geringer  als 

«(2w  +  l)«'n8Öy 

XIII.  Lassen  wir  die  Function  f(y)  wieder  von  der  allgemeinen ,  in 
XI  festgesetzten  Beschaffenheit  sein.  Wir  nehmen  in  jedem  der  Theil- 
bögen  bis  zur  «len  Grösse  zw$i  Punkte  nahe  an  den  Enden.  Den  Bogen 
zwischen  zwei  solchen  Punkten  nennen  wir  Theilbogen ausschnitt,  die 
übrig  bleibenden  Stücke  Theilbqgenreste.  Wie  gross  auch  n  sein  mag 
und  wie  klein  die  Theilbogenreste  sind,  es  kann  immer  eine  überall 
stetige  und  stetig  fluente  Function  bestimmt  werden,  welche  in  allen 
Theilbogenaus8chnitten  überall  um  weniger  als  eine  vorher  gegebene  noch 
so  geringe  Grösse  t  von  f(y)  verschieden  ist.  Diese  Function  wird  dar- 
gestellt durch  die  Werthe  von  v  auf  den  entsprechenden,  d.  h.  durch 
dieselben  Radien  begrenzten  Ausschnitten  eines  zum  Rande  concentrischen 
Kreises  und  sie  erhält  obige  Eigenschaft  dadurch,  dass  man  diesen  Kreis 
dem  Rande  hinreichend  nahe  nimmt. 

Dies  folgt  unmittelbar  daraus,  dass  bei  stetiger  Vergrösserung  des 
concentrischen  Kreises  in  jedem  Punkte  eines  Theilbogenausschnittes 
ohne  Ausnahme  die  Werthe  von  v  auf  demselben  stetig  in  die  Werthe 
von  f(y)  übergehen.  Die  Annahme,  dass  in  irgend  einem  Punkte  v  dem 
Randwerthe  nicht  beliebig  nahe  komme,  würde  hiermit  in  Widerspruch 
stehen. 
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XIV.  Wenn  wir  den  Punkt  T,  für  welchen  die  Fou  Her' sehe 
Reihe  genommen  wird,  in  einen  beliebig  kleinen  Bogen  AB  einschliessen, 
so  ist  die  Reibe  über  dem  ganzen  übrigen  Bogen  BA  =  0. 

Beweis.  Der  Bogen  BA  enthält  entweder  nur  ganze  Theilbögen  oder 
an  seinen  Enden  Stücke  von  solchen;  in  letzterem  Falle  nehmen  wir 
diese  mit  zu  den  Theilbögen  von  BA  und  ordnen  diese  sämmtlich  nach 
ihrer  Grösse.  Alsdann  nehmen  wir  auf  sämmtiichen  Theilbögen  von  BA 
bis  zur  wten  Grösse  Ausschnitte,  die  wir  zusammen  mit  A%  die  Summe 
der  Reste  mit  R  bezeichnen  wollen.  Auf  diesen  Ausschnitten  setzen  wir 
die  Function  f(y)  =  q>(y)  +  ^(y)>  wo  q>(y)  eine  überall  stetige  und  stetig 
fluente  Function  nach  XIII  und  ty{y)  überall  geringer  ist,  als  eine  sehr 
geringe  Grösse  t.     Setzen  wir  nun  über  den  Ausschnitten 

stn — = — (y  — 0 
,)  |£&) 2_JL_dy=_JL_, 

so  können  wir  nach  XII  m  so  gross  nehmen,  dass  q  ein  beliebig  geringer 
Werth  wird. 

Da  ferner  ty(y)  geringer  als  f,  so  ist,  unter  o  den  kleineren  der 
Bögen  AT  und   TB  verstanden, 

•  »"+1,       a 

über  den  Ausschnitten  genommen,  für  jedes  m  geringer  als 
2)  __!__/$,«_•' 


!/' 


0 

Nehmen  wir  jetzt  das  Integral  über  den  Resten  der  Theilbögen.  Wenn 
wir  den  beträchtlichsten  Werth,  welchen  die  Function  f(y)  überhaupt 
hat,  G  nenndh,  so  ist  der  mt0  Stufenwerth  der  Reihe  über  den  Theil- 
bögen resten  für  jedes  m  geringer  als 

3)  -^— 

et 

2  n  sin  — 

Ji 

In  den  nlen  Zwischenbögen  setzen  wir  die  Function  f(y)  wieder  aus  zwei 
Theilen  ?,(y)  und  t/;,(y)  zusammen.  <Pi(y)  sei  in  jedem  Zw  rechenbogen 
constant  und  gleich  dem  kleinsten  Werth  von  f(y)  in  dem  Zwischen  - 
bogen;  ^(y)  ist  daher  überall  positiv.  Es  sei  g  eine  sehr  geringe  posi- 
tive Grösse.     Diejenigen  Zwischenbögen,  in  welchen  ^(y)  überall  kleiner 
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als  £  ist ,  vollen  wir  zusammen  ==  Z,  die  übrigen ,  in  welchen  der  grösste 
Werth  von  tf^  (y)  nicht  kleiner  als  f  und  nicht  beträchtlicher  als  2  G  ist, 
zusammen  =  z  nehmen.     Wenn  wir  nun  über  s&mmtlichen  Zwischenbögen 


"  / 


rfy  =  - 


.  y—i  Ä      .   « 


setzen ,  so  kann  nach  XII  tn  so  gross  genommen  werden ,  dass  *  beliebig 
nahe  verschwindet. 

Deber  den  Zwischenbögen,  deren  Summe  =2,  ist  für  jedes  m 

n  .  2m  +  l  f       4. 

/  2*tn=-^—  2k  «üi-^ 

und  über  denjenigen,  deren  Summe  =  2, 


•  /* 


Der  ganze  mte  Stufenwerth  der  Reihe  ist  daher  geringer,  als  die  Summe 
der  Werthe  1)  bis  6)  zusammen,  mithin  geringer,  als 

+     +        +"      +  +1 

7)  iv  +  sJ+GR  +  %  +  Zt+2zG)  — 


.    « 

2«$m  — 

Die  Function  f(y)  ist  nun  integrirbar,  d.  h.,  wie  gering  auch  £  ge- 
nommen sein  mag,  man  kann  immer  n  so  gross  nehmen,  dass  z  ebenfalls 
beliebig  gering  wird.  Um  nun  in  dem  Ausdrucke  7)  alle  sechs  Glieder 
beliebig  gering  zu  machen,  nehmen  wir  zuerst  J  sehr  gering,  dann  n  so 
gross,  dass  *Q*£  wird.  Ferner  nehmen  wir  die  Ausschnitte  der  Theil- 
bögen  bis  zur  nlen  Ordnung  so  gross ,  dass  B  <  f ,  und  den  concentrisehen 
Kreis  dem  Rande  so  nahe,  dass  «Qff  wird.  Endlich  geben  wir  dem  m 
einen  hinreichend  grossen  Werth,  damit  auch  17  und  k  zusammen  geringer 
als  £  werden.     Der  Ausdruck  7)  ist  also  dann  geringer,  als 

(l+^  +  3G  +  Z)  —    f 


2itsin  — 


Da  nun  Ay  G  und  2  über  bestimmte  Werthe  nicht  hinausgehen,  so  kann 
offenbar  der  ganze  Ausdruck  beliebig  gering  gemacht  werden.  Der  Ge- 
sammtwerth  der  Reihe  ist  also  geringer,  als  jede  noch  so  unbedeutende 
Grösse,  d.  h.  er  ist  =0. 
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XV.  Wenn  die  Function  f(y)  eine  Constante  =c  ist,  so  besteht 
die  über  dem  Bogen  TT'  genommene  Fourier'sche  Reihe  blos  ans  dem 
ersten  Gliede  und  alle  Stufenwerthe  derselben  sind  gleich  dem  halben 

Werthe  von  f{y)  =  5-.    Nimmt  man  aber  die  Reihe  blos  über  einem  Bogen 

TU  <TT\  so  ist  der  mle  Stufen werth  derselben  von  -jr  um  weniger  als 

c 

it(m  +  l)sw— 5— 

verschieden. 

Beweis.     Der  rote  Stufenwerth  über  dem  Bogen  TU  ist 

-2"+\,-o 

')     s-=  I  f '—^-. —  *r 


+  m         J- 

Die  vollständige  Reihe  (m  =  oo)  über  dem  Bogen  TT'  ist  =  -«-'  x  Densel- 
ben Werth  erhält  sie  aber,  wenn  man  sie  blos  über  dem  Bogen  TU  nimmt, 
da  sie  nach  XIV  über  dem  Bogen  VT  Null  ist.     Es  ist  also 
c        c  \u  —  t  t  sin(u-i)      *in2(u  —  i)  ] 

2)  2~*L   2    +        1         +  2         ^-J- 

Subtrabirt   man   von   dieser  Gleichung   die  Gleichung  1),  so  erhält  man 


c  _c  [sin(m  +  l)(u-t)      sw(m+2)(u-l)  1 

2""5|"-nL  ^+1  +  m  +  2  +--J 

__  r  1         {Yo.v  (m  +  ^)  (11  —  /)      ros  Q  +  1 })  Q  -  Q 

2«n-s- 

z  cojfm  +  2})(ti  — Q  _  ros  (m  +  3j)(n  — Q 

(S+2)(m  +  3)  ""(ni  +  3)(*  +  4) 

Die  Reihe  in  der  Klammer  ist  geringer  als 

m      .  1  .  1 ,        s        2     * 


m+lT(w  +  l)(m  +  2)T(m  +  2)(ffi+3)T'"      m+T 
Demnach  ist 


XVI.    Wenn  links  von  T  ein  Punkt  [7  angenommen  werden  kann 
so  nahe  an  7,  dass  in  dem  Bogen  TU  die  Function  f(y)  nie  zu-  oder 
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nie  abnimmt,  so  ist  die  Fourier'sche  Reihe,  über  dem  Bogen  TT' 
genommen,  convergent  nnd  gleich  dem  halben  linksseitigen  Werth  f(t+Q) 
von  f(y)  im  Punkte  T.  Der  m,e  Stnfenwerth  der  blos  über  dem  Bogen 
TU  genommenen  Reihe  ist  von  £/*('+ 0)  um  weniger  als 

n{m  +  \)$in-Y- 

yersehieden,  wo  H  der  beträchtlichste  Werth  von  f(y)—f(t  +  0)  in  dem 
Bogen  TU  und  N  eine  von  m,  u  und  der  besondern  Beschaffenheit  der 
Function  f{y)  unabhängige  Constante  ist. 

Beweis.  Wir  setzen  /"(y)  =  f(t  +  0)  +  fx  (y) ,  wo  also  f(t + 0)  der  links- 
seitige Werth  von  f(y)  im  Punkte  T  und  /^(y)  eine  Function  ist,  welche 
in  71  ss  0  ist  und  in  dem  Bogen  T  U  entweder  nie  zu  -  oder  nie  abnimmt, 
also  auch  entweder  nie  grösser  als  Null  oder  nie  kleiner  als  Null  ist. 
Nehmen  wir  die  Reihe  blos  über  TUy  so  ist,  wenn  wir  der  Kürze  wegen 

.  2m+l. 
™— j— (y-0 

—  =s  Qm  setzen , 

Znstn'—^- 

u  u  u 

1)  fr(y)Qmdy=ff{t+0)Qmdy+ffl(y)Qmdy. 

t  t  t 

Das   erste  Integral  auf  der  rechten  Seite  ist  von  £/*('+ 0)  Dftch  XV  um 


verschieden.     Das  zweite  zerlegen  wir  in  mehrere ,  so  dass  in  dem  Inter- 
vall  eines  jeden  sin — ^ — (y  — 0  dasselbe  Zeichen  behält,  setzen  also 


*  +  ^T7  *  +  * 


2m+l  _  2m+l 

*y  +  ...+// 

2« 


Jfi (y)  0«  <*y  =//i (y)  fl.  *»  +//i(y)  0.  *y  + . . .  +//; (y)  0.  rfy. 


Bezeichnen  wir  mit  m0,  m13  ...  mp  Mittelwerthe  von/*j(y)  in  den  ein- 
zelnen Integrationsintervallen  und  mit  k0%  &19  ...  kp  die  Werthe,  welche 
die  Integrale  erhalten,  wenn  man  aus  den  Integranden  fx{y)  fortlässt,  so 
kann  man  obige  Summe  darstellen  durch 
m0k0  +  m1kl  +  ...  +  mpIcp 

+  mp-i(*p-i  +  *p)  —  (f»0—  mx)kx  —  {m1-mi)k% ...  —  (mp_2  — «p-i)  *p-i 
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Die  Integrale  k  nehmen  absolut  beständig  ab,  sind  aber  abwechselnd 
positiv  und  negativ.  Die  Mittelgrössen  m  nehmen  entweder  nie  zu  oder 
nie  ab  und  sind  im  ersten  Falle  alle  positiv,  im  zweiten  alle  negativ. 
Die  Grössen  2k0+kXi  kl  +  k9f  ...  sind  also  alle  positiv,  m0— m,,  mx— m2, 
...  (mp_i  — 2mp)  alle  von  gleichem  Zeichen.     Daher  Obiges 

3)  =i»(2Ar0  +  2Ar1  +  ...  +  2Arr_1  +  Arp)-i(in0-2mp)^, 

wo  M  und  K  Mittelwerthe  resp.  der  m  und  der  k  sind.  Die  Reihe 
2k0  +  2k1...  +  2kp—i  +  kp  ist  abnehmend  alternirend,  also  geringer  als 
2Ar0,  dieses  aber 


=  2   /   - 


2w  +  l 

2«»^ 


also  nach  XV  von  1  um  weniger  als 

2 


verschieden,  mithin  geringer  als 

4)  1  + 1—j- 


n 


Die  Grösse  m0  —  2mp  ist  geringer  als  2mp.  Ferner  ist  K  geringer 
als  k0>  also  geringer  als  die  Hälfte  des  Ausdrucks  4).  Mithin  ist  der 
ganze  Ausdruck  3)  geringer  als 


+   +  r  2  "i 

«  +  »„)     1  + 2^- 

L       Ä(M  +  1)Wn2^+lJ 


Die  Grössen  M  und  mp  liegen  beide  zwischen  0  und  dem  beträchtlichsten 
Werthe  von  fx(y)  in   dem  Bogen  TU.     Nennen   wir  letzteren  E%  so  ist 
u 

also  Jfv(y)Qmdy  geringer  als 

Der  Ausdruck   in   der  Klammer  bleibt  endlich,   wenn  m  ins  Unendliche 

u 

wächst.    Nennen  wir  den  grössten  Werth  desselben  N,  so  ist  jfi{y)Qmdy 
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für  jedes  m  geringer  als  HN.     Nehmen  wir  dies  mit  dem  Ausdrucke  2) 
u 

zusammen,  so  ist   ff(y)Qmdy  von  4/\<+0)  um  weniger  als 


ißt   fHy)Qmdy 


5)  -       *'+<»  +fo 

v       u — t 

f 

verschieden.     Setzen   wir  nun    /  f(y)  Qm  dy  =  w\   so  ist  der  mle  Stufen- 

u 
wertb  der  über  dem  ganzen  Bogen  TT'  genommenen  Reijie  von  ±f(t+0) 
um  weniger  als  4- 

'<«+«>    _  +  3K+j 

verscbieden.  Wenn  nun  m  ins  Unendliche  wächst,  so  convergirt  das 
erste  Glied  dieses  Ausdrucks  und  nach  XIV  auch  rv  gegen  0.  Wir  können 
also  für  m  einen  so  grossen  Werth  m   nehmen ,  dass  für  mt=m'  und  für 

+ 

jedes  m>m \-w   geringer  als  H  wird.     Dann  ist  also 

«(m  +  l)*in-^- 

der  mto  und.  jeder  höhere  Stufenwerth  der  Reihe  von  %f(t+0)  um  weniger 
als  HN+ff  verschieden.  Lassen  wir  nun  den  Bogen  TU  sich  verklei- 
nern, so  wird  Hy  d.  h.  der  beträchtlichste  Werth  von  f(y)  — /(*  +  0)  in 
dem  Bogen  TU,  immer  näher  =0.  Obige  Grösse  wird  also  beliebig  ge- 
ring, woraus  folgt,  dass  die  über  TT' genommene  Reihe  sich  von  $f(t+0) 
gar  nicht  unterscheidet. 

XVII.  Links  von  T  möge  kein  Punkt  U  so  nahe  an  T  genommen 
werden  können,  dass  die  Function  in  dem  Bogen  TU  nie  zu-  oder  nie 
abnimmt.  Dagegen  möge  der  linksseitige  Werth  des  Differentialquotien- 
ten von  f(y)  im  Punkte  T  eine  bestimmte  endliche  Grösse  sein.  In  diesem 
Falle  ist  die  Reihe  über  dem  Bogen  TT'  ebenfalls  =±f(t+Q). 

Beweis.  Wir  führen  denselben  blos  für  den  Fall,  dass  die  Function 
f(y)  =  0  ißt  für  y  =  r  Denn  wenn  das  nicht  der  Fall  ist,  so  können  wir 
sie  wieder  zusammensetzen  aus  einer  Function,  welche  diese  Eigenschaf- 
ten hat,  und  einer  Constanten,  für  welche  letztere  der  Satz  gilt. 

Wir  geben   dem  Über  7(7,   wo  (7  zwischen  T  und  T\  genommenen 
mien  Stufenwerthe  die  Form 
u 

.  2m  +  l, 
/       x  «.  v  $m — ä — (y— 0 

—  dy. 


% 
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(y  —  t)f(y) 
Die  Function   — ,   welche   wir   F(y)   nennen   wollen,   wird   dann 

ebenfalls  =0  für  y  =  f.  Auch  hat  der  für  den  Bogen  TU  genommene 
Differentialquotient  von  F{y)  bei  unendlich  kleinem  T  U  einen  bestimmten 
Grenzwerth,  und  zwar  denselben,  wie  derjenige  von  f{y).  Dies  kann 
selbst  in  dem  Falle,  wo  f(y)  links  von  Nirgend  eine  Strecke  weit  stetig 
und  stetig  fluent  ist,  nicht  durch  Differenziren  dargethan  werden.  Hier- 
durch würde  man  nur  die  etwaige  Grenze  erhalten,  gegen  welche  der  in 
einem  Punkte  A  links  von  T  genommene  Differentialquotient  convergirt, 
wenn  A  dem  T  unendlich  nahe  rückt.  Es  giebt  aber  Functionen  (ähn- 
lich der  in  Fig,  2,  wo  A  ein  Berührungspunkt  der  beiden  punktirten 
Curven  ist,  graphisch  angedeuteten),  bei  welchen  man  hierdurch  keinen 
bestimmten  Werth  erhält,  während  der  unmittelbar  in  T  genommene  Dif- 
ferentialquotient sehr  wohl  einen  bestimmten  Grenzwerth  hat  Dieser  ist 
dann  als  ein  isolirter  Werth  des  als  Function  von  y  betrachteten  Diffe- 
rentialquotienten anzusehen.  Um  im  gegenwärtigen  Falle  den  linksseiti- 
gen Werth  des  Differentialquotienten  von  F(y)  im  Punkte  T  zu  erhalten, 
hat  man  ohne  Bücksicht  auf  die  besondere  Beschaffenheit  von  f(y)  die 
Function  F(y)  (da  sie  =0  ist  für  y  =  0  durch  y  — t  zu  dividiren   und 

y— /                        f(y) 
y  =3  /  werden  zu  lassen.    Hierbei  wird  lim ■  =  1  und erhält, 

y  —  t 


wie  vorausgesetzt,   einen  bestimmten  Werth.     Nennen  wir  diesen  g  und 

»etzen  wir  *(r)  =  rtr-0  +  (r-0  *i(r), 

so  ist  Fx(y)  eine  Function,  welche  dadurch,  dass  man    U  hinreichend 
nahe  an  T  nimmt,    in    dem  ganzen  Bogen  TU  beliebig  klein  gemacht 

werden  kanji,  da  sonst   —  für   y  =  <  und  ^y  =  o   nicht  =  £  wäre. 

dy 

Setzen   wir   obigen  Ausdruck  für  F(y)  in  den  Integranden  ein  und  zer- 
legen das  Integral  in  die  beiden 

so  ist  unabhängig  von  m  das  zweite  geringer  als 

u 


*/W<- 


0. 


t 

wenn  p  ein  Mittel  werth  von  F^y)  für  Werthe  von  y  zwischen  I  und  u  ist 

Du  erste  aber  convergirt  offenbar  mit  wachsendem  m  gegen  Null. 

Dasselbe  ist  nach  XIV  mit  dem  mt,n  Stufenwertbe  der  Fourier'sohen 
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Reihe  über  dem  Bogen  VT'  der  Fall.  Man  kann  also  m  hinreichend 
gross  nehmen,  damit  diese  beiden  Theile  zusammen  geringer  werden  als  Fn 
nnter  Fi  den  beträchtlichsten  Werth  von  F^y)  in  dem  Bogen  TD  ver- 
standen.    Da  nun  auch  (i  geringer  ist  als  Fx ,  so  ist  der  mu  Stufenwerth 

der  Fourier'schen  Reihe  über  dem  Bogen  TT'  geringer  als  F1A  l-\ J. 

Man  kann  nun  U  so  nahe  an  T  nehmen,  dass  alle  Werthe  von  Fx(y) 
zwischen  T  und  U  und  daher  auch  F1  beliebig  gering  werden.  Demnach 
kann  m  so  gross  genommen  werden ,  dass  der  mte  und  alle  höheren  Stu- 
fen werthe  der  Fourier'schen  Reihe  beliebig  nahe  =0  werden.  Mithin 
ist  in  diesem  Falle  die  Fourier'sche  Reihe  =0. 

Die  Sätze  XV  bis  XVII  beziehen  sich  nur  auf  den  linksseitigen 
Werth  von  f{y)  im  Punkte  T  und  die  Integration  über  der  einen  Hälfte 
der  Kreislinie.  Die  Resultate  gelten  ohne  Weiteres  auch  für  den  rechts- 
seitigen Werth  von  f(y)  und  die  andere  Hälfte  der  Kreislinie  und  man 
erhält  dann  durch  einfache  Addition  das  Gesammtergebniss  in  Bezug  auf 
beide  Werthe  von  f(y)  und  die  ganze  Kreislinie. 

XTIII.  Der  im  Punkte  /)  links  genommene  Differentialquotient  möge 
keinen  bestimmten  (auch  keinen  unendlichen)  Werth  haben.  Jedoch  soll 
links  von  T  ein  Punkt  O  so  nahe  an  T  genommen  werden  können ,  dasa 
kein  Theil  des  Bogens  T  U  durch  fluxionslose  Punkte  in  lauter  unendlich 
kleine  Theile  zerlegt  ist.  In  diesem  Falle  kann  die  Fourier'sche  Reihe 
convergent  oder  auch  divergent  sein.  Letzteres  hat  Herr  Du  Bois- 
Reymond  (Abhandlungen  der  bayerischen  Akademie)  durch  ein  Beispiel 
gezeigt.  Die  Reihe  wird  aber  dann  nur  unbestimmt,  da  sie  nach  XI 
nicht  unendlich  gross  sein  kann. 

XIX.  Der  Punkt  T  sei  innerer  Punkt  eines  Bogens,  der  durch 
unstetig  fluente  Punkte  in  lauter  unendlich  kleine  Theile  zerlegt  ist.  In 
diesem  Falle  kann  die  Fourier'sche  Reihe  convergent  sein,  wo  auch 
der  Punkt  T  in  dem  Bogen  liegen  mag,  da  ja  Herr  Weierstrass  durch 
trigonometrische  Reihen  Functionen  dargestellt  hat,  welche  in  allen  Punk- 
ten fluxionslos  sind.  Dass  aber  die  Reibe  auch  divergent  sein  kann  in 
Punkten,  welche  den  Bogen  in  lauter  unendlich  kleine  Theile  zerlegen, 
soll  jetzt  durch  ein  Beispiel  gezeigt  werden. 

Wir  stellen  die  Function  durch  eine  unendliche  Reihe  dar,  deren 
einzelne  Glieder  von  folgender  Beschaffenheit  sind. 

Um  den  Kreis  wird  eine  senkrechte  Cylinderfläche  gelegt  und  auf 
dieser  eine  Function  graphisch  durch  eine  Wellenlinie  dargestellt,  deren 
halbe  Wellenlänge  ein  aliquoter  Tbeil  der  Kreislinie  ist  und  deren  Halb- 
wellen abwechselnd  über  und  unter  der  Kreislinie  liegen.  Die  Anzahl 
der  Halbwellen  ist  ungerade,  so  dass  also  die  Curve  an  einer  Stelle  statt 
des  Wendepunktes  eine  Spitze  hat.     Die  beiden  Halbwellen,  welche  in 
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der  Spitze  zusammenstossen ,  sollen  oberhalb  der  Kreislinie  liegen.  Die 
einzelnen  Halb  wellen  sind  Parabel  bögen  mit  dem  Scheitel  im  höchsten 
oder  tiefsten  Punkte  nnd  der  Axe  parallel  zu  der  des  Cylinders.  Die 
Function  ist  also  bestimmt,  sobald  die  Wellenhöhe,  die  Anzahl  der  Halb- 
wellen und  die  Lage  der  Spitze  gegeben  ist.     Wenn  h  die  Wellenhöhe, 

n  die  Anzahl   der  Halbwellen,   also  —    die   halbe  Wellenlänge  ißt,   so 

wollen  wir  eine  solche  Function  mit  F(A,  n)  bezeichnen,  wo  dann  die 
Lage  »der  Spitze  noch  besonders  angegeben  werden  mnss.  Die  Punkte 
der  Kreislinie,  in  welchen  eine  der  Functionen  =  0.ist,  nennen  wir  die 
Nullpunkte  der  Function,  diejenigen,  in  welchen  sie  vom  Wachsen  ius 
Abnehmen  übergeht  oder  umgekehrt,  Maximalpunkte  derselben.  Zu  erste- 
ren  gehören  die  Spitze  und  sämmtliche  Inflexionspunkte,  zu  letzteren  die 
Spitze  und  die  Fusspunkte  der  Ordinaten  sämmtl icher  Parabelscheitel. 
Es  sei  nun 

1)  f{y)  «  F{hx ,  nx)  +  F{h2J  *,)...=  S(<y) , 

wo  immer  h  die  Wellenhöhe,  n  die  Zahl  der  Halb  wellen  ist.  Die  n  sind 
sämmtlich  ungerade  und  jedqs  folgende  ist  ein  ganzes  Vielfaches  des 
vorhergehenden.  Die  h  nehmen  beständig  ab  und  zwar  so,  dass  h1+hi... 
eine  convergente  Reihe  ist,  wodurch  dann  auch  die  Reihe  S(y)  absolut 
convergent  wird.  Näheres  über  die  Zunahme  der  n  und  die  Abnahme 
der  h  soll  noch  festgestellt  werden. 

Die  Lage  der  Spitzen  der  einzelnen  Glieder  nehmen  wir,  wie  folgt. 
Die  Spitzen  und  Wendepunkte  sämmtlicher  Glieder  mögen  nummerirt 
werden,  und  zwar  in  jedem  einzelnen  Gliede  in  der  Reihenfolge  nach 
links;  von  einem  Gliede  zum  andern  aber  folgt  immer  auf  den  höchst- 
nummerirten  Punkt  des  vorhergehenden  die  Spitze  des  folgenden«  Die 
Spitze  des  pten  Gliedes  wird  nun  in  den  Punkt  mit  der  Nummer  p  gelegt, 
wodurch  die  Lage  derselben  für  jedes  Glied  bestimmt  ist.  Damit  ist 
aber,  da  die  halbe  Wellenlänge  irgend  eines  Gliedes  ein  ganzes  Viel- 
faches derjenigen  eines  jeden  folgenden  Gliedes  ist,  zugleich  festgesetzt, 
dass  jeder  Nullpunkt  irgend  eines  Gliedes  mit  einem  Nullpunkte  eines 
jeden  folgenden  Gliedes  zusammenfällt.  Jeder  Punkt  der  Kreislinie,  in 
welchem  irgend  ein  Glied  =0  ist,  erhält  also  bei  unendlich  vielen  fol- 
genden Gliedern  wieder  eine  Nummer  und  wird  daher  auch  unendlich 
oft  zur  Spitze  eines  Gliedes. 

Die  Reihe  S  sei  nun  bis  zum  />***  Gliede  definirt,  so  dass  also 

2)  St{y)  »  *(*it  »i)  +  •  •  •  +  *{*p,  nv) 

eine  gegebene  Function,  welche  überall  stetig  und  einwerthig  ist,  und' 
eine  endliche  Anzahl  grösste  und  kleinste  Werthe  hat.  Von  dem  näch- 
sten Gliede  F(hp+%)  tip+i)  ist  dann  schon  die  Lage  der  Spitze  bestimmt; 
Ap+i  und  flp-f  i  sind  noch  zu  bestimmen.  Die  auf  dasselbe  folgenden 
Glieder  setzen  wir  zusammen  =  Ä^i-,  nehmen  in  dem  mt#n  Stufenwerthe 
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««— o—  (y-0 
*-* 

2w  +  l  ss  wp^.t  und  setzen  für  f{y)  die  verschiedenen  Theile,  woraus  diese 
Function  zusammengesetzt  ist,  so  dass  also 

t+n  t+n  t  +  n  t+n 


,.,f„ 


3)      Wm  =Jfi  £>„  dy  +|V,  Qm  dy  . . .  +J*Fp  Qm  dy  +/V„+I  Qm  dy 

t-n 

t+n 

+f&+*Qmdy, 


t-n  t—n  t-n  t-n 

t+n 


2  b  sin-  — 


t-n 

•  2m+1/        A 
stn— j—  (y-/) 

wo   der   Kürze   wegen  F(h9irt9)  =  F9  und — - —  =  Qm    gesetzt 

~2~ 

ist.  Den  Punkt  T  nehmen  wir  in  der  Spitze  von  Fp+ \  und  integriren 
zunächst  von  /  bis  i+it.  Betrachten  wir  irgend  eines  von  den  ersten  p 
Integralen,  etwa  das  vto,  so  ist 

t+- 
t  +  n  nP  t+n 

4)  fF*Qmdy=fFvQmdy+j'FJQmdy. 

*  '  t+n- 

nP 

Die  Spitze  von  ^i>+ 1,  also  hier  der  Punkt  Ty  befindet  sich  in  einem  Null- 
punkte irgend  eines  früheren  Gliedes.  Die  Nullpunkte  eines  jeden  Glie- 
des fallen  aber  zusammen  mit  irgendwelchen  Nullpunkten  eines  jeden 
späteren  Gliedes.  Der  Punkt  T  fällt  daher  zusammen  mit  irgend  einem 
Nullpunkte  von  Fp.  Jede  Halbwelle  von  F9  scbliesst  aber  eine  Anzahl 
von   ganzen  Halbwellen   der  Fp  ein.     Da  nun  diese  Zahl  eine  ungerade 

ist,   so   ist   der  Punkt   T  entweder  um  wenigstens  \  Wellenlänge  =  — 

*p 
der  Fp  von   dem  nächsten  Maximalpunkte  der  F9  entfernt  oder  er  fällt 

mit  einem  solchen  zusammen.     In  den  Grenzen  des  Integrals  /  F9  Qm  dy 

t 
nimmt   daher   die  Function  Fv  nur  zu  oder  nur  ab  und  man  kann  des- 
halb auf  dieses  Integral  den  Satz  XVI  anwenden.     Der  beträchtlichste 

Werth  von  Fv{y)  —  F9(t)  für  Werthe  von  y  zwischen  /und  H ist  nun 

np 
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•^V(H — )~-^»(0  Md  diese  Differenz  hat  wieder  ihren  beträchtlichsten 

.  Werth,  wenn  entweder  der  Punkt  T  oder  der  Punkt  y  =  t-\ —  mit  dem 

Ende  einer  Halbwelle  von  Fv  zusammenfallt.  In  beiden  Fällen  ist  aber 
ein  Glied  obiger  Differenz  =  0  und  das  andere  die  Ordinate  der  Halb- 
welle in  einem  von  dem  betreffenden  Endpunkte  derselben  um  —  ent- 
fernten Punkte.  Diese  Ordinate  ist  kleiner,  als  das  mit  dem  Differen- 
tialquotienten  von  Fw(y)  im  Endpunkte  der  Halbwelle  multiplicirte  — . 

Jener  Differentialquotient  ist  aber  = — — -;  mithin  ist  /VlH — )  —  Fv(t) 

geringer  als  — — -.    Da  nun  für  2  m  +1  =np^!  die  Zahl  m+1  =  ^L — 

Tip  It 

wird  und  wegen  der  durchgängigen  Einwerthigkeit  von  F9(y)  immer  Fv(i) 
statt  F9(t  +  0)  gesetzt  werden  kann,  so  ist  obiges  Integral  von  $F9(t) 
nach  XVI  um  weniger  als 

2Fy(Q  2hvnVN 

*K+i  +  l)  sin  spr- 
öder, da  Fv(t)  höchstens  =  ä„  ist,  um  weniger  als 

2  ,2n, 


5)         h — ^n  •  « +^NY 


verschieden. 

Auf  den  zweiten  Theil 


FvQmdy 


s> 

np 
des  obigen  Stufenwerthes  4)  können  wir  den  Satz  XII  anwenden.     Der 

d  Fv  (y) 
beträchtlichste   Werth  von   Fv  ist  hw,   derjenige  von  — -^-  am  Ende 

oy 

einer  Halbwelle  = — — -  und  für  siw  -s—  ist  zu  setzen  *tns — .    Mithin 
7t  2  2ffp 

ist  obiges  Integral  geringer  als 

6)  >-  -^ ^ ÜE1. 

*(VH+I)*»,fg^- 

Wir  haben  hier  nur  zwischen  /  und  t+n  integrirt.  Integriren  wir  jetzt 
zwischen  f — *  und  /,  so  erhalten  wir  ganz  dieselben  Resultate  5)  und  6). 
Der  ganze  *ito  Stufenwerth  der  Fouri  er' sehen  Reihe  für  die  Function 


222  Die  Fonrier'sche  Reihe. 


Fv  ist  demnach  von  Fw{l)  um  weniger  verschieden,  als  um  die  doppelte 
Summe  der  beiden  Ausdrücke  5)  nnd  6),  d.  h.  am  weniger  als 


7) 


=  r  4       +  4»v|V  +  8  +  (8»H+2^(»p— l)-i  A# 

[*(«„+,  +  !), m^L.         "'  «(»p+i  +  l)««*^;  J 

Setzt  man  in  diesem  Ausdrucke  für  v  die  Zahlen  1  bis  p  und  addirt  die 
erhaltenen  Ausdrücke,  so  ist  der  mt0  Stufenwerth  der  ans  St(y)  abgelei- 
teten Fourier' sehen  Reihe  von  S~(l)  um  weniger  verschieden,  als  um 

4*m^-  +  8  +  2*(»,-l) 
8)  —^ —  (*,  +  *,...  +  *,) 

«(»P+i  +  l)*''n*2^" 
+  \lT  + 8{nV~1)      ,    1  (V, +  *.«,-  + VA 

In  dem  (p  +  l)*"1  Gliede  des  Stufenwerthes  rrm  nehmen  wir  die  Spitze 
von  ^ji+i,  also   den   Punkt  T  als  Anfangspunkt  der  y.     Das   (p+l)tB 

Glied  wird  hierdurch 

+* 
^  ■   VH 

■    i*i ' 

In  gleichen  Abständen  vom  Anfangspunkte  der  y  hat  dann  F(kp+i,np+i) 
gleiche  und,  da  die  Wellen  der  Function  und  die  Wellen  von  sin-^-y 

gleiche  Länge  haben,  **/.-*—- y  entgegengesetzt  gleiche  Werthe;  da  fer- 

v  • ' 

ner  auch  s*n{r  entgegengesetzt  gleiche  Werthe  hat,  so  ist  der  ganze  In- 

tegrand  zu  beiden  Seiten  des  Anfangspunktes  symmetrisch  und  das  Inte- 
gral wird  also 

/ F(kp+t,«r+t)tiaJrrd 

n  .    y 

stnJL 

0 
oder,  wenn  wir  den  Integranden  kürzer  durch  Fp  +  \Vm  darstellen, 
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0 
Wir  setzen  duii 

2*  2  2»  Hpj.i-1    2g 

0  0  2«  np-H-3    2» 

«p+i  2        »p+i 

np+i-l    2* 
2        w„+1 

Nehmen  wir  die  oberen  Grenzen  um  jJ  =  5 kleiner,  die  unteren  um 

0  grösser,   so   wird   die  Summe,   da   die  Integranden  stets  positiv  sind, 
kleiner.     Eine   fernere  Verkleinerung  findet  statt,    wenn   wir  sin-^^-y 

überall  gleich  dem  Werthe  an  den  neuen  Grenzen  =  +  -—=  und  ebenso 

F(Äp+i ,  np+\)  =5=  dem  Werthe  an  den  neuen  Grenzen  =±=  +  Jäp+i  nehmen« 

7  7 

Eine  weitere  Verkleinerung  erhalten  wir,  wenn  wir  ^  statt  sin-^  nehmen 

und   das  letzte  Glied   weglassen.     Indem  wir  zugleich  zwischen  je -zwei 
Integrale  ein  solches  mit  dem  Integranden  =0  einschalten,  erhalten  wir 
3«  6*  7»  9*  (2wp+i— 3)» 

2np+i  2ttp  +  i  2«p  +  i         2np+i  2np-f.i 

^Ft^'[ß"+ßif+ß4'+ßir-+ßt' 


n  3n  bn_  7*  (2np+i —5)ag 

2wp+i 


2»p+i  2fip-fi  2»p  +  t         2np+i  2np+i 

(2np+i-l)* 


V>1 


(2np+i-3)* 
2«p+i 

Diese  Integrale  erstrecken  sich  alle  über  Intervalle  von  gleicher  Aus- 
dehnung. Eine  fernere  Verkleinerung  erzielen  wir  daher,  wenn  wir  in 
dem  ersten,  dritten,  fünften  u.  s.  w.  den*  Integranden  um  die  Hälfte  ver- 
kleinern, denselben  also  =  s~  setzen  und  ihn  in  den  übrigen  um  eben- 
soviel vermehren,  wodurch  er  auch  hier  =«-  wird.     Kleiner  wird  hier- 

y 
durch  die  Summe  offenbar,   weil  die  Werthe  von  y  beständig  zunehmen 
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und  deshalb  statt  der  fortgenommenen  Hälfte  eines  Integrals  mit  ungera- 
der Nummer  zu  dem  folgenden  Integral  mit  gerader  Nummer  eine  kleinere 
Grösse  hinzugekommen  ist.     Wir  erhalten  aber  jetzt 

(2wP+i-l)« 
2np+i 

9)         I^I**'./?-^""«"»*-» 

Der  mle  Stufenwerth  des  (p  +  l)len  Gliedes  von  Wm  ist  also  grösser  als 
dieser  positive  Ausdruck. 

Das  letzte  Glied  4-» 


Z9E 

des  Stufenwerthes  Wm  ist  geringer  als  Msdyy  unter  M  eine  Mittelgrösse 

■  "p+i  ° 

von verstanden.     Es  ist  nun  Ä^X-  an  keiner  8telle  be- 

n    9  ^n  y 

"2 

•  np+» 

stn    2 
trächtlicher    als    ß»+2  +  An+s  •  • .    und    =  i  +  co$  y  +  cos  2  y  + . . . 

. . .  +  cos  p** y  nicht  beträchtlicher  als  ~^- ,  also  jenes  letzte  Glied 

geringer  als 

10)  «|>+l(Ä*+2  +  Än  +  s.    .). 

Fassen  wir  jetzt  die  Resultate  8),  9)  und  10)  zusammen,  so  ist  das 
p  +  lte  Glied  von   Wm  in  Gleichung  2)  positiv  und  grösser  als 

11)  -r^7ifVHM2«,H-»--l). 
Any  1 

während  die  p  ersten  zusammen  von  S^(t)  am  veniger  verschieden  sind,  als 

4  sin  _^-  +  8  +  2w(»p-l) 

12)  ^ (*,  +  *,  +  ...  +  *„) 

n(np+1  +  l)sin*^- 

und  die  übrigen  zusammen  geringer  sind,  als 
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13)  np+l  (Ap+2  +  Ap+8  +  •••)• 

Damit  der  Ausdruck  11)  unendlich  gross  werde  mit  wachsendem  w, 
setzen  wir 

14)  *,+,= 


ytognp+i< 

und  lassen   nach  dieser  Formel  Überhaupt  die  A  von   den  n  abhängen. 
Dann  ist  der  Ausdruck  11) 

=      3  _log(2np+i-l) 

und   12)  4nV2      Vlo9»P  +  t 


15)    = 


4sir,£-  +  8  +  2n{np-l)         , 


\ylogni     f/logn^  yiognpJ 


&  ftp 

4N,  8(»„-l) 


nnd  13)  /  "' 

16)  =  »P+i( 1 +  =  +  ..A 

\yiognp+t      ]/lognp+3  ) 

Damit  jetst  ferner  die  Ausdrücke  15)  und  16)  unendlich  klein  wer- 
den, setzen  wir 

17)  »,+,  =  «"•'+«, 

wo  a  eine  ungerade  ganze  Zahl  >  1 ,  und  lassen  nach  dieser  Formel 
überhaupt  -jedes  n  von  dem  vorhergehenden  abhängen.  Das  erste  n  aber, 
n19  nehmen  wir  =a,  wodurch  jedes  w,  wie  vorausgesetzt,  ein  ungerades 
Vielfaches  des  vorhergehenden  wird.  Die  n  sind  dann  sämmtlich  Poten- 
zen von  a  mit  Exponenten,  welche  ebenfalls,  und  zwar  immer  höhere 
Potenzen  von  a  sind.  Die  Logarithmen  der  n  wachsen  daher  wie  Poten- 
zen einer  ganzen  Zahl  mit  zunehmendem  Exponenten  und  die  beiden 
Reihen  j  |  12 


Ylo9n\      Vlo9n*  Vlognp+2     ]/hgnp+z 

fallen  deshalb  stärker,  als  eine  geometrische  Reihe  mit  gebrochener  Stei- 

2 

gungszahl.     Die  erste  ist  somit  kleiner  als   — und  die  zweite  klei- 

j/logrii 

2 
ner  als  =.     Dagegen  nimmt  die  Reihe 

Yloytip+i 


+  ...+ 


yiognx      j/iognt  V*ognp 

stärker   zu,    als   eine  geometrische  Reihe   mit  einer  Steigungszahl   >1, 

2« 
und   ist  daher  kleiner  als  •  .         .     Es  sind  daher  die  Ausdrücke  15)  und 

j/lognp 

16)  zusammen  geringer  als 
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4™ä^  +  8  +  2„(„,-l)     ^_,[-4*,  8(«,-l)         1     2^ 

oder,  wenn  wir  nach  Gleichung  17)  np+t  und  »p+i  durch  np  ausdrücken, 
geringer  als 

4™^  +  8  +  2»(n,-l)       2       ^  r4N  g^,,) -,  _j^_ 


„(a.*+l)s,^         K*«i 


"'       »(«»4r+«  +  l)sw*^- 


yiogtiy 


an^yiogn 

Wir  haben  also,  indem  wir  die  n  von  einander  und  von  den  h  in 
der  durch  die  Gleichungen  14)  und  17)  dargestellten  Weise  abhängen 
lassen,  Folgendes  erreicht. 

Wenn  in  dem  mlen  Stufenwerthe  der  Fourier' sehen  Reihe  2m +  1 
=  wP  +  i  genommen  wird  und  der  Punkt  T  die  Spitze  des  p+l**n  Gliedes 
der  Reihe  S(y)  in  Gleichung  1)  ist,  so  wächst  das  p  +  V*  Glied  von  Wm 
in  Gleichung  3)  mit  p  ins  positive  Unendliche.  Die  übrigen  Glieder 
aber  vom  ersten  bis  zum  pten  und  vom  p  +  2ten  an  ins  Unendliche  unter- 
scheiden sich  von  St(f)  um  eine  Grösse,  welche  mit  wachsendem  p  be- 
liebig gering  wird.  Nehmen  wir  nun  für  T  irgend  einen  Inflexionspunkt 
einer  beliebigen  Function  F  in  Gleichung  1).  Es  lassen  sich  nach  Frühe- 
rem Zahlen  ql%  q%>  ...  in  inf.  angeben,  derart,  dass  derselbe  Punkt  T 
auch  in  die  Spitze  des  ^ten,  tf8ten  Gliedes  u.  s.  w.  von  S(y)  in  Gleichung 
1)  fallt.  Setzen  wir  nun  2m  +  l  =  wp+i  und  nehmen  wir  p  +  1  nach- 
einander =  #!,  q%  u.  8.  w. ,  so  wächst  das  ^te,  qf  u.  s.  w.  Glied  von  Wm 
ins  positiv  Unendliche.  Die  übrigen  aber  haben  zusammen  zur  Grenze 
den  Werth  der  Function  f(y)  im  Punkte  T.  Mithin  wächst  bei  dieser 
Weise  des  Zunehmens  von  m  der  mte  Stufenwerth  der  ganzen  aus  der 
Function  f(y)  abgeleiteten  Fonrier1  sehen  Reihe  ins  positiv  Unendliche. 
Die  Reihe  kann  aber  nach  XI  nicht  wirklich  =  +  ao  sein;  es  kann  hier 
nur  der  Fall  vorliegen,  wo  die  Reihe  unbestimmt  wird.  Es  muss  also 
möglich  sein ,  die  Zahl  m  in  anderer  Weise  zunehmen  zu  lassen ,  so  dass 
der  mte  Stufenwerth  nicht  ins  positiv  Unendliche  wächst. 

Da  die  Reibe  in  allen  In  flexi onspunkten  eines  jeden  Gliedes  der 
Reihe  S(y)  Gleichung  1)  unbestimmt  ist,  so  ist  sie  in  Punkten  unbestimmt, 
welche  die  ganze  Kreislinie  in  lauter  unendlich  kleine  Theile  zerlegen. 
In  keinem  dieser  Punkte  hat  die  Function  f(y)>  aus  welcher  die  Reihe 
abgeleitet  ist,  einen  Differentialquotienten  von  bestimmtem  endlichem 
Werthe;  denn  in  einem  Punkte,  wo  sie  einen  solchen  hätte,  müsste  die 
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Reihe  nach  XVII  convergent  6ein.  Die  Function  f(y)  ist  also  in  Punkten 
fluxionslos,  welche  die  Kreislinie  in  lanter  unendlich  kleine  Theile  zer- 
legen« 

Nehmen  wir  jetzt  den  Punkt  T  in  der  Mitte  einer  Halbwelle  des 
(/>  +  l)ten  Gliedes  des  Stufen werthes  Wm%  Diese  Halbwelle  sei,  von  der 
Spitze  an  nach  links  gerechnet,  die  pte  und  g  eine  ungerade  Zahl,  so 
das8  also  dieselbe  oberhalb  der  Kreislinie  liegt.  Nehmen  wir  wieder  den 
Punkt  T  als  Anfangspunkt  für  y,  so  ist  das  (;>  +  ljte  Glied  von   Wm 

+  « 

■■    'i-i 

—  n 
Wir  zerlegen  dieses  Integral  in  zwei,  von  welchen  das  eine  sich  vom 
Nullpunkte  aus  nach  beiden  Seiten  über  gleiche  Bögen,  und  zwar 
nach  der  einen  Seite  bis  zur  Spitze  erstreckt,  während  das  andere  die 
beiden  ebenfalls  gleichen  Bögen  von  da  bis  zum  Punkte  T'  nmfasst.  In 
diesem  Punkte  hat  ^(Ap+i,  hp+j)  einen  Nullpunkt  und  Inflexionspunkt, 
es  sei  denn,  dass  zufällig  die  Spitze  in  denselben  fiele.  Mithin  ist  inner- 
halb  der  Grenzen    des   zweiten  Integrals   von    diesem  Punkte   aus   nach 

beiden  Seiten  in  gleichen  Abständen  F(Ap+i,  wp+i),  sin  —  und  sin-^-y 

entgegengesetzt  gleich.  Der  zweite  Theil  des  Integrals  verschwindet 
daher.     Dagegen  hat  innerhalb  der  Grenzen  des  ersten  Theils  vom  Punkte 

T aus  nach  beiden  Seiten  ^(A^+i,  np  +  \)  gleiche,  sin—  und  sin-^^-y  ent- 
gegengesetzte Zeichen  und  der  zweite  Theil  wird  daher 

2k 


nP+i 


.  *p+\ 
stn--- 


n         '       y 
stn2 
ö 
oder,  wenn  wir  den  Integranden  =  Q  setzen, 

— ^—        2  — — —       3 

w/*+i        ***+»       *y+i 

=JQ<lY+fQdy+JQdy  +  . ... 

0  _?_         g    * 

**  +  !  *,-M 

Jedes    dieser    Integrale    umfasst    sowohl    von    F  (hp+it  wj>+i)i    sAb    von 
sin-^^y  eine  Viertelwelle.     In   dem   ersten,    dritten,   fünften  u.  8.  w. 

16» 
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haben  ^(Äp+i,  fip+i)   und  sin-^^-y  gleiche,    in   dem  zweiten,  vierten, 

sechsten  u.  8.  w.  entgegengesetzte  Zeichen;  die  Integrale  sind  daher  ab- 
wechselnd positiv  nnd  negativ.  Vergleicht  man  zwei  aufeinanderfolgende 
unter  einander,   so   erkennt  man  leicht  durch  Verzeichnung  der  beiden 

Wellenlinien,  dass  die  Werthe  des  Products  F(hp+iy  wp+i).stn-£p  y  in 

umgekehrter  Reihenfolge  gleich   sind.     Da  nun  sin -^  stets  zunimmt,   so 

nehmen  die  Absolutwerte  der  Integrale  ab.  Die  Reihe  ist  daher  eine 
abnehmend  altern irende  und  somit  geringer  als  das  erste  Glied.  Letzte- 
res aber  wird  für  p  =  co  mit  Äp-fi  unendlich  gering.  Dabei  kann  der 
Punkt  T  immer  der  nämliche  bleiben;  denn  wenn  derselbe,  wie  angenom- 
men, in  der  Mitte  einer  Halbwelle  von  F(hp+iynp+i)  liegt,  so  liegt  er, 
da  diese  eine  ungerade  Anzahl  von  Halbwellen  aller  späteren  Glieder 
umfasst,  auch  in  der  Mitte  einer  Halb  welle  eines  jeden  späteren  Gliedes. 
Indem  man  also  für  m  nacheinander  /*,,  w2,  ...  in  inf.  setzt,  convergirt 
das  (p  +  1)*6  Glied  von  Wm  gegen  0.  Die  Summe  der  vorhergehenden 
aber  convergirt  gegen  einen  bestimmten  Werth ,  nämlich  denjenigen  von 
F(y)  im  Punkte  T,  und  die  Summe  der  folgenden  gegen  Null,  was  Beides 
auf  dieselbe  Weise  gezeigt  werden  kann,  wie  in  dem  vorigen  Falle.  Die 
Fourier'sche  Reihe  hat  somit  in  diesem  Falle  einen  bestimmten  end- 
lichen Werth,  nämlich  denjenigen  der  Function,  aus  welcher  sie  ab- 
geleitet ist. 

Die  hier  betrachtete  Function  hat  also  die  merkwürdige  Eigenschaft, 
dass  sie  für  gewisse  Punkte,  welche  die  ganze  Kreislinie  unendlich  klein 
theilen,  divergent  und  für  andere  Punkte,  welche  ebenfalls  überall  ein- 
ander unendlich  nahe  sind,  convergent  ist.  Uebrigens  hat  auch  in  letz- 
teren Punkten  die  Function  keinen  bestimmten  endlichen  Differential 
quotienten.  Vielmehr  lässt  sich  nachweisen,  dass  dieselbe  in  allen 
Punkten  ohne  Ausnahme  fluxionslos  ist.  Es  sei  nämlich  A  ein  beliebiger 
Punkt  der  Kreislinie.     Man  nehme  links  von  A  einen  Punkt  B  und  bilde 

den  Quotienten   — j— .     Es   ist   zu  zeigen,   dass  der  Punkt  B  sich 

dem  Punkte  A  so  nähern  kann,  dass  dieser  Quotient  ins  Unendliche 
wächst.  Der  Punkt  A  befindet  sich  in  irgend  einer  Halbwelle  von  Fp. 
Man  lege  den  Punkt  B  in  den  Maximal punkt  der  nächsten  Halbwelle 
oder,  falls  diese  zufällig  in  einer  Spitze  anfangt,  der  zweitnächsten 
Halbwelle.  Der  Abstand  6  —  a  der  beiden  Punkte  ist  also  wenigstens  =£ 
und  höchstens  =  $  Wellenlängen  und  der  Differenzquotient  von  Fp,  ab* 

1h         Ihn 
gesehen  vom  Vorzeichen ,  beträchtlicher  als  —f  =  —~—^.     Der  Differenz- 

quotient  irgend    eines   früheren  Gliedes  F9  ist   immer  geringer,   als   der 
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Differentialquotient  desselben  in   einem  Nullpunkte,   d.  h.  geringer,   als 

AI     fl 

.     Der  Differenzquotient  für  sämmtliche  frühere  Glieder  zusammen 

ist  demnach  geringer  als 
2 


2/     itp-t 


Ylognp_2  j/logt 

Die   «   wachsen   nun   so   stark,    dass   für  p  =  oo   dieser  Ausdruck   gegen 

obiges      0P   p   verschwindet.     Was  aber  irgend  eines  der  auf  £V,  folgen- 
de 

den   Glieder  F^    betrifft,    so    ist    der   Differenzquotient    desselben    nicht 

beträchtlicher    als    - — — ,    mithin    nicht    beträchtlicher    als    — £  = — £- 
b  —  a1  lp  rip 

= ■  Für    8ämmtliche  auf  Fp   folgende  Glieder   zusammen    ist 

tip-ylogn^ 

also  *Ier  Differenzquotient  nicht  beträchtlicher,  als 

27 


was  nach  Früherem  für  p  =  oo  offenbar  unendlich  gering  wird.  Läset 
man  also  p  ins  Unendliche  wachsen  und  giebt  man  immer  dem  Punkte 
B  die  oben  beschriebenen  Lagen  in  «Bezug  auf  die  Halbwellen  von  Fp, 

so  wächst  der  Differenzquotient  ins  Unendliche;  die  Function 

f(y)  hat  daher  in  dem  willkürlich  gewählten  Punkte  A  keinen  bestimm- 
ten endlichen  Differentialquotienten. 

XX.  Es  erübrigt  noch  die  Erörterung  der  Frage,  ob  eine  Func- 
tion f(y)  von  den  bisher  vorausgesetzten  Eigenschaften  auf  mehr  als  eine 
Weise  in  eine  trigonometrische  Reihe  entwickelt  werden  kann.  Wir 
werden  uns  hierbei  auf  einen  Satz  stützen ,  dass  unter  gewissen  Voraus- 
setzungen nur  eine  einzige  Function  v  existirt,  welche  den  in  XI  gestell- 
ten Bedingungen  genügt.  Dieser  Satz  ist  an  der  S.  207  erwähnten  Stelle 
bewiesen  worden.  Da  jedoch  die  Randfunction  hier  weniger  eingeschränkt 
ist,  so  darf  dem  Rand  wert  he  von  v  an  den  Unstetigkeitsstellen  hier  kein 
so  weiter  Spielraum  gestattet  werden,  wie  es  dort  geschehen  ist.  Wir 
wollen  deshalb  dem  betreffenden  Satze  jetzt  folgende  Fassung  geben. 

Ausser  der  Function  v  in  XI  Gleichung  2)  giebt  es  keine  andere, 
welche  im  Innern  überall  bestimmt,  endlich,  stetig  ist,  nach  allen  Rich- 
tungen bestimmte,  endliche  und  stetige  Fluenz  besitzt,  der  Gleichung 
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genügt  und  überdies  die  Eigenschaft  hat,  dass,  wenn  irgend  ein  Band- 
pnnkt  ö'  in  einen  noch  so  kleinen  Bogen  PQ  eingeschlossen  wird  und 
ein  Punkt  0  sich  aus  beliebiger  Richtung  dem  Punkte  0'  nähert,  der 
erstere  so  nahe  an  letzterem  genommen  werden  kann,  dass  bei  noeh 
weiterer  Annäherung  der  Werth  von  v  im  Punkte  0  stets  ein  Mittleres 
zwischen  dem  grössten  und  kleinsten  Werthe  der  Randfunction  f{y)  im 
Bogen  PQ  bleibt. 

Beweis.  Es  seien  vx  und  v%  zwei  Functionen  auf  der  Kreisfläche, 
welche  beide  obige  Eigenschaften  haben.  Ferner  sei  n  eine  beliebige 
ganze  Zahl.  Auf  sämmtlichen  T  heil  bögen  nter  Grösse,  sowie  auf  sämmt- 
lichen  Zwischenbögen  nter  Ordnung  nehmen  wir  Ausschnitte  und  ziehen 
sowohl  nach  den  Grenzpunkten  der  Theil-  und  Zwischenbögen,  als  nach 
den  Endpunkten  der  Theilbogen-  und  Zwiscbenbogenausschnitte  Radien, 
welche  also  jeden  der  zum  Rande  concentrischen  inneren  Kreise  in  ent- 
sprechende Bögen  theilen.  Die  Theilbogen  aus  schnitte  setzen  wir  zusam- 
men =  ^,  die  Ausschnitte  derjenigen  Zwischenbögen,  in  welchen  (d.h. 
in  jedem  einzelnen)  die  Differenz  des  grössten  und  kleinsten  Wer- 
thes  von  f(y)  geringer  als  eine  bestimmte  Grösse  ££  ist,  zusammen 
=  Z,  die  übrigen,  in  welchen  jene  Differenz  wenigstens  =££  nnd, 
falls   der  beträchtlichste  Werth,   der  in  vx   nnd   v2  überhaupt  vorkommt, 

V  V 

—  genannt  wird,  höchstens  =^  ist,'  zusammen  =z,  alle  übrigen  Bögen, 

also  Theilbogen-  und  Zwischenbogenreste  zusammen  «=  Ä. 

Wir  nehmen  einen  zum  Rande  concentrischen  Kreis  dem  Rande  so 
nahe,  dass,  wenn  man  auf  jedem  Radius  eines  bestimmten  Theilbogen- 
ausschnittes  in  dem  von  beiden  Kreisen  begrenzten  Ringe  die  beträcht- 
lichste Differenz  »,-/"(/)  bildet,  keine  von  diesen  Differenzen  beträcht- 
licher ist,   als   eine  vorher  gegebene  sehr  geringe  Grösse  -^.     Dies    ist 

möglich ;  denn  wenn  man  den  concentrischen  Kreis  sich  dem  Rande  ohne 
Ende   nähern  läset,    so   können   in   keinem  Punkte  die  Werthe  von  vx 

zuletzt  um  mehr  als  ~-  von  f(y)  verschieden  bleiben.  Nachdem  das  ge- 
schehen ist,  wird  derselbe  Zweck  durch  weitere  Vergrößerung  des  con- 
centrischen Kreises,  falls  eine  solche  noch  nöthig  ist,  auf  einem  zweiten 
Theilbogenausschnitte  erreicht.  Und  so  fort  bis  zum  n**1.  Ebendasselbe 
wird  dann  für  die  Function  v%  bewirkt,  so  dass  also  t>v  und  t>%  in  keinem 

Punkte  der  Theilbogenausschnitte  um  mehr  als  ^-  von  f{y)  verschieden 

sind  oder  bei  weiterer  Vergrösserung  des  concentrischen  Kreises  irgend 
einmal  verschieden  werden.  Die  Function  f)— #8,  welche  wir  mit  n>  be- 
zeichnen wollen,  ist  dann  an  den  erwähnten  Stellen  um  nicht  mehr  als 
i  von  Null  verschieden. 
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Nehmen  wir  jetzt  eine  ähnliche  Operation  in  Bezng  auf  den  Aus- 
schnitt irgend  eines  der  Zwischenbögen  vor.  In  diesem  Zwischenbogen 
möge  die  grösste  Differenz  der  Werthe  von  f(y)  geringer  als  eine  Grösse 

—  sein.     Wir  können   also  jeden   Punkt   des  Ausschnittes   in   einen   so 

kleinen  Bogen  einschliessen ,   dass  in  diesem  jeder  Werth  von  f(y)  von 

dem  Werthe  in  dem  Punkte  um  weniger  als  -^  verschieden  ist.     Indem 

wir  also  nötigenfalls  den  concentrißchen  Kreis  noch  weiter  vergrößsern, 
können  wir  erreichen,  dass  in  dem  Ausschnitte  des  Kreisringes  auf 
keinem  Radius    die  Werthe   von   vx   sich   von  irgend   einem  der  beiden 

(gleichen  oder  verschiedenen)  Werthe  von  f(y)  um  mehr  als  -^  unter- 
scheiden. Ebendasselbe  kann  dann  auch  für  v%  erreicht  werden  und  die 
Differenz  vl  —  v2  =  w  ist  daher  in  dem  betreffenden  Bereiche  an  keiner 
Stelle  beträchtlicher  als  A.  Indem  man  die  nämliche  Operation  der  Reihe 
nach  auch  für  die  übrigen  Zwischen  bögen,  sowie  für  sämmtliche  Reste 
vornimmt  und,  je  nach  der  Art  dieser  Bögen,  für  k  entweder  £  oder  V 
nimmt,  erreicht  man  schliesslich  Folgendes. 

In  dem  Ringe  zwischen  dem  Randkreise  und  dem  concentrischen 
Kreise  ist  in  den  Theilbo  gen  ausschnitten  vt  —  v$  =  tv  an  keiner  Stelle  be- 
trächtlicher als  e,  in  den  Ausschnitten  derjenigen  Zwischenbögen,  welche 
zusammen  =Z  sind,  an  keiner  Stelle  beträchtlicher  als  £  und  in  den 
Ausschnitten   der  übrigen  Zwischenbögen,  sowie  in   den  Resten  überall 

nicht  beträchtlicher  als   P. 

2* 

Bilden   wir  jetzt  das  Integral    /  5-  dy,  so  besteht  dasselbe  aus  vier 

0 
Theilen.  Das  Integral  über  den  Theilbogenausschnitten  ist  geringer  als 
Aty  über  den  Ausschnitten  der  Zwischenbögen  erster  Art  geringer  als  Z£, 
über  den  Ausschnitten  der  Zwischenbögen  zweiter  Art  geringer  als  zV% 
in  den  übrigen  (den  Resten)  nicht  beträchtlicher  als  ÄP,  in  allen  zusam- 
men demnach  nicht  beträchtlicher  als 

+       +       +  + 

Die  Grössen  Ay  Z  und  V  gehen,  welche  Grösse  auch  £,  n  und  die 
Bogenreste  haben  mögen,  über  bestimmte  Werthe  nicht  hinaus.  Man 
nehme  nun  zuerst  die  Bogenreste,  also  R  sehr  klein  und  £  geringer  als  R. 
Alsdann  nehme  man  n  so  gross,  dass  z  geringer  als  R  wird;  endlich  lasse 
man  den  concentrischen  Kreis  sich  dem  Rande  so  weit  nähqrn,  dass  e 
geringer  wird  als  R  und  dass  zugleich  diejenigen  Grössen beziehungen 
stattfinden,  welche  oben  in  Beziehung  auf  die  Zwischen  bogen  ausschnitte 
und    die   Reste    als    durch    Vergrösserung    des   concentrischen    Kreises 


232  Die  Fonriertche  Reihe. 

erreichbar  nachgewiesen   sind.     Letzteres  ist  nothwendig,  um  behaupten 

zu  können,   dass  das  Integral  über  dem  concentrischen  Kreise  geringer 

ist  und  bei  weiterer  Vergrösserung  dieses  Kreises  stets  geringer  bleibt,  als 

+         +      +  + 

As  +  Zt  +  zV+RV. 

Dieser  Ausdruck  aber  ist  jetzt  geringer  als 

(A  +  Z+2V)R. 
Da  R  beliebig  klein  genommen  werden  konnte,  so  ist  hiermit  nachgewie- 
sen, dass  der  concentrische  Kreis  so  nahe  dem  Rande  genommen  werden 
2» 

kann,  dass     /«— <ty  beliebig  gering  ist.     Nun   hat  aber  dieses  Integral 

0 
auf  allen  concentrischen  Kreisen  denselben  Werth  and  zwar  denjenigen 
der  Function  vx  —  v%  im  Mittelpunkte  des  Kreises.  Dieser  Werth  ist 
daher  =  0.  Dm  dasselbe  auch  für  irgend  einen  andern  Punkt  der  Kreis- 
fläche zu  zeigen,  bringe  man  diesen  durch  stereographische  Projection 
des  Kreises  auf  sich  selbst  in  den  Mittelpunkt.  Die  von  der  Function 
f(y)  vorausgesetzten  wesentlichen  Eigenschaften  werden  hierdurch  nicht 
geändert.  Die  Punkte  des  ümfangs  verschieben  sich  auf  diesem,  ohne 
aber  ihre  Reihenfolge  zu  ändern  und  ohne  dass  irgend  zwei  zusammen- 
fallen, die  vorher  getrennt  waren.  Die  Theilung  durch  Un Stetigkeits- 
punkte behält  also,  abgesehen  von  der  Grösse  der  Stetigkeitsbögen ,  ihren 
wesentlichen  Charakter.  Nur  die  Grösse  der  Theilbögen  ändert  sich  und 
damit  möglicherweise  auch  die  Grössenordnung.  Jedoch  kann  immer, 
wie  gross  auch  eine  Zahl  "  sei,  eine  andere  Zahl  m  so  gross  genommen 
werden ,  dass  keiu  Stetigkeitsbogen  mter  und  höherer  Ordnung  unter  die 
nte  Ordnung  herabsinkt.  Hieraus  folgt,  dass  auch  die  Bedingungen  der 
Integrabilität  der  Function  f(y)  bestehen  bleiben.  Die  Function  t^  —  »2 
ist  demnach  tiberall  =  0 ;  die  Functionen  vl  und  v%  sind  identisch.  Die 
Function  v  in  Gleichung  1)  ist  daher  die  einzige,  welche  den  gegebenen 
Randwerth  f(y)  hat. 

XXI.  Ueber  die  Randfunction  f(y)  und  den  Randwerth  von  v  mögen 
dieselben  Voraussetzungen  gemacht  werden,  wie  in  XX,  jedoch  sollen 
Ausnahmen  von  denselben  stattfinden  in  Punkten,  welche  auf  der  Kreis- 
linie eine  zweite  Theilung  bilden.  In  diesen  Punkten  soll  es  dem  Rand- 
werth .von  p  gestattet  sein,  aus  den  Schranken  von  f(y)  herauszutreten. 
Unter  folgenden  Bedingungen  läset  sich  dann  der  Satz  XX  noch  auf- 
recht erhalten. 

Wenp  b  und  f  zwei  beliebig  geringe  Grössen  sind,  so  kann  immer 
eine  ganze  Zahl  n  so  gross  angenommen  werden,  dass  die  Summe  der- 
jenigen nleo  Zwischenbögen  der  neuen  Theilung,  in  welchen  irgendwo 
der  beträchtlichste  Unterschied  der  Schränken  des  Randwerthes  von  v 
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and  derjenigen  der  Function  f{y)  beträchtlicher  als  £  ist,  geringer  als 
b  wird» 

Das  Beweisverfabren  ist  dasselbe,  wie  in  XX.  Läset  man  anch 
diese  Einschränkung  fallen ,  so  gilt  der  Säte  nicht  mehr,  wofür  noch  fol- 
gendes Beispiel  angeführt  werden  mag. 

Auf  der  Kreislinie  möge  die  in  VII  beschriebene  Theilnng  angenom- 
men werden.  Es  soll  eine  Function  t>  auf  der  Kreisfläche  bestimmt  wer- 
den, welche  am  Rande  überall  =0  wird.  Nur  in  denjenigen  Punkten, 
welche  immer  zwischen  zwei  Theilbögen  liegen,  sowie  in  den  Endpunk- 
ten der  letzteren  soll  es  der  Function  v  gestattet  sein,  andere  Werthe 
anzunehmen,  welche  jedoch  nicht  um  mehr  als  1  von  Null  verschieden  sind. 

Man  setze  die  Function  f(y)  auf  den  Theilbögen  bis  zur  nten  Grösse 
=  0,  in  den  Zwischenbögen  nter  Ordnung  gleich  einer  constanten  Grösse 
a  und  bestimme  eine  Function  v  nach  der  Gleichung  2)  in  XI.  Indem 
man  nun  n  wachsen  lässt,  wird  der  Werth  dieser  Function  v  in  jedem 
innern  Punkte  sich  einer  bestimmten  Grenze  nähern.  Die  Randfunction 
f(y)  ändert  sich  nämlich  hierbei  fortwährend;  aber  die  Aenderungen 
werden,  weil  die  Summe  der  noch  «hinzukommenden  Theilbögen  beliebig 
gering  wird,  zuletzt  der  Art,  dass  sie  zu  der  Function  v  verschwindende 
Beiträge  liefern.  Die  Grenz  werthe  von  v  für  n  =  oo  bilden  eine  Function, 
welche  im  Innern  des  Kreises  die  in  XI  verlangten  Eigenschaften  hat, 
wie  sich  leicht  nachweisen  lässt.  Dass  der  Rand  werth  in  einem  innern 
Punkte  eines  Theilbogens  =0  wird,  ergiebt  sich  nach  der  in  XI  gezeig- 
ten Weise  des  Uebergangs  nach  dem  Rande.  In  einem  Punkte  dagegen, 
der  bei  noch  so  grossem  n  zwischen  zwei  Theilbögen  liegt,  wird  der 
Randwerth  =  a  und  im  Endpunkte  eines  Theilbogens  ist  derselbe,  je 
nach  der  Richtung  der  Annäherung,  verschieden,  liegt  aber  zwischen 
Null  und  a.  Wenn  nämlich  in  Fig.  I  der  Punkt  Q  ein  solcher  ist,  wel- 
cher immer  zwischen  zwei  Theilbögen  liegt,  so  wird,  je  näher  0  dem 
Rande  ist,  der  Bogen  DE  nur  Theilbögen  aus  um  so  späteren  Einschal- 
tungen enthalten.  Um  so  kleiner  ist  also  auch  der  Theil  des  Bogens 
DE,  welcher  aus  Theilbögen  besteht  im  Vergleich  zu  dem  ganzen  Bogen, 
und  um  so  kleiner  sind  die  Winkel  dö>  die  zu  den  Theilbögen  gehören, 
im  Vergleich  des  zu  dem  ganzen  Bogen  gehörigen  Winkels  =  n.  Der 
Beitrag,  den  die  Theilbögen  zu  dem  Werthe  von  v  im  Punkte  0  liefern, 
verschwindet  also  zuletzt  und  dieser  Werth  hängt  immer  mehr  von  dem 
Werthe  /'(y)s=«  in  den  Zwischenbögen  ab.  Der  Randwerth  kann  dem- 
nach nur  =  a  sein.  Indem  man  nun  für  a  beliebige  Werthe  zwischen 
0  und  1  nimmt,  erhält  man  ebensoviele  verschiedene  Functionen  p,  die 
den  gegebenen  Randbedingungen  genügen. 

XXII«,  Wenn  eine  Function  f{y)  von  den  in  XX  vorausgesetzten 
Eigenschaften    sich    durch  eine   trigonometrische  Reibe  darstellen  lässt, 
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derart,  dass  die  Reihe  für  alle  Werthe  von  y,  für  welche  f(y)  einen  ein- 
zigen bestimmten  Werth  hat,  convergent  und  =  f(y)  ist,  an  allen  den- 
jenigen Stellen  aber,  wo  f{y)  nicht  einen  einzigen  bestimmten  Werth  hat, 
hinreichend  hohe  Näherungswerthe  der  Reihe  immer  zwischen  den  be- 
nachbarten Werthen  der  Function  liegen,  so  kann  die  Function  nicht 
noch  durch  eine  andere  trigonometrische  Reihe  in  gleicher  Weise  dar- 
gestellt werden. 

Beweis.  Angenommen,  die  Function  f{y)  sei  in  obiger  Weise  dar- 
gestellt durch  die  beiden  Reihen 

A\  =  ao  +  Äi  coi(y  —  t)  +  ff2  cos2(y  —  t) . . ., 

Bx  =  bQ  +  bx  cos{y  —  t)  +  bs  cos2(y—l)  . . . 
Die  Reihen 

^r=rt0  +  a1r  cos(y  —  l)  +  a%r*  cos2(y  —  /).. ., 

Br  =  b0  +  btr  cos(y -t)  +  />,r*  cos2(y  —  t) . . . 

sind   dann    für  r<l,   also   im  Innern   der  Kreisfläche,   stets  convergent 

und  stellen  Functionen  dar  mit  Eigenschaften,  welche  in  XX  von  vx  und 

dPv      d*v 
v^  vorausgesetzt  wurden.     Sie  genügen  nämlich  der  Gleichung  TZj  +  j-i 

=  0  und  verhalten  sich  nach  II  und  V  auch  bei  der  Annäherung  an  den 
Rand  wie  jene  Functionen  vx  und  vs.  Hieraus  folgt  aber  der  8atz 
nach  XX. 

Der  Satz  läset  noch  folgende  Erweiterung  zu: 

Auf  der  Kreislinie  möge  ausser  den  Unstetigkeitspunkten  von  f(y) 
eine  beliebige  zweite  Theilnng  angenommen  werden,  /(y)  soll  durch 
eine  trigonometrische  Reihe  dargestellt  werden  derart,  dass,  wenn  b  und 
f  zwei  beliebig  geringe  Grössen  sind,  n  hinreichend  gross  genommen 
werden  kann,  damit  die  Summe  der  Zwischenbögen  dieser  zweiten  Thei- 
lnng, in  welchen  die  Schranken  der  Reihe  an  keiner  Stelle  um  mehr  als 
f  über  die  Schranken  von  f(y)  hinausgehen ,  geringer  als  b  wird.  Es  ist 
dann  nur  eine  solche  Reihe  möglich. 

Gestattet  man  der  Reihe  weitere  Abweichungen  von  f{y) ,  so  gilt  der 
Satz  nicht  mehr.  So  kann  z.  6.  eine  Function  f{y)y  welche  constant  =0 
ist ,  auf  mehr  als  eine  Weise  durch  eine  Reihe  dargestellt  werden ,  welche 
in  den  Ausnahmepunkten  des  Beispiels  in  XXI  beliebige  Werthe  zwi- 
schen 1  und  0  erhalten  darf.  Man  erhält  die  Integrale  der  Reihe  in 
derselben  Weise,  wie  den  Grenzwerth  von  v  in  XXI.  Für  verschiedene 
Werthe  von  a  wird  die  Reihe  verschieden. 


Die  Fourier'sche  Reihe  hat  von  der  Bedeutung,  welche  man  der- 
selben als  Darstellungsmittel  für  Functionen  beilegte,  immer  mehr  ein- 
gebüsst.  Dirichlet  schloss  blos  solche  Functionen  aus,  bei  welchen  die 
Kreislinie  durch  Unstetigkeitspunkte  in  lauter  unendlich  kleine  Theile 
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zerlegt  ist;  von  den  übrigen  scheint  er  geglaubt  zu  haben,  dass  die  ans 
denselben  abgeleiteten  Fou  Her 'sehen  Reihen  in  allen  Punkten,  auch 
den  Häufungspunkten  der  Maxima  und  Minima,  convergent  seien.  Herr 
Du  Bois-Reymond  hat  gezeigt,  dass  Letzteres  nicht  immer  der  Fall  ist, 
was  aber  der  Anwendbarkeit  der  Fouri  er  'sehen  Reihe  als  Darstellungs- 
mittel für  Functionen  im  Grunde  keinen  Eintrag  thut.  Sie  wird  näm- 
lich, wie  hier  gezeigt  worden  ist,  auch  in  solchen  Punkten  niemals  un- 
endlich  gTOSs;    sie   theilt  vielmehr  nur  mit  anderen    Darstellungen   von 

sinx 

Functionen,  z.  B.  ,  die  Eigenschaft,  an  gewissen  Stellen  unbestimmt 

sc 

zu  werden.  Wir  sind  hier  noch  einen  Schritt  weiter  gegangen,  indem 
wir  dargethan  haben,  dass  es  Functionen  giebt,  welche  durch  die 
Fouri  er' sehe  Reihe,  auch  wenn  man  von  einzelnen  Unbestimmtheiten 
absehen  wollte,  nicht  darstellbar  sind.  Es  gehören  zu  diesen  zunächst 
eämmtliche  nicht  integrirbare  Functionen.  Wie  hier  durch  Beispiele  ge- 
zeigt worden  ist,  kommen  solche  Functionen  auch  unter  denjenigen  vor, 
welche  an  keiner  Stelle  zusammenhängend  unstetig  sind.  Wollte  man 
übrigens  nur  die  Theilbogenwerthe  solcher  Functionen  darstellen,  so 
würde  das  durch  die  Fouri  er1  sehe  Reihe  geschehen  können;  man 
brauchte  zu  dem  Ende  nur  die  Integrale  der  Reihe  blos  über  den  Th eil- 
bögen zu  nehmen.  Auch  dies  ist  aber  nicht  mehr  möglich  bei  einem 
Theile  derjenigen  Functionen,  bei  welchen  zusammenhängende  Bögen 
durch  fiuzionslose  Punkte  in  lauter  unendlich  kleine  Theile  getheilt  sind. 
Die  Endlichkeit  der  Function  vorausgesetzt,  wird  zwar  auch  hier  die 
Reihe  niemals  unendlich  gross,  aber  sie  kann  unbestimmt  werden. 


Perspectivische  Studien. 

(Nachtrag  zu  dem  Aufsätze:  „Ueber  die  Grundprincipien  der  Linearperspective' 
im  XXVI.  Bande  dieser  Zeitschrift,  1881,  S.  273.) 

Von 

Prof.  Dr.  Guido  Hauck 

in  Berlin. 


In  dem  obengenannten  Aufsätze  habe  ich  mich  vorwiegend  mit  der 
Discnssion  des  „colltnearperspeclivischen-'  Systems  befasst  und  habe 
mich  hinsichtlich  des  „conformperspectivischen"  Systems  auf  einige 
Bemerkungen  beschränkt,  welche  den  Zweck  hatten,  die  Berechtigung 
dieses  Systems  von  rein  logischem  Gesichtspunkte  ausser  Zweifel  zu 
setzen.  Die  Frage  nach  der  ästhetischen  Zulässigkeit  blieb  un- 
erörtert.  Indessen  ist  die  Erörterung  gerade  dieser  Frage  am  meisten 
geeignet,  die  Unhaltbarkeit  der  bisherigen' Theorie  der  Perspective  ins 
Licht  zu  setzen.  Wir  werden  dabei  zu  neuen  Controversen  über  das 
Wesen  des  Sehprocesses ,  speciell  Über  das  Wesen  des  ästhetischen 
Beschauens  geführt  werden  und  werden  es  erneut  bestätigt  finden, 
dass  meine  Behandlungsweise  des  perspectivischen  Problems  die  einzig 
mögliche  ist,  wenn  man  nicht  einerseits  mit  der  physiologischen  Optik, 
andererseits  mit  der  Kunstwissenschaft  in  directen  Widerspruch  ge- 
rathen  will. 

Auf  eine  Ergänzung  meines  früheren  Aufsatzes  in  der  angedeuteten 
Richtung  gebe  ich  um  so  bereitwilliger  ein,  als  ich  in  der  Lage  bin, 
mich  dabei  theilweise  auf  einen  (Gewährsmann  zu  stützen,  dessen  Auto- 
rität auf  dem  Gebiete  der  Perspective  allgemein  geachtet  ist.  Ich  meine 
De  la  Gournerie,  Er  ist  der  einzige  mir  bekannte  Autor,  der.  auf  eine 
Besprechung  der  in  meinem  früheren  Aufsatze  erörterten  principiellen 
Fragen  eingeht  und  dieselben  in  wissenschaftlichem  Geiste  behandelt. 
Wenn  ich  auch  nicht  in  Allem  seinen  Ansichten  beipflichten  kann,  so 
möchte  ich  doch  wünschen,  dass  Jeder,  der  sich  ein  Urtheil  über  die  in 
Rede  stehenden  Fragen  bilden  will,  das  Livre  V  des  trefflichen  „Tratte 
de  Perspective  lineaire"  par  Jules  de  la  Gournerie*  gelesen  haben  möchte. 

*  Paris  1859,  Dalmond  et  Dunod. 
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L   Die  Abbildung  von  krammflächigen  Objecten. 

Es  ist  bekannt,  dass  bei  der  Abbildung  von  krummflächigen  Objecten 
die  Künstler,  und  zwar  unter  ihnen  die  tüchtigsten  Perspectiviker,  sich  stets 
mehr  oder  weniger  bedeutende  Abweichungen  von  der  strengen  collinear- 
perspectivischen  Formgestaltung  erlaubt  haben.  Es  mag  genügen ,  hier  an 
die  bekanntesten  Beispiele  zu  erinnern:  Eine  Kugel,  deren  perspectivi- 
scher  Umriss  eine  Ellipse  sein  sollte  von  um  so  grösserer  Excentricität, 
je  weiter  ihr  Mittelpunkt  vom  Hauptpunkte  entfernt  ist,  wird  stets  als 
Kreis  abgebildet.  —  Bei  einer  frontal  stehenden  Reibe  von  cylindrischen 
Säulen  werden  die  Bilder  der  einzelnen  Säulen  stets  in  gleicher  Breite 
gezeichnet,  während  sie  nach  dem  colli  nearperspecti vischen  Bilde  vom 
Hauptpunkte  aus  naob  rechts  und  links  immer  breiter  werden  sollten.  — 
Auch  bei  weniger  einfachen  Flächen  findet  man  stets  bewusste  Abweich- 
ungen von  der  central perspectivischen  Contour.  De  la  Gournerie  sagt 
über  dieselben :  „J'avais  voulu  corriger  ce  gut  me  paraissait  incorrect,  ce  gut 
Velaxi  certainement  cbmme  projeclion  conigue,  et  farrivais  ä  des  formes  im- 
possibles."  —  Am  auffälligsten  treten  die  Abweichungen  zu  Tage  bei  der 
Darstellung  von  menschlichen  Figuren.  Einzelfiguren  werden  stets 
mit  so  grosser  Augdistanz  gezeichnet  —  und  es  wird  dies  auch  bei  photo- 
graphischen Aufnahmen  beobachtet  — ,  dass  das  Bild  als  geometrische 
Aufrissprojection  betrachtet  werden  kann.  Eine  kleinere  Augdistanz  er- 
zeugt perspectivische  Verkürzungen,  die  „den  Geist  verwirren,  ohne  der 
Figur  Relief  zu  geben".  Es  werden  dann  ferner  die  Staffagefiguren,  die 
in  eine  centralperspectivische  Scenerie  gestellt  werden  —  auch  in  grosser 
Entfernung  vom  Hauptpunkte  — ,  ganz  in  derselben  Weise  behandelt, 
wie  Portraitfignren.  Die  streng  central  perspectivischen  Contouren  mit 
Benützung  des  Augpunktes  der  Scenerie  würden  unmögliche  Formen 
ergeben.  —  Grössere  Figurengruppen  sollten  bei  strenger  Anwendung 
der  collinearen  Perspective  mit  nach  rechts  und  links  zunehmender  Dick- 
bauchigkeit  und  mit  gegen  den  Rand  hin  immer  länger  gezogenen  ellip- 
tischen Köpfen  gezeichnet  werden.  Es  ist  aber  noch  nie  einem  Künstler 
eingefallen,  in  dieser  Weise  central  perspectivisch  correct  zu  zeichnen. 
Allerorts  und  zu  aller  Zeit  wurden  Figurengruppen  in  parallel  perspecti- 
vischer  gerader  Ansicht  dargestellt,  auch  wenn  die  betreffende  Scenerie 
in  vollkommen  centralperspectivischer  Correctheit  gezeichnet  ist. 

Diese  Abweichungen  sind  in  der  Kunstpraxis  so  allgemein  anerkannt 
und  so  tief  eingewurzelt,  dass  es  thatsächlich  schwer  hält,  ein  male- 
risches Kunstwerk  aufzufinden,  welches  von  strengem  centralperspecti- 
vischem  Standpunkte  aus  nicht  „fehlerhaft"  gezeichnet  wäre.  Man 
kann  daher  diese  Abweichungen  nicht  mehr  als  blosse  künstlerische 
Licenzen    bezeichnen;    es   handelt   sich  hier  vielmehr  um   ein  tief  ein- 
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greifendes,  in  der  praktischen  Kunstübung  allgemein  anerkanntes  Prtn- 
cip,  und  es  bleibt  uns  nur  die  Wahl:  entweder  die  gesammte  Kunst 
zu  desavouiren  oder  dem  Glauben  an  die  Unfehlbarkeit  der  geometri- 
schen Centralperspective  zu  entsagen. 

Würden  wir  uns  für  die  erste  Wahl  entscheiden,  so  würden  wir  auf 
die  nämlichen  Irrwege  gerathen ,  in  welche  sich  ehedem  die  Naturphilo- 
sophie verrannte,  als  sie  sich  unterfing,  die  Naturgesetze  unabhängig  von 
ihren  Aeusserungen  in  den  Naturerscheinungen  a  priori  zu  construiren. 
Auch  in  der  Kunstwissenschaft  muss,  wie  überhaupt  bei  jeder  wissen- 
schaftlichen Forschung,  der  oberste  Grundsatz  gelten,  dass  wir  nimmer- 
mehr mit  der  dogmatischen  Feststellung  der  Grundprincipien  beginnen 
dürfen.  Wir  dürfen  und  können  vielmehr  nur  in  der  Art  verfahren, 
dass  wir  das  von  der  Kunstgeschichte  uns  gebotene  Material  von  Kunst- 
erscheinungen als  Beobachtungsthatsachen  anerkennen,  aus  denen  wir 
nach  den  Grundsätzen  der  exacten  Wissenschaften  rückwärts  die  Darstel- 
lungsprincipien  zu  extrahiren,  abzuklären,  mathematisch  zu  formnliren 
nnd  physiologisch  zu  begründen  haben. 

Ich  habe  diesen  Grundsatz  in  meinem  Aufsätze:  ,.  Die  Stellung  der 
Mathematik  zur  Kunst  und  Kunstwissenschaft"*  näher  ausgeführt.  Auf  die 
Perspective  angewendet,  stimmt  derselbe  mit  dem  Satze  De  In  Gournerie^s 
überein:  „  V expSvience  a  prononce.  eile  a  prouve  que  la  Projection  conique 
employee  avec  de  rertaines  precaulions  donnail  des  represenlutions  convenables: 
ort  s'esl  soumis  ä  sa  decision:  mais  au  Heu  de  reconnaitre  la  base  ex  peri- 
mentale de  la  Perspective,  les  auteurs  onl  continue  ä  präsenter  Vhypoth&se 
du  spectateur  borgne  et  immobile,  comme  une  supposition  toute  naturelle,  et 
conlre  laquelle  on  ne  saurait  elever  aucune  objeclion  serieuse" 

De  la  Gournerie  spricht  denn  auch  den  Satz  mit  aller  Unum wunden  - 
heitaus:  „La  perspective  des  surfaces  est  soumise  ä  des  lois  par- 
ticuliöres."  Aus  der  Vergleichung  einer  grossen  Anzahl  von  Kunst- 
werken leitet  er  die  praktische  Regel  ab:  man  solle  zuerst  sämmtliche 
gerade  Linien  in  Perspective  setzen,  hierauf  für  jeden  krummflächigen 
Körper  einen  mittleren  Punkt  A  wählen ,  seine  Perspective  a  construiren 
und  nun  die  räumliche  Lage  von  Augpunkt  und  Körper  so  verändern, 
dass  Augpunkt  und  Punkt  A  auf  der  Senkrechten  zur  Bildebene  durch 
Punkt  a  liegen,  und  zwar  im  nämlichen  Abstand  von  der  Bildebene,  wie 
zuvor  (der  Augpunkt  unter  Umständen  in  grösserer  Entfernung).  —  Frei- 
lich sind  die  nach  dieser  Regel  erhaltenen  Einzelresultate  noch  mehr  oder 
weniger  zu  modificiren,  um  sie  mit  dem  allgemeinen  perspektivischen 
Ensemble  in  Zusammenstimmung  zu  bringen.  Namentlich  gilt  dies  für  den 
Fall,   dass   das  krummflächige  Object  in  unmittelbarer  Beziehung  zu  ge- 


*  Vortrag,  gehalten  am  Schinkelfeet  1880.    Berlin  1880,  Ernst  &  Korn. 
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radiin  igen   Details  steht  (Rotationskörper  mit  viereckigem  Aufsatz  oder 
Untersatz,  Säule  nfuss,  Sänlenkopf,  Gesimse  etc.). 

II.    Die  oonformperspectivisohe  Abbildung. 

Man  sollte  erwarten,  dass  die  physiologische  Begründung  der  Per- 
spective eine  Aufklärung  Über  die  Berechtigung  der  besprochenen  Ab- 
weichungen von  der  strengen  centralperspectivischen  Richtigkeit  ertbeilte. 
Der  Beweis ,  der  für  die  ästhetische  Wirkung  des  perspectivischen  Bildes 
erbracht  wird,  müsste  sich  für  krummflächige  Objecto  weniger  zwingend 
erweisen,  als  für  ebenflächige.  Bestätigt  sich  diese  Erwartung  nicht,  so 
folgt  daraus  der  Schluss,  dass  entweder  die  Abweichungen  wirklich  un- 
zulässig sind ,  oder  aber,  dass  jener  Beweis  unzutreffend  ist.  Ein  Drittes 
giebt  es  nicht.  —  Da  wir  von  unserem  Standpunkte  aus  das  Erstere  nicht 
zugeben  können,   so  bleibt  uns  nur  die  zweite  Möglichkeit. 

Aus  der  gewöhnlichen  Begründung  (Glasla fei-  Begründung)  ergiebt  sich 
nun  in  der  That  keine  Berechtigung  für  jene  Abweichungen.  Vom  Projec- 
tionscentrum  aus  betrachtet,  erscheinen  z.  B.  die  richtig  als  Ellipsen  ge- 
zeichneten Köpfe  einer  Figurengruppe  wieder  vollkommen  kreisrund.  Wür- 
den dagegen  die  Figuren  alle  von  gleicher  Dicke  mit  kreisrunden  Köpfen 
gezeichnet  werden ,  so  würden  die  Randfiguren  rechts  und  links  zu  dünn 
erscheinen.  —  Man  kommt  über  die  in  Rede  stehende  Schwierigkeit  auch 
nicht  durch  das  gewöhnlich  empfohlene  Universalmittel  der  Wahl  einer 
grossen  Augdistanz  hinweg.  Die  Kunst  kann  und  will  nicht  auf  den 
durch  kleine  Augdistanzen  bedingten  perspectivischen  Reiz  verzichten. 
Namentlich  bei  Innenräumen  erweisen  sich  kleine  Augdistanzen  noch 
mehr  aus  künstlerischen ,  als  aus  praktischen  Gründen  als  unvermeidlich. 
(Als  Beleg  hierfür  mag  auf  RaffaeVs  vaticanische  Wandgemälde  hin- 
gewiesen werden,  wo  die  Augdistanz  nur  gleich  der  einfachen  Bildbreite 
ist.  Eine  Correctur  derselben  im  Sinne  einer  absoluten  centralperspec- 
tivischen Correctheit  demonstrirt  die  Widersinnigkeit  der  centralperspec- 
tivischen Unfehlbarkeit  ad  oculos,  während  andererseits  eine  Umconstruc- 
tion  für  eine  grössere  Augdistanz  die  ganze  Wirkung  der  prächtigen 
architektonischen  Scenerien  zerstört.) 

Nach  unserer  Compromisstheorie  dagegen  erledigt  sich  die  in 
Rede  stehende  Frage  auf  höchst  einfache  Weise:  Wie  ich  in  meinem 
früheren  Aufsatze  gezeigt  habe,  stellt  die  Abbildung  allgemein  einen 
Compromiss  zwischen  den  zwei  Bedingungen  der  Collinearität  und  der 
Conformität  vor,  wobei  die  Feststellung  des  Compromissmodus,  in  ana- 
loger Weise  wie 'beim  subjectiven  Anschaunngsbilde  selbst,  nach  Mass- 
gabe der  Besonderheiten  des  Objects  zu  geschehen  hat.  —  Bei  solchen 
Objecten,  wo  gerade  Linien  eine  hervorragende  Rolle  spielen,  also 
namentlich  bei  architektonischen  Objecten,  wird  die  Bedingung  der  Col- 
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linearität  in  erster  Linie  zu  befriedigen  Bein,  und  nur  soweit  es  diese 
erste  Rücksicht  gestattet,  kann  noch  der  Conformität  Rechnung  getragen 
werden.  Hieraus  ergab  sich  uns  das  colli nearperspectivische 
System. 

Ganz  anders  verhält  es  sich  aber  nun  bei  Objecten ,  die  keine  geraden 
Linien  enthalten,  also  bei  krummflächig  begrenzten  Gegenständen.  Bei 
solchen  ist  die  Collinearität  mehr  oder  weniger  gegenstandslos  und  es 
tritt  daher  das  andere  Princip,  die  Conformität,  in  den  Vordergrund. 
Oder  genauer  gesprochen :  Im  subjectiven  Anschauungsbilde  verlangt  zwar 
hinsichtlich  der  Wahrnehmung  von  wirklichen  geraden  Linien  unser  Col- 
linearitätsbewnsstsein  unbedingte  Befriedigung.  Dagegen  erweist  sich  das- 
selbe für  den  Fall,  dass  nicht  direct  gerade  Linien  vorhanden  sind,  hin- 
sichtlich der  weiteren  Consequenzen ,  die  sich  aus  der  Forderung  der 
Collinearität  ergeben  würden,  weniger  empfindlich.  Es  kommt  daher  in 
diesem  Falle  der  andere  Factor,  das  Conformitätsprincip,  zu  erhöhter 
Geltung  und  gewinnt  über  das  Collinearitätsprincip  die  Oberhand.  (So 
kommt  es  z.  B.,  dass  das  subjective  Anschauungsbild  einer  Kugel,  selbst 
in  collinearer  Umgebung,  stets  conform,  das  h eiset  kreisförmig  ist.)  Wenn 
nun  die  objective  Abbildung  eine  Wiedergabe  des  subjectiven  Anschau- 
ungsbildes sein  soll,  so  folgt  aus  dem  Gesagten,  dass  auch  in  dem  für 
die  Abbildung  einzuleitenden  Compromissmodus  bei  krnmmflächigen  Ob- 
jecten nicht  das  Princip  der  Collinearität,  sondern  das  de"r  Conformität 
wird  dominiren  müssen. 

Ich  habe  daher  schon  in  meiner  „Subjectiven  Perspective"  als  Pen- 
dant zu  dem  collinearperspeclivischen  System  ein  zweites  —  conform- 
perspeclivisches  —  System  aufgestellt,  welches  durch  folgende  Be- 
dingungeeigenschaften charakterisirt  ist:  1.  Bedingung  des  geradlinigen 
Horizontes,  2.  Bedingung  der  Verticalität ,  3.  Bedingung  der  Conformität 
längs  der  wichtigsten  Linien  f  nämlich  längs  der  Horizontlinie  und  längs 
der  Verticalen.  (In  noch  höherem  Maasse  der  Conformität  Rechnung  zu 
tragen,  erweist  sich  als  unmöglich.)  —  Man  erkennt  leicht,  dass  die  oben 
mitgetheilte  Regel ,  welche  De  la  Gournerie  für  die  Abbildung  von  krumm- 
flächigen  Objecten  giebt,  im  Resultat  ungefähr  auf  dasselbe  hinausläuft, 
wie  die  Abbildung  nach  dem  Princip  des  conformperspectivischen  Systems. 
Ich  befinde  mich  also  hier  in  vollkommener  Uebereinstimmung  mit  De  la 
Gournerie  und  —  da  De  la  Gournerie  seine  Regel  aus  dem  in  der  Kunst- 
praxis Überall  anerkannten  Darstellen  gs verfahren  abgeleitet  hat  —  auch 
in  Uebereinstimmung  mit  der  allgemeinen  Kunstpraxis.* 

*  Ich  habe  in  meiner  „Subjectiven  Perspective"  für  eine  Berechtigung  der 
conformen  Perspective  sogar  bei  eben  flächigen  Objecten  plaidirt,  soweit  als 
die  hierbei  auftretende  Verletzung  der  Geradlinigkeit  das  Auge  nicht  unangenehm 
berührt.  Ich  war  hierzu  meinen  Grundsätzen  gemäss  berechtigt,  insofern  die 
Kunstpraxis  in  der  That  die  mannigfachsten  Beispiele  dafür  aufweist.  —  Uebrigens 
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Bei  Objecten,  die  aus  eben  flächigen  und  krummflächigen  Details  zu- 
sammengesetzt sind,  hat  man  einen  Compromiss  zwischen  der  collinear- 
perspectivischen  und  conformperspectivischen  Formgestaltung  einzuleiten; 
und  zwar  wird  auch  hier  wieder  die  collineare  Perspective  dominiren 
müssen.  Man  wird  am  besten  in  der  Art  verfahren,  dass  man  die  Zeich- 
nung zunächst  collinearperspectivisch  anlegt  und  nachträglich  die  dabei 
zu  Tage  tretenden  Co nformitäts Verzerrungen  im  Sinne  der  conformen 
Perspective  modificirt.  Es  ist  dies  namentlich  für  Innen- Architekturen 
bei.  kleiner  Augdistanz  zu  empfehlen.  (In  dieser  Weise  sind  in  der  That 
Lionardo,  Raffuel  und  alle  grossen  Meister  verfahren.)  Dasselbe  Princip  wird 
vor  Allem  bei  Fignrengruppen  zur  Anwendung  gelangen  müssen.  Z.  B.  müss- 
ten  nach  der  collinearen  Perspective  die  Bandfiguren  rechts  und  links  dicker 
sein  als  die  Mittelfiguren,  was  unserem  Conformitätsbewusstsein  wider- 
sprechen würde.  Nach  der  conformen  Perspective  dagegen  mttssten  die  Rand- 
figuren (entsprechend  ihrer  grösseren  Entfernung)  dünner  sein  als  die 
Mittelfiguren;  dies  letztere  würde  aber  in  einen  unangenehmen  Widerspruch 
zu  der  collinearperspectivisch  gezeichneten  architektonischen  Scenerie  und 
ihrem  gegen  den  Rand  hin  sehr  fühlbar  werdenden ,  in  die  Breite  gezoge- 
nen, Verzerrungscharakter  treten.  Der  Künstler  hat  daher  ganz  Recht, 
wenn  er  einen  Compromiss  eingeht  und  die  Figuren  alle  von  gleicher 
Dicke  zeichnet.  • 

m.    De  la  Gournerie's  Restitutionstheorie. 

Ich  sagte  zu  Anfang  des  vorigen  Abschnittes:  die  Abweichungen 
von  der  strengen  centralperspectivischen  Richtigkeit  lassen  sich  von  dem 
alten  Standpunkte  aus  nicht  vertheidigen  oder  erklären.  Nun  hat  aber 
De  la  Gournerie  eine  Erklärung  versucht*,  welche  interessant  genug  ist, 
um  uns  zu  einer  kritischen  Beleuchtung  derselben  aufzufordern. 

De  la  Gournerie  geht  von  der  Vorstellung  einer  unbedingt  illu- 
sorischen Wirkung  des  perspectivischen  Bildes  aus  und  sucht  von 
dieser  Grundanschauung  aus  zunächst  die  Wirkung  des  Bildes  zu  erklä- 
ren für  den  Fall,  dass  es  von  excentrischem  Standpunkte  (freilich  nur 
mit  einem  einzigen  Auge)  betrachtet  wird. 

Das  sogenannte  umgekehrte  Problem  der  Perspective,  nämlich: 
für  ein  gegebenes  perspectivisches  Bild  das  räumliche  Object  zu  recon- 
strniren , .  ist  zunächst  eine  unbestimmte  Aufgabe.  Dieselbe  kann  aber 
bestimmt  gemacht  werden  dadurch,  dass  man  gewisse  Bedingungen  fest- 
ist die  diesbezügliche  Streitfrage  eine  blosse  Frage  des  individuellen  Geschmacks, 
und  ich  trage  dem  vielseitigen  Widerspruch,  der  gegen  die  Abbildung  von  Geraden 
durch  sanfte  Bogenlinien  erhoben  worden  ist,  ohne  Bedenken  Rechnung.  Es 
liegt  mir  sehr  viel  daran,  dass  durch  diese  Neben  frage  die  Aufmerksamkeit 
nicht  von  dem  Kerne  der  Sache  abgelenkt  werde.  (Vergl.  4je  Schlussworte  meines 
früheren  Aufsatzes.) 

*  S.  Traite"  de  Persp.,  Livre  V  Chap.  2  —  8. 
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setzt,  denen  das  restituirte  Object  genügen  soll,  —  Bedingungen,  welche 
sich  aus  der  Natur  der  dargestellten  Gegenstände  ergeben  müssen.  Bei 
architektonischen  Objecten  z.  B.  wird  man  jedenfalls  die  Bedingung  auf- 
stellen ,  dass  —  nach  unserer  Ausdrucks  weise  —  die  Collinearitätund 
die  Verticalität  im  restituirten  Object  erhalten  bleibe.  —  Eine 
solche  „Restitution"  führt  nun  das  Auge  beim  Beschauen  eines  Gemäldes 
unwillkürlich  aus.  In  der  That  repräsentirt  die  Illusion,  welcher  das  Auge 
beim  Beschauen  eines  Bildes  vom  Projectionscentrum  aus  unter- 
worfen ist,  nichts  Anderes,  als  eine  unwillkürliche  Restitution  des  Objectes. 

Eine  solche  illusorische  Restitution  kann  nun  aber  —  wie  für  das 
Projectionscentrum,  so  auch  für  jeden  beliebigen  andern  Standpunkt  des 
Beschauers  ausgeführt  werden.  Das  restituirte  Object  hat  freilich  für 
jeden  andern  Standpunkt  eine  andere  Gestalt.  Ist  aber  diese  nicht  all- 
zusehr verschieden  von  der  Gestalt  des  eigentlichen  Objectes,  so  wird 
der  Eindruck  des  Bildes  ein  befriedigender  sein. 

De  la  Gournerie  untersucht  nun  die  geometrischen  Beziehungen  zwi- 
schen zwei  —  zweien  verschiedenen  Augpunkten  entsprechenden  — 
Restitutionen.  Er  zeigt,  dass  dieselben  cen trisch - collinear  in  perspectiv 
vischer  Lage  sind.  In  der  allgemeinsten  Form  ist  der  betreffende  8atz 
von  Herrn  Staudigl  so  ausgesprochen  worden:* 

„Es  giebt  für  jeden  beliebigen  Punkt  0'  des  Raumes  unendlich  viele 
mit  £  (Originalsystem)  collineare  räumliche  Systeme  2f,  welche,  ans  0' 
auf  E  (Bildebene)  projicirt,  dieselbe  Projection  S  (Bildfigur)  liefern,  wie 
£  für  das  Projectionscentrum  0." 

Die  Bildebene  stellt  die  (allen  gemeinschaftliche)  Collineationsebene 
vor;  das  Collineationscentrum  M  liegt  auf  der  Verbindungslinie  der  zwei 
Augpunkte  0  und  0'.  Jedem  auf  0(f  beliebig  angenommenen  Punkte 
M  entspricht  ein  bestimmtes  System  2t.  Jedes  System  £*  hat  mit  dem 
Originalsystem  2  eine  bestimmte  Horizontalebene  gemein,  nämlich  die- 
jenige, welche  durch  das  Collineationscentrum  M  geht.  —  Wird  M  im 
unendlich  . fernen  Punkte  der  Linie  00'  angenommen,  so  hat  das  ent- 
sprechende System  £'  mit  £  die  unendlich  ferne  Ebene  gemein;  die 
zwei  Systeme  sind  affin. 

Die  Frage  nun,  welches  von  diesen  unendlich  vielen  Systemen  £' 
identisch  ist  mit  derjenigen  Restitution ,  welche  das  Auge  beim  Beschauen 
vom  Punkte  0'  aus  unwillkürlich  ausführt,  entscheidet  De  la  Gournerie 
dahin,  dass  im  Allgemeinen  die  horizontale  Bodenebene,  auf  welcher  die 
dargestellten  Objecto  aufstehen,  wieder  al6  horizontale  Ebene  restituirt 
werde.  Es  werde  daher  dasjenige  System  £'  das  bevorzugte  sein,  für 
welches   die   der  Bodenebene   des   Originalsystems   entsprechende  Ebene 


*  In  seinem  vortrefflichen  Aufsatze:  „Ueber  die  Identität  von  Constructionen 
etc.1'  Siteungsber.  d.  k.  Ak.  d.  Wiss.  z.  Wien,  math.-naturw.  CL,  64. Bd.  (1871)  S.  490. 
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wieder   horizontal  sei,   also  dasjenige»   für  welches  das  Collineationscen- 
tram  M  im  Schnittpunkte  der  Bodenebene  mit  00'  liege. 

De  la  Gournerie  sagt  nun:  Die  colli nearen  Deformationen,  wie  sie 
die  restituirten  Objecto  zeigen ,  seien  für  ebenflächige  Objecte  dem  Auge 
wenig  auffällig.  („La  eonservation  des  lignes  droiles,  condition  essentielle pour 
le  maintien  de  V Harmonie  d'une  composiiion,  est  salisfaite  dans  la  loi  geome- 
trique  de  la  restitutio?!,  pour  divers  points  de  vue,  des  ob j eis  representds  sur 
un  lableau  plan  par  une  protection  conique.  C'esl  principalement  de  lä  que 
resultent  les  effels  merveilleux  de  cel  admirable  mode  de  dessin.")  Bei  krumm- 
flächigen Objecten  dagegen  seien  die  Deformationen  viel  weniger  annehm- 
bar (eine  Kugel  z.  B.  ändert  sich  in  ein  Ellipsoid),  und  daher  sei  -für 
krummflächige  Objecte  das  centralperspectivische  Bild  ein  weniger  be- 
friedigendes, als  für  ebenflächige. 

IV.   Kritik  der  Eeetitutionstheorie. 

So  viel  Verlockendes  auch  diese  Theorie  auf  den  ersten  Blick  haben 
mag,  so  sehr  häufen  sich  die  Bedenken  gegen  dieselbe,  sobald  man  sie 
einer  eingehenderen  kritischen  Analyse  unterwirft. 

Zunächst  erheben  sich  gewichtige  Zweifel  darüber,  ob  das  von  dem 
Auge  unwillkürlich  restituirte  Object  wirklich  identisch  sei  mit  dem 
.von  De  la  Gournerie  angenommenen  System  25'.  Bei  demselben  würden 
die  horizontalen  architektonischen  Parallellinien  nicht  wieder  parallel  sein, 
sondern  gegen  einen  Punkt  convergiren,  während  sie  doch  Jedermann 
unwillkürlich  als  horizontal  und  unter  sich  parallel  restituiren  wird«  Vor 
Allem  aber  macht  Herr  Wiener  sehr  richtig  darauf  aufmerksam,*  dass 
—  für  eine  Stellung  des  beschauenden  Auges  unterhalb  der  Abbildung 
des  hinteren  Bandes  der  begrenzten  Bodenfläche  —  die  Restitution  der 
Bodenfläche  durch  das  Unendliche  hindurchgehen  und  hinter  dem  Rücken 
des  Beschauers  endigen  würde.  Man  beachte  dabei,  dass  in  unseren 
Wohnräumen  die  Bilder  fast  durchweg  über  Augenhöhe  aufgehängt  sind, 
dass  also  jene  absurde  Art  der  Restitution  sogar  die  gewöhnliche  sein 
würde. 

Herr  Wiener  nimmt  daher  an ,  dass  die  vom  Auge  unwillkürlich  aus- 
geführte Restitution  nicht  das  von  De  la  Gournerie  bevorzugte  System  2?', 
sondern  vielmehr  das  oben  erwähnte  affine  System  sei. 

Es  lässt  sich  nicht  leugnen,  da6S  hierdurch  sehr  viel  gebessert  ist. 
Indessen  erheben  sich  auch  gegen  die  affine  Restitution  gewichtige  Beden- 
ken. Die  architektonischen  Parallellinien  sind  nun  in  der  Restitution  aller- 
dings wieder  parallel;  aber  alle  horizontalen  Linien  und  Flächen  sind 
schief.  Und  zwar  erkennt  man  leicht,'  dass  sie  parallel  der  Ebene  durch 
Horizontlinie  und   das   beschauende  Auge  0'  sind.     Legen   wir  als  Bei- 


*  In  einer  Priyatcorrespondenz. 
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spiel  wieder  die  in  unseren  Wohnräumen  gewöhnliche  Art  der  Aufhäng- 
ung der  Bilder  zu  Grunde,  so  sind  hier  scheinbare  Neigungswinkel  der 
horizontalen  Flächen  von  30  bis  45  Grad  nichts  Ungewöhnliches.  Nun 
kann  man  sich  bei  Strassenscenen  allenfalls  die  Bodenfläche  aufsteigend 
denken,  nicht  aber  die  Dachgesimse.  Bei  Interieurs  ferner  wird  das 
Auge  in  der  unwillkürlich  ausgeführten  Restitution  unter  allen  Um- 
ständen eine  horizontale  Bodenebene  supponiren.  Vollends  eine  nach 
hinten  schief  aufsteigende  Deckenebene  zu  restituiren,  wird  keinem  Be- 
schauer einfallen ,  oder  richtiger:  wird  sich  keiner  gefallen  lassen.  Eis  ist 
eine  starke  Zumuthung,  den  ästhetischen  Genuss  beim  Beschauen  eines 
Gemäldes  eben  darin  zu  erblicken ,  dass  dem  Auge  ein  räumliches  Object 
von  unmöglicher  Gestalt  illusorisch  vorgezaubert  werde. 

Somit  kann  auch  das  affine  System  nicht  dasjenige  sein,  welches 
das  Auge  unwillkürlich  restituirt.  —  Welches  ist  es  aber  dann?  Eines 
der  Systeme  £  muss  es  doch  wohl  sein? 

Dies  Letztere  ist  nun  eben  die  Frage.  Es  ist  in  keiner  Weise  be- 
wiesen, sondern  ist  reine  Fi ction.  De  la  Gournerie  nimmt  an,  dass  der 
Beschauer  das  restituirte  räumliche  Object  wirklich  zu  sehen  glaube,  dass 
also  die  Restitution,  welche  er  unwillkürlich  ausführt,  durch  Vermittelung 
einer  sinnlichen  Illusion  zu  Stande  komme.  Dies  ist  aber  eine 
Hypothese,  die  nicht  blos  nicht  bewiesen  ist,  sondern  deren  Unrichtig- 
keit sich  auch  leicht  durch  directes  Experiment  nachweisen  lässt. 

Es  ist  ganz  richtig,  dass  die  unwillkürliche  Restituirung  des  Objectes 
eine  sehr  wichtige  Rolle  beim  Beschauen  eines  malerischen  Kunstwerkes 
spielt  und  daher  ein  Moment  von  grösster  Bedeutung  für  die  ästhetische 
Wirkung  des  Bildes*  ist.  Allein  dieselbe  wird  nicht  durch  einen  rein 
mechanischen  illusorischen  Zauber  bewirkt,  sondern  repräsentirt  vielmehr 
einen  Act,  der  in  der  geistigen  Vorstellung  vorsieh  geht,  bei  welchem 
also  das  Verstandesurtheil  und  die  geistige  Einbildungskraft  die  Haupt- 
rolle spielen.  Wir  haben  es  hier  wieder  mit  dem  pro  ton  pseudos  zu 
thun,  das  die  ganze  Verwirrung  angerichtet  hat  und  dessen  Bekämpfung 
das  A  und  Sl  meiner  ganzen  Polemik  bildet:  Es  ist  nicht  wahr,  dass 
das  Sehen  (und  zumal  das  ästhetische  Beschauen)  einen  blos  sinnlich- 
mechanischen Vorgang  repräsentirt,  wie  die  alte  Theorie  annimmt«  Es 
kommen  dabei  vielmehr  wesentlich  psychische  Momente  ins  Spiel. 

Jeder  Beschauer  wird  die  unwillkürliche  Restitution  so  ausführen, 
dass  er,  seinem  Verstandesurtheil  folgend,  die  geraden  Linien  geradlinig, 
die  Parallelen  parallel  und  die  Horizontalen  horizontal  restituirt.  Nun 
giebt  es  aber  unter  den  Systemen  <£'  keines,  welches  die  zwei  letzt- 
genannten Eigenschaften  zugleich  «befriedigte.  Nur  das  Originalsystem  £ 
genügt  dieser  Forderung.  —  Würde  nun  die  unwillkürliche  Restitution  durch 
Vermittelung  einer  sinnlichen  Illusion  erfolgen,  d.  h.  würde  das  Auge  das 
restituirte  Object  realiter  vor  sich  stehen  sehen,   dann  müsste  es  aller- 
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dings  eines  der  Systeme  £'  sein.  Ist  aber  die  Restitution  eine  Func- 
tion des  Verstandesurtheils ,  so  ist  dieser  Schluss  keineswegs  gerechtfer- 
tigt. Es  kann  dann  sehr  wohl  auch  von  excentrischem  Standpunkte  aus 
das  wirkliche  Object  £  restituirt  werden. 

Man  beachte  wohl,  dass,  wenn  De  la  Gournerie  sagt:  „La  conserva- 
tion  des  lignes  droiles  est  satisfaite  dans  la  loi  geome'trique  de  la  restitutio*, 
etc.",  er  sich  eigentlich  in  einem  Zirkel  bewegt.  Denn  der  De  la  Gour- 
nerie  SiaudigP eche  Satz  ist  nichts  als  ein  anderer  Ausdruck  der  zu  An- 
fang aufgestellten  Hypothese,  jeder  geraden  Linie  des  Bildes  müsse  in 
der  Restitution  wieder  eine  gerade  Linie  entsprechen.*  Dies  Letztare 
ist  aber  eine  rein  intellectuelLe  Forderung,  die  mit  der  intellectuellen 
Forderung  der  Parallelität  der  architektonischen  Linien  und  der  Hori- 
zontalität  von  Bodenebene  und  Deckenebene  vollkommen  coordinirt  ist 
und  mit  sinnlicher  Illusion  schlechterdings  nichts  zu  thun  hat. 

Wie  schon  oben  erwähnt,  kann  die  Richtigkeit  dieser  meiner  Auf- 
fassung durch  directes  Experiment  erwiesen  werden. 

Man  beobachte  zunächst  ohne  alle  Voreingenommenheit,  in  welcher 
Weise  man  beim  Beschauen  eines  Bildes  von  excentrischem  Standpunkte 
aus  unwillkürlich  die  Restitution  ausführt.  Man  wird  sich  überzeugen, 
dass  hier  von  einer  Illusion  absolut  nicht  die  Rede  ret,  dass  es  vielmehr 
lediglich  das  Verstand esurtheil  ist,  welches  die  geraden  Linien  geradlinig, 
die  Bodenebene  und  Deckenebene  horizontal,  die  Parallelen  parallel, 
die  Verticalen  vertical  u.  s.  w.  restituirt. 

Nun  suche  man  aber  weiter  durch  Zwang  eine  Illusion  wirklich  zu 
erzeugen.  —  Beim  Beschauen  mit  zwei  Augen  gelingt  dies  nie,  beim 
Beschauen  mit  einem  Auge  nur  schwer.  Das  Vers  tan  desurth  eil  lehnt 
sich  eben  gegen  jede  unwahrscheinliche  Gestaltung  unwillkürlich  auf.  — 
Dagegen  gelingt  es  leicht,  wenn-  man  das  eine  Auge  zuerst  an  die  Stelle 
des  Projectionscentrums  bringt  und  von  hier  aus  allmälig  durch  stetige 
Bewegung  in  excentrische  Stellung  überführt.  Beim  Betrachten  vom 
Projectionscentrum  aus  ist  die  Herstellung  der  Illusion  leicht,  weil  hier 
das  Verstandesurtheil  nicht  opponirt,  sondern  sogar  unterstützt.  Hat 
man  dann  aber  einmal  die  räumliche  Illusion  erzeugt,  so  gelingt  es  un- 
schwer, sie  festzuhalten,  wenn  man  das  Auge  stetig  vom  Projectionscen- 
trum weg  bewegt.  Man  sieht  dann,  wie  das  restituirte  räumliche  Object  seine 
Qestalt  stetig  ändert;  und  zwar  wird  man  finden,  dass  die  Aenderungen 
und  Verschiebungen  im  Allgemeinen  der  Wienerischen  Annahme  ent- 


*  Hieraus  folgt  zunächst,  dass  zwei  Systeme  2'  zu  einander  in  der  Verwandt- 
schaft der  allgemeinen  Collineation  stehen  müssen.  Dass  aber  diese  Collineation 
eine  centrische  in  perßpectivischer  Lage  ist,  folgt  dann  anmittelbar  aus  dem  Um- 
stände, dass  beide  Systeme  2'  ein  ebenes  System  (Bildfigur  S)  gemeinsam  haben. 
(Es  dürfte  hierin  zugleich  der  einfachste  und  natürlichste  Beweis  des  De  la  Gottr- 
nerie  ~8taudigVwshen  Satzes  enthalten  sein.) 
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sprechen.  Es  erfordert  jedoch  immer  einigen  Zwang,  die  Illusion  festzu- 
halten;  man  muss  das  Verstau desnrtheil  mit  Gewalt  zurückdrängen. 

Man  halte  nnn  eine  solche  illusorische  Restitution  (2.  B.  mit  nach 
hinten  aufsteigender  Bodenebene  und  Deckenebene)  fest  und  beantworte 
sich  dabei  aufrichtig  die  Frage,  ob  durch  diese  Art  des  gezwungenen, 
geistlosen  Sehens  wirklich  ein  ästhetischer  Genuas  bedingt  ist,  ob  hierin 
wirklich  die  ästhetische  Wirkung  des  Bildes  begründet  ist? 

Endlich  öffne  man  plötzlich  das  (seither  verschlossen  gehaltene)  an- 
dere Auge  — :  die  ganze  Illusion  ist  im  selben  Moment  wie  weggeblasen. 
Man  sieht  die  vorher  nach  hinten  aufsteigende  Deckenebene  förmlich 
herunterschnappen.  Man  mag  sich  zwingen,  wie  man  will:  es  gelingt 
nicht,  die  Illusion  festzuhalten. 

Ich  möchte  Jedermann  bitten,  diese  sehr  instructiven  Versuche  in  einer 
Gemäldegalerie  bei  verschiedenen  guten  Bildern  anzustellen.  Sie  scheinen 
mir  entscheidend  zu  sein.  —  Es  ist  eine  deprimirende  Thatsache,  dasa 
trotz  aller  theoretisch  •  ästhetischen  Erörterungen  noch  nicht  einmal  das 
Wesen  des  ästhetischen  Beschauens  festgestellt  ist,  dass  die  Theorie 
der  schönen  Künste  heute  noch  auf  Anschauungen  aufgebaut  ist,  nach 
denen  die  Einäugigkeit  als  ein  beneidenswertes ,  zu  höheren  ästheti- 
schen Genüssen  befähigendes  Glück  erscheinen  muss.  Es  dünkt  mich, 
die  höchste  Zeit  zu  sein ,  dass  über  diese  Fundamentalfrage  der  Aesthetik 
endlich  Klarheit  geschafft  werde.  So  lange  dies  nicht  geschehen  ist, 
kann  von  einer  richtigen  Definition  des  Begriffes  „Abbildung14  und  in 
engem  Zusammenhang  damit  —  von  einer  richtigen  Begründung  der 
Perspective  nicht  die  Bede  sein. 

Kehren  wir  übrigens  wieder  zu  De  la  Gournerie'B  Theorie  zurück,  so 
bekämpfe  ich  au  derselben  nur  die  Voraussetzung,  dass  die  vom  Beschauer 
unwillkürlich  ausgeführte  Restitution  durch  Vermittelung  einer  Illusion 
erfolge.  Sobald  man  die  Theorie  in  der  Art  modificirt,  dass  man  den 
Vorgang  bei  der  unwillkürlichen  Restitution  als  einen  geistigen  an- 
erkennt, fallen  alle  Schwierigkeiten  von  selbst  hinweg.  In  diesem  Sinne 
verstanden,  kommt  der  unwillkürlichen  Restitution  allerdings  eine  grosse 
Bedeutung  beim  Beschauen  eines  malerischen  Kunstwerkes  zu,  und  ich 
sehe  es  als  ein  entschiedenes  Verdienst  von  De  la  Gournerie  an,  dass  er 
die  Aufmerksamkeit  hierauf  gelenkt  hat. 

Mit  den  angedeuteten  Beschränkungen  stimmen  denn  auch  die  am 
Schlüsse  des  vorigen  Abschnittes  (S.  243)  citirten  Worte  De  la  Gournerie'B: 
„  La  conservalion  des  lignes  droiles  etc.16  vollkommen  mit  meiner  Auffassung 
überein.  Denn  nur  dann,  wenn  die  Abbildung  die  Bedingung  der  Col- 
•  linearität  erfüllt,  kann  das  räumliche  Object  nachträglich  wieder  collinear 
restituirt  werden.  De  la  Gournerie  fordert  also  im  Interesse  der  unwill- 
kürlichen Restitution  indirect  die  nämlichen  Bedingungen  für  die  Abbil- 
dung, welche  ich   auf  directem  Wege  aus  der  Natur  des  Sehprocesses 
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and  der  Definition  des  Begriffes  „Abbildung"  abgeleitet  habe.  —  Es  ist 
indessen  auf  das  Unzureichende  der  Betrachtungsweise  De  la  Gournerie's 
hinzuweisen,  wenn  derselbe  nur  die  Bedingungen  der  Collinearität  und  der 
Verticalität  in  Betracht  zieht  und  diese  allein  für  die  gute  Wirkung  des 
perspecti vischen  Bildes  verantwortlich  macht.  Die  citirten  Worte  sind  in 
gleicher  Weise  giltig  für  sämmtliche  der  Bediugung  der  Collinearität  und 
Verticalität  genügenden  perspectivischen  Systeme,  auch  für  solche,  denen 
nichts  weniger  als  eine  ästhetische  Wirkung  zukommt.  Die  diesbezüg- 
liche Lücke  kann  nur  durch  Herbeiziehung  des  Princips  der  Conformität 
ausgefüllt  werden. 

Celerum  censeö:  Meine  Behandlungs weise  des  perspectivischen  Pro- 
blems ist  bis  jetzt  die  einzige,  welche  sich  nicht  in  Widersprüche  mit 
der  Logik,  mit. der  physiologischen  Optik  und  mit  der  Kuustpraxis  ver- 
wickelt. —  Sie  ist  zwar  etwas  umständlicher,  als  die  alte  Theorie ;  allein 
es  ist  ja  gewiss  nicht  meine  Schuld,  dass  der  Sehprocess  leider  nicht  so  sehr 
einfach  ist,  als  die  alte  Theorie  annahm.  Diese  alte  Theorie  ist  in  ihrer 
Unhaltbarkeit  blossgelegt,  das  herrschende  Dogma  von  dem  mechanischen 
Charakter  des  Sehprocesses  und  der  einäugig- illusorischen  Wirkung  eines 
Bildwerkes  ist  gestürzt  und  damit  der  Boden  für  eine  sachgemässe  Be- 
handlungsweise  der  Theorie  der  bildenden  Künste  geebnet.  —  Die  dar- 
gelegte neue  Auffassung  des  perspectivischen  Problems  musste  sich  so 
gewiss  geltend  machen,  so  gewiss  der  Poncele fache  Begriff  der  Homologie 
sich  erweitert  hat  zu  dem  Möbius'achen  allgemeinen  Begriffe  der  Co l- 
lineationsverwandtschaft.  —-  Die  alte  Theorie  begründete  nur  die 
Panoramaperspective  und  unterschob  dann  unbewiesen  die  Behauptung, 
dass  die  Panoramagesetze  auch  für  die  Staffeleikunst  massgebend  seien. 
Meine  Theorie  begründet  die  Perspective  zunächst  für  die  Staffeleikunst 
und  zeigt  nebenbei,  dass  dieser  Perspective  u.  A.  auch  eine  illusorische 
Eigenschaft  zukommt,  welche  sie  für  panoramatische  Zwecke  ausgezeich- 
net geeignet  macht. 

Es  sei  mir  übrigens  zur  Verhütung  von  Missverständnissen  gestattet, 
hier  zu  wiederholen,  was  ich  schon  in  meiner  „  Subjectiven  Perspective" 
ausgesprochen  habe:  Wenn  ich  auch  die  seitherige  Begründung  der  Per- 
spective für  absolut  ungenügend  erkläre,  so  möchte  ich  doch  ihren  päda- 
gogischen Werth  in  keiner  Weise  beeinträchtigen.  Ich  bin  keineswegs 
der  Meinung,  der  Unterricht  in  der  Perspective  solle  mit  den  in  meinem 
früheren  Aufsatze  gegebenen  Erörterungen  beginnen.  Man  beginne 
immer  mit  der  Ableitung  der  „Panorama-  Perspective"  vermittelst  der 
Glastafel-BegTÜndung;  man  unterlasse  es  aber  nicht,  an  den  Schluss 
des  Lehrganges  eine  allgemeine  Betrachtung  Über  das  Wesen  der  ästhe- 
tischen Wirkung  des  perspectivischen  Bildes  im  Sinne  meines  früheren 
und  des  gegenwärtigen  Aufsatzes  zu  setzen. 
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XTV.  Construction  algebraischer  Ausdrücke  mit  Hilfe  von  Involutionen 

auf  Kegelschnitten. 

Bezeichnet  man  mit  xx  and  x%  die  Parameter  eines  Systems  von 
einfacher  Unendlichkeit,  so  ist  die  allgemeine  Relation,  die  zwischen 
ihnen  eine  quadratische  Involution  festsetzt, 

axtx%  +  ß(xx  +  x^)  +  y  =  0 
oder  Ä 

Es  möge  nun  im  Folgenden  das  Element,  welches  dem  Parameter- 
werthe  x  entspricht,  stets  mit  px  und,  wenn  px  ein  Punkt  des  Kegel- 
schnittes K  ist,  die  Tangente  in  px  mit  Tx  bezeichnet  werden. 

1.  Wenn  p0  und  p*  ein  Paar  entsprechender  Punkte  sind,  so  folgt 
aus  der  Gleichung  der  Involution 

oder  .«,^  +  r-O 

1)  xx  x^  =  const. 

2.  Wenn  /)<*  ein  Doppelpunkt  ist,  so  ist 

/*(*!+**)  +  ?  =  <>> 

2)  xt  +  x2  =  const. 

3.  Sollen  p0  und  p«,  die  beiden  Doppelpunkte  sein,  so  muss 

3)  x1  +  x2  =  0. 

Diese  Gleichungen  können  zur  Construction  algebraischer  Ausdrücke 
benutzt  werden.  Vor  allem  Andern  werden  die  einzelnen  Elemente 
(Punkte)  durch  Parameter  fhrirt.  Als  Parameter  kann  man  z.  B.  die 
Abscissen  in  der  geraden  Punktreihe,  die  Parameter  eines  mit  dem  ge- 
gebenen Gebilde  projectivischen  Systems  einfacher  Unendlichkeit,  das 
Theilverhältniss  in  Bezug  auf  zwei,  oder  das  Doppelverhältniss  in  Bezug 
auf  drei  Elemente  annehmen.  Denn  drei  Elementen  eines  Systems  von 
einfacher  Unendlichkeit  kann  man  beliebige  Parameterwerthe  zuordnen, 
aber  dann  ist  der  Parameter  jedes  Elementes  eindeutig  bestimmt,  und 
umgekehrt. 

Addition. 

Wenn  man  in  der  Involution 
1)  xl+x2=*  const. 

das  dem  p0  entsprechende  Element  pc  aufsucht,  so  ist 
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*i  +  *i  — e+0, 
so    dass   die   Operation    der   Addition  auf  die   Vervollständigung   dieser 
Involution  zurückgeführt  ist.     Es  ist  nämlich  pXl  und  pXi  ein  Elementen- 
paar  einer  Involution,   der  auch  pc  und  p0  als  Paar  angehören  und  in 
welcher  p»  ein  Doppelelement  ist. 

Hat  man  z.  B.  zwei  Strecken  oa  und  ob  auf  einer  Geraden  G  zu 
addiren,  so  nehme  man  in  der  Ebene  einen  beliebigen  Kegelschnitt  (Kreis) 
K  an.  Projicirt  man  o%ayb  aus  $,  einem  Punkte  von  &\  und  nennt  ihre 
Projectionen  />0,  pa,  Pbt  und  bezeichnet  den  Schnitt  der  von  s  parallel 
zu  G  gezogenen  Geraden  mit  /><»,  so  ist  hierdurch  jedem  Punkte  von  K 
und  G  ein  bestimmter  Werth  des  Parameters  zugewiesen. 

Nun  treffe  paPb  T<»  in  0  (Centrum  der  Punktinvolution  auf  K),  so 
wird  nach  1)  ap0  IC  in  pa+h  schneiden,  und  es  ist  oa  +  ob  =  oc,  wenn 
c  den  Schnitt  von  G  mit  spa+b  bezeichnet. 

Um  also  P«t+«,  aus  pXl  und  pXi  zu  constmiren,  verbindet  man  den 
Schnitt  von  pXxpx%  und  7^  mit  p0,  welche  Gerade  K  in  pXx+**  trifft. 

Soll  xx  +  x9  +  x3  =  c  .  construirt  werden ,  so  construire  man  zuerst 
xx+x2  aa  c  und  dann  c  +  x8  =  c'1  indem  man  wieder  T&  m\i  pcpXt  in  o' 
schneidet  und  if  mit  ap0  in  c'  zum  Durchschnitte  bringt. 

In  derselben  Weise  kann  die  Summe  beliebig  vieler  Werthe  (Punkte) 
xi  +  x%  +  •  •  •  +  xn  =  G  construirt  werden. 

Da  die  Anordnung  der  Addenden  auf  das  Resultat  ohne  Einfluss  ist, 
so  wird  man,  wenn  obige  Summe  in  irgend  einer  Art  in  zwei  Parti  al- 
summen  zerlegt  wird,  bei  der  Bestimmung  der  diesen  letzteren  Summen 
entsprechenden  Punkte  zu  Punktepaaren  einer  und  derselben  Involution 
gelangen,  deren  Centrum  2  der  Schnitt  von  Tw  mit  pcp0  ist. 

Die  Anzahl  dieser  Punktepaare  ist  gleich  der  Anzahl  der  verschie- 
denen Arten ,  in  der  n  Addenden  in  zwei  Partialsummen  zerlegt  werden 
können,  das  ist  also,  wie  sich  leicht  ergiebt,  2"-1  — 1. 

Sind  pXx  und  pXt  imaginäre  Punkte,  aber  ihre  Verbindungslinie  reell, 
so  kann  Pxx+*%  als  reeller  Punkt  nach  derselben  Weise  construirt  werden. 
—  Die  involutorischen  Eigenschaften  des  vollständigen  Vierseits  ergeben 
sich  ab  specieller  Fall.  Die  vier  Punkte  pXx ,  px, ,  px$ ,  pXi  mögen  addirt 
werden.     Dann  sind  nach  dem  Früheren 

Punktepaare  einer  und  derselben  Involution.  Infolge  dessen  entstehen 
in  p0  und  auf  T^  ebenfalls  Involutionen.  Die  Punktepaare  auf  T»  sind 
aber  nichts,  als  die  Schnitte  der  Gegenseiten. 

Die  Multiplication  mit  ganzen  Zahlen  kann  auf  die  Addition  zurück- 
geführt werden,  da  2x  =  x+x,  und  dies  wird  construirt,  indem  man  x 
mit  x  verbindet,  d.  h.  Tx  zieht  und  deren  Schnitt  auf  7^  mit  p0  ver- 
bindet.    Daraus  kann  dann  3x=2x  +  x  etc.  construirt  werden. 
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Das  arithmetische  Mittel  0  =  —^ — -  wird  construirt,  indem  man  au» 

dem  Schnittpunkte  von  pXlPx9  mit  7^  die  zweite  Tangente  an  den  Kegel- 
schnitt zieht,  deren  Berührungspunkt  pc  ist. 

Die  Subtraction  folgt  schon  durch  Umkehrung  der  Addition.    Ausser- 
dem können  mit  Hilfe  der  Oleichung 

3)  *  xl+xi  =  0 

negative  Grössen  eingeführt  werden.  Das  Centrum  a  dieser  Involution 
liegt,  da  p0  und  p^  Doppelpunkte  sind,  in  dem  Durchschnittapunkte  von 
T0  und  7^.    Man  findet  also  — x  als  zweiten  Schnittpunkt  von  xa  und  K. 

Die  Differenz  zweier  Zahlen  kann  auf  mehrere  Arten  construirt  wer- 
den.    Da  man  statt  rr,  —  x2  =  c  auch  schreiben  kann 

*i  +  0  =  *8  +  c, 


so  wird  pXl— #2  gefunden,  indem  man  den  Schnitt  von  pSlPo  auf  T^  mit 
P*7  verbindet,  welche  Gerade  K  in  pXl— *,  trifft. 

Ausserdem  kann  noch  auf  drei  Arten  subtrahirt  werden ,  entsprechend 
den  drei  Formen  der  Differenz  xl  —  xi: 

[*,+(-•*)].    [-(*t-*i)],    [-K+(*i)H- 

Construirt  man  wirklich  die  beiden  ersten  Formen,  so  erhält  man  den 
Beweis  folgenden  Satzes: 

Zwei  Secanten  p0a  und  p0by  die  durch  einen  Punkt  p0  des  Kegel- 
schnittes Ä' gehen,  bestimmen  auf  der  Curve  und  einer  Tangente  T^  vier 
Punkte  pXlt  /?,,,  a,  6,  *deren  wechselseitige  Verbindung  K  in  zwei  Punk- 
ten pXl— *2  und  />*,—*,  trifft,  welche  mit  <f,  dem  Schnitte  von  TQ  und  7^, 
in  einer  Geraden  liegen. 

Da  xt-\-x2  sich  auch  in  die  Formen  bringen  lässt 

K-(-ag],    [-(-*,-[+*!])],    {-[-*.+(-**)]}. 

so  lässt  sich  die  Addition  jetzt  viel  mannichfaltiger  ausführen. 

Multiplication. 

Wenn  die  Zahl  alac2  =  c  construirt  werden  soll,  so  ist  hierzu,  wie 
schon  aus  der  Definition  der  Multiplication  folgt,  die  Einheit  nöthig.  Es 
muss  also  auf  dem  Kegelschnitte  der  Punkt  gegeben  sein,  dessen  Para- 
meter die  Einheit  ist.  Dann  liegen  zwischen  p0  und  px  alle  positiven 
echten,  zwischen  p0  und  p^  alle  positiven  unechten  Brüche,  zwischen  p0, 
/>_i  und  p«,  alle  entsprechenden  negativen.  Jede  Gerade,  die  den  Kegel- 
schnitt nicht  in  reellen  Punkten  schneidet,  bestimmt  zwei  imaginäre 
Punkte;  diese  sind  conjugirt  imaginär,  weil  ihre  Summe  und  ihr  Product, 
wie  unten  gezeigt  wird,  reell  ist.  Durch  <$>  den  Schnitt  von  T0  und  T9% 
gehen  Strahlen,  welche  K  entweder  in  reellen  oder  in  rein  imaginären 
Punkten  schneiden.  Denn  die  Summe  solcher  zwei  conjugirt  er  Zahlen  ist  0« 
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Die  Multiplication  geschieht  mit  Hilfe  der  Formel 
1)  xxx%~cAy 

welche  die  Gleichung  einer  Involution  ist,  in  der  p0  und  /?«*  ein  Paar 
bilden.  Auf  p0p<x,,  die  wir  die  Fnndamentalgerade  F  nennen  wollen, 
wird  das  Centram  der  Involution  liegen.  Man  findet  also  das  Product, 
indem  man  den  Schnitt  von  Pxxpx%  auf  F  mit  px  verbindet,  welche  Ge- 
rade K  in  pe  trifft. 

Die  Punkte  p0  und  p^  können  imaginär  sein,  wenn  sie  als  Schnitt 
punkte  von  K  mit  einer  reellen  Geraden  auftreten.  Auch  die  unendlich 
weite  Gerade  kann  als  Fundamentalgerade  verwendet  werden.  Im  Falle 
der  Hyperbel  ist  unter  dieser  Voraussetzung  ö  der  Mittelpunkt,  und  dann 
sind  auf  dem  einen  Aste  die  positiven,  auf  dem  andern  die  negativen 
Zahlen.  Die  Multiplication  wird  ausgeführt,  indem  man  von  px  zap«,/)«, 
eine  Parallele  zieht. 

1.  Anmerkung.  Der  Pascal' sehe  Lehrsatz  kann  mit  Hilfe  dessen 
folgendermassen  bewiesen  werden:  Man  nehme  als  Fundamentalgerade 
die  Verbindungslinie  der  Punkte  III  und  IV  an,  welche  Schnitte  der 
Gegenseitenpaare  p^P^  Px4Px,\  ttr,P*.>  PxhPx%  sind.  Da  die  Producte 
je  zweier  Zahlen,  deren  Verbindungslinien  durch  denselben  Punkt  der 
Fund  amental  geraden  gehen,  einander  gleich  sind,  so  ist 

xi  x%  ==  xa  x&  >     *^6^fi ==  ^a^s » 
hieraus 

somit 

xi  xe  ==  ^8^4* 
Das  Product  xxxB  ist  also  gleich  tfsjc4,   infolge  dessen  gehen  pXiPx% 
und  pSiPxt  durch  denselben  Punkt  der  Fundamentalgeraden. 

2.  Anmerkung.  Dass  ein  einem  Kegelschnitt  umschriebenes  Vierseit 
dasselbe  Diagonaldreieck  hat,  wie  das  Viereck  aus  den  Berührungspunk- 
ten PxlPsiPxtPx4i  kann  auch  daraus  gefolgert  werden:  Es  sei  m  der 
Schnittpunkt  der  Tangenten  in  pXl  und  px«,  und  n  der  Schnittpunkt  der 
Tangenten  in  px%  und  /»«,,  und  man  nehme  die  Diagonale  mn  als  Fun- 
damentalgerade*    Dann  ist 

in  8  a—  <*•  *  /**  *  — —  •*•  * 

*1    —  «*4  >       "t    —  ^S) 

und  da  die  Punkte  nicht  identisch  sein  sollen, 

X*  —  — ~~  * a  j       •*»•  ^~  "^  *«  • 

Also  ist 

•^  1  ^*5  ==  *^2  *^4  ' 

d.  h.  PxxPx%  und  PxtPx*  schneiden  sich  auf  Fy  der  Diagonale  des  umschrie- 
benen Vierseite.  Ebenso  kann  man  dies  bei  den  anderen  Diagonalen 
nachweisen,  woraus  die  Identitftt  der  beiden  Diagonaldreiecke  folgt. 

Um  die  ganze  Potenz  xn  zu  construiren,  construirt  man  zuerst 
«*  =  #.#,   daraus  xz  etc.     Da  j/a?  =  j/a?  =  a?.l,  so  construirt  man  die 
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Quadratwurzel,  indem  man  aus  dem  Schnittpunkte  von  pxpx  mit  F  die 
Tangenten  an  den  Kegelschnitt  zieht.  Aus  der  Construction  folgt  }/x=  +  c. 
Wählt  man  x  negativ,  so  schneidet  pxpx  ^innerhalb  des  Kegelschnittes, 
die  Wurzeln  sind  also  imaginär. 

Reciproke  Werthe   lassen  sich   aus  x. —  =  1.1  einfach  construiren. 

Man  verbindet  px  mit  dem  Schnitte  von  F  und  7\,  welche  Oerade  K  in 
p±  trifft. 

X 

Jede  complexe  Zahl  lässt  sich ,  aber  nur  gleichzeitig  mit  der  ihr  con- 
jugirten,  construiren.  Denn  a  +  bi  und  a  —  6t  geben  addirt  2a.  Ihre 
Verbindungslinie  schneidet  also  T^  in  demselben  Punkte  m,  wo  T^  von 
Ta  getroffen  wird.  Die  Multiplication  der  beiden  conjugirt  imaginären 
Grössen  giebt  a8  +  6*.  Also  bestimmt  plPa1-\-b'i  auf  F  einen  Punkt  n  der 
gesuchten  Geraden.  Die  Gerade  mn  schneidet  K  in  den  Punkten  a  +  6i 
und  a  —  6i. 

Sollen  aber  die  zwei  conjugirt  imaginären  Werthe  bestimmt  werden, 
in  denen  eine  Gerade  mn  einen  Kegelschnitt  schneidet,  so  lässt  sich  dies 
durch  Umkehrung  der  Construction  Bewerkstelligen.  Der  reelle  Theil  a 
wird  gefunden,  indem  man  aus  dem  Schnitte  von  T&  mit  mn  die  Tan- 
gente an  K  legt.  Der  Parameter  des  Berührungspunktes  ist  a.  Die  Ge- 
rade, welche  px  und  den  Schnitt  von  mn  mit  F  verbindet,  trifft  den 
Kegelschnitt  in  pa*-\-b**  Davon  subtrahirt  man  a*.  Die  Wurzel  aus  dem 
Beste  giebt   +6.     Die  Zahlen  sind  also  a  +  bi. 

Die  Division  kann  auf  die  Multiplication  zurückgeführt  werden,  da 
man  statt  x1:x2  =  c  auch  xi.l  =  x%.c  schreiben  kann.  Der  Punkt  pXl:x* 
wird  also  construirt,  indem  man  den  Schnitt  von  ptpXl  und  F  mit  /?*, 
verbindet,  welche  Gerade  K  in  pc  trifft. 

Auch  kann  man  dividiren 

9  1  1  8 

Führt  man  die  Construction  aus,  so  müssen  pc  und  p\:e  nach  dem  Frühe- 
ren auf  eine  Gerade  zu  liegen  kommen,  die  F  in  demselben  Punkte 
schneidet,  wie  Tx. 

Wien.  Ludwig  Kotanti,  Stud.  phil. 


XV.  Constructive  Lösung  der  Aufgabe :  Eine  Oerade  zu  bestimmen,  die 
zwei  durch  ihre  .rechtwinkligen  Projectionen  gegebene  windschiefe 
Oerade  unter  vorgeschriebenen  Winkeln  sehneidet. 
(Hierzu  Taf.  III  Fig.  3  u.  4.) 
Sind  g  und  h  (Fig.  3)  zwei  windschiefe  Gerade  und  ist  AB  zur  ge- 
suchten Geraden,  die  mit  g  den  Winkel  er,   mit  h  den  Winkel  ß  bilden 


Kleinere  Mittheilungen.  253 


soll,  parallel,  so  erhalten  wir  in  den  beiden  rechtwinkligen  Dreiecken  A B C 
und  A  BD%  die  entstehen ,  wenn  durch  irgend  einen  Punkt  B  der  A  B  eine 
Parallele  zu  h  gezogen,  auf  diese  von  A  das  Loth  AD  und  von  B  auf  g 
das  Loth  BC  gefällt  wird,  die  Mittel  zu  einer  einfachen  Lösung  unserer 
Aufgabe.  Nämlich  da  der  Winkel  ABB  =ß  ist,  so  können  jene  Drei- 
ecke in  der  durch  g  parallel  zu  k  gelegten  Ebene  gezeichnet  und  durch 
Drehung,  wobei  ABC  eine  Bewegung  um  AC,  BAD  eine  solche  um  AB 
ausführt,  in  die  angedeutete  Lage  gebracht  werden.  Nachdem  ist  nur 
noch  durch  A  B  und  g  eine  Ebene  zu  legen ,  deren  Schnittpunkt  mit  h  zu 
bestimmen  und  durch  diesen  eine  Parallele  zu  AB  zu  ziehen. 

Eine  solche  Lösung  führen  wir  im  Sinne  der  darstellenden  Geometrie, 
wie  folgt,  durch. 

In  Fig.  4  sind  gi ,  g2  und  hx ,  A2  bezüglich  die  gegebenen  Projectio- 
nen  der  windschiefen  Geraden  g  und  ä;  5,,  S2  die  Spuren  der  durch  g 
parallel  zu  h  gelegten  Ebene  S;  ti  die  Projection  von  h  auf  dieser 
Ebene  und  (g),  (ti)  die  mit  £  in  die  erste  Projectionsebene  herabgeschla- 
genen Geraden  g,  ti.  Wir  tragen  an  (g)  in  einem  beliebigen  Punkte  A 
den  Winkel  o,  ferner  in  irgend  einem  Punkte  B  seines  freien  Schenkels 
an  diesen  den  Winkel  ABD  =  ß  und  fällen  von  B  und  A  bezüglich  die 
Lotbe  BC  und  AD  auf  (g)  und  BD]  ziehen  wir  noch  durch  A  die  Nor- 
male zu  (ti)  und  im  Abstände  BD  zu  jener  eine  Parallele,  die  BC  in  (ti) 
schneidet,  so  ist  von  derjenigen  Geraden  ab,  welche  zur  gesuchten  parallel 
ist,  A(b')  die  herabgeschlagene  Projection  auf  S.  Der  Abstand  de6  Punk- 
tes b  von  der  Ebene  S  ist  (ti)  (6).  Schlagen  wir  nun  die  Punkte  A%  (ti) 
in  die  Ebene  S  zurück,  wodurch  wir  die  ersten  Projectionen  alf  b\  be- 
kommen, und  errichten  in  0'  auf  S  ein  Loth  gleich  der  Strecke  (b')(b), 
so  giebt  der  Endpunkt  b  desselben,  mit  a  verbunden,  was  für  beide 
Projectionen  ausgeführt  ist,  die  Gerade  ab.  Durch  ab  und  g  legen  wir 
die  Ebene  7,  bestimmen  deren  Schnittpunkt  e  mit  K  und  ziehen  durch 
diesen  endlich  die  Parallele  x  zu  ab]  damit  erhalten  wir  eine  Gerade, 
die  der  Aufgabe  genügt,  deren  es  bekanntlich  im  Allgemeinen  vier  giebt. 

Hannover,  9.  November  1881.  M.  Prtzold. 


Preisangaben 

der 

Fürstlich  Jablonowski'schen  Gesellschaft. 

Mathematisch  -naturwissenschaftliche  Section. 

1.  Für  das  Jahr  1883. 
Für  manche  weniger  erforschte  Gebiete  der  Krystallographie  hat  sich 
das  Studium  der  durch  Einwirkung  von  Lösungs-  und  Corrosionsmitteln 
auf  den   Kry  stall  flächen   erzeugten   sogen.  Aetzfiguren   in   hohem   Grade 
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erspriesslich  erwiesen.  Einerseits  ist  es  wünschenswerth ,  die  zahlreichen, 
in  dieser  Hinsicht  an  Mineralien  nnd  künstlichen  Kry stallen  gemachten 
and  in  sehr  verschiedenen  Zeitschriften  seit  einer  langen  Reihe  von  Jahren 
mitgetheilten ,  nur  lose  untereinander  zusammenhängenden  Untersuchungen 
kritisch  zu  sammeln  und  von  einem  bestimmten  wissenschaftlichen  Ge- 
sichtspunkte aus  zur  einheitlichen  Darstellung  zu  bringen,  insbesondere 
aber  auch  die  bisherigen  Ermittelungen  durch  weitere  neue  zu  vermehren 
und  zu  ergänzen,  wobei  noch  die  früher  weniger  erörterten  Fragen  Be- 
rücksichtigung verdienen ,  in  welcher  Weise  die  Form  der  Aetzeind rücke 
von  der  Natur  des  Aetzmittels  und  von  der  Verschiedenartigkeit  der 
Kiystallflächen  abhängig  ist,  ferner,  wie  sich  die  Aetzeind  rücke  bei  iso- 
morphen Substanzen  verhalten.  Andererseits  ist  es  aber  von  noch  höhe- 
rer Bedeutung,  wenn  solche  ältere  und  selbstständige  neue  Untersuch- 
ungen dazu  verwerthet  werden,  durch  Entwickelung  neuer  allgemein 
giltiger  und  berechtigter  Sätze  unsere  Kenntnisse  von  den  Cohäsions«  und 
Structurverhältni6sen  der  Kry  st  alle  zu  erweitern  und  die  Frage  zu  lösen, 
ob  die  Aetzfiguren  die  Form  der  den  Krystall  aufbauenden  Molecule 
wiedergeben. 

Die  Gesellschaft  wünscht  daher 

eine  Zusammenstellung  unserer  bisherigen  Kenntnisse 
und  der  durch  selbstständige  Untersuchungen  nach  den 
angegebenen  Richtungen  hin  neu  gewonnenen  Erfah- 
rungen über  die  Aetzfiguren  der  Krystalle,  ferner  eine 
daraus  sich  ergebende  Ableitung  allgemeiner  Sätze, 
welche  für  die  Auffassung  der  Cohäsions-  und  Struc- 
tur Verhältnisse,  sowie  der  Molecularbeschaffenheit  der 
Krystalle  von  Wichtigkeit  sind. 
Preis  700  Mark. 

2.  Für  das  Jahr  1883. 
Unser  Mitglied,  Herr  W.  Hanke  1,  hat  in  seiner  Abhandlung  „Ueber 
die  photo-  und  thermoelektrischen  Eigenschaften  des  Flussspathesu  (im 
20.  Bd.  der  Abb.  d.  königl.  sächs.  Ges.  d.  Wies.,  12.  Bd.  der  Abh.  d.  math.- 
phys.  Olasse)  den  Nachweis  geführt,  dass  auf  farbigen  Flussspathkry stal- 
len durch  die  Einwirkung  des  Lichtes  elektrische  Spannungen  erregt 
werden.  Diese  photoelektrische  Erregung  der  bezeichneten  Krystalle  ist 
eine  Folge  der  Einwirkung  des  Lichtes  auf  den  in  ihnen  enthaltenen 
Farbstoff;  die  hierdurch  eingeleiteten  Vorgänge  werden  durch  die  Structur 
der  Substanz  in  bestimmter  Weise  beeinflusst,  so  dass  die  elektrischen 
Yertheilungen  in  strenger  Abhängigkeit  von  der  Gestalt  und  dem  Wachs- 
thum  der  Krystalle  erscheinen.  Dieselben  stehen  ferner  bei  dem  Fluss- 
spath  in  engster  Beziehung  zu  den  durch  Temperaturänderungen  erzeug- 
ten thermoelektrischen  Spannungen,   dergestalt,   das  beim  Beliebten  die- 
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selben  Polaritäten,  wenn  auch  in  grösserer  oder  geringerer  Intensität, 
auftreten ,  wie  bei  steigender  Temperatur.  Ob  bei  anderen  Krystall  formen 
und  namentlich  bei  anderen  Farbstoffen  die  eben  erwähnte  Beziehung 
fortbesteht,  läset  sich  im  Voraus  nicht  entscheiden.  Für  eine  weitere 
Verfolgung  der  elektrischen  Wirkungen  des  Lichtes  werden  wahrschein- 
lich nur  sehr  wenige  Mineralien  ausser  dem  Flussspathe  tauglich  sein; 
dagegen  steht  zu  erwarten,  dass  es  gelingen  werde,  auf  künstlich  dar- 
gestellten, mit  geeigneten  Farbstoffen  imprägnirten  Krystallen  die  photo- 
elektrischen Erscheinungen  hervorzurufen. 

Die  Gesellschaft  stellt  daher  als  Preisaufgabe: 

Die  Nachweisung  und  nähere  Bestimmung  der  durch 
Einwirkung  des  Lichtes  auf  künstlich  dargestellten 
und  mit  geeigneten  Stoffen  gefärbten  Krystallen  her- 
vorgerufenen photoelektrischen  Spannungen,  sowie 
ihrer  Beziehung  zu  den  durch  Temperaturänderungen 
erzeugten  thermoelektrischen  Erregungen. 
Preis  700  Mark. 

3.  Für  das  Jahr  1884 

wiederholt  die  Gesellschaft  die  zunächst  für  1880  ausgeschriebene,  damals 
aber  ohne  Bearbeitung  gebliebene  Aufgabe. 

Nachdem  durch  die  embryologischen  Untersuchungen  der  letzten 
Jahre  der  Nachweis  erbracht  ist,  dass  der  Körper  sämmtlicher  Thiere  — 
mit  Ausschluss  der  sogen.  Protozoen  —  in  ähnlicher  Weise  aus  Keim- 
blättern sich  aufbaut,  entsteht  die  Frage,  ob  der  Antheil,  welchen  diese 
Blätter  an  der  Entwickelung  der  einzelnen  Organe  und  Gewebe  nehmen, 
überall  genau  der  gleiche  ist  oder  nicht;  eine  Frage,  die  dann  natur- 
gemäss  weiter  zu  der  Untersuchung  führt,  ob  dieser  Antheil  durch  die 
specifischen  Eigenschaften  der  Keimblätter  oder  durch  anderweitige  Mo- 
mente bedingt  ist.  In  Anbetracht  der  grossen  Bedeutung,  welche  die 
Entscheidung  dieser  Fragen  für  die  Auffassung  der  thierischen  Organi- 
sation hat,  wünscht  die  Gesellschaft 

eine  auf  eigene  Untersuchungen  gegründete  Kritik  der 
Lehre  von  der  Homologie  der  Keimblätter. 

Da  die  zur  Bearbeitung  dieser  Aufgabe  nöthigen  Untersuchungen 
einen  längern  Aufenthalt  an  der  See  nothwendig  machen  dürften,  also 
ungewöhnliche  Kosten  verursachen ,  sieht  sich  die  Gesellschaft  veranlasst, 
den  dafür  ursprünglich  festgesetzten  Preis  von  700  Mark  auf  1000  Mark 
zu  erhöhen. 

4.  Für  das  Jahr  1885. 

Die  Theorie  der  Flächen  dritter  Ordnung  hat  durch  die  neueren 
Untersuchungen    von    Schläfli,    Klein,    Zenthen    und   Bodenberg 
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einen  gewissen  Abschluss  erhalten,  insofern  es  jetzt  möglich  ist,  die 
Gesammtheit  der  bei  diesen  Flächen  auftretenden  Gestalten  mit  Leich- 
tigkeit zu  überblicken.     Hieran  anknüpfend,  wünscht  die  Gesellschaft 

eine  in  gleichem  Sinne  durchzuführende  Untersuchung 
der  allgemeinen  Flächen  vierter  Ordnung. 
Die  mannigfachen  Betrachtungen  über  die  Gestalten  der  Complex- 
fläche,  welche  Plücker  in  seiner  „Neuen  Geometrie  des  Baumes "  ge- 
geben hat,  sowie  die  allgemeinen  Untersuchungen  von  Roh n  Über  Kum- 
mer9 sehe  Flächen  werden  dabei  ebenso  als  Vorarbeiten  zu  betrachten 
sein,  wie  die  Angaben  von  Zeuthen  und  Krone  über  die  Flächen 
vierter  Ordnung  mit  Doppelkegelschnitt.     Preis  700  Mark. 


Die  anonym  einzureichenden  Bewerbungsschriften  sind,  wo  nicht  die 
Gesellschaft  im  besondern  Falle  ausdrücklich  den  Gebrauch  einer  andern 
Sprache  gestattet,  in  deutscher,  lateinischer  oder  französischer 
Sprache  zu  verfassen ,  müssen  deutlich  geschrieben  und  p  a  g  i  n  i  r  t ,  ferner 
mit  einem  Motto  versehen  und  von  einem  versiegelten  Couvert  begleitet 
sein,  das  auf  der  Aussenseite  das  Motto  der  Arbeit  trägt,  inwendig  den 
Namen  und  Wohnort  des  Verfassers  angiebt.  Die  Zeit  der  Einsendung 
endet  mit  dem  30..  November  des  angegebenen  Jahres,  und  die 
Zusendung  ist  an  den  Secretär  der  Gesellschaft  (für  das  Jahr  1882  Geh. 
Hofrath  Prof.  Dr.  R.  Leuckart,  Thalstrasse  15b)  zu  richten.  Die  Re- 
sultate der  Prüfung  der  eingegangenen  Schriften  werden  durch  die  Leip- 
ziger Zeitung  im  März  oder  April  des  folgenden  Jahres  bekannt  gemacht. 

Die  gekrönten  Bewerbungsschriften  werden  Eigenthum  der  Gesell- 
schaft, welche  sich  vorbehält,  im  gegebenen  Falle  die  dafür  ausgesetzten 
Preise  nach  ihrem  Ermessen  von  700  Mark  auf  1000  Mark  zu  erhöhen. 

W.  Röscher,  Präses. 
O.  Curtiug.    W.  Hankel.    A.  Leskien.    R.  Leuckart. 
W.  Scheibner.    O.  Voigt.    F.  Zarnoke.    F.  Zirkel. 


XI. 

Erzeugung  von  Complexen  ersten  und  zweiten  Grades 
aus  linearen  Congruenzen. 

Von 

Dr.  A.  Weiler 

in  Hottiugen. 
Hierzu  Tai.  IV  Fig.  1  —  20. 


Einleitung. 
Eine  lineare  Congruenz  besteht  aus  allen  Strahlen,  welche  zwei 
feste  Geraden ,  die  Directricen ,  gleichzeitig  schneiden.  Wenn  die  Direc- 
tricen  in  allgemeiner  Lage  sind,  so  ist  die  Cohgruenz  eine  allgemeine. 
Schneiden  sich  die  Directricen,  so  entsteht  eine  zerfallende  Congruenz. 
Ihre  Bestandteile  sind  ein  Bündel  nnd  ein  Strahlfeld.  Sind  die  Direc- 
tricen zwei  (sich  nieht  schneidende)  unendlich  nahe  Raumgeraden ,  so  ist 
die  Congruenz  eine  specielle.  Dieselbe  kann  auch  in  folgender  Weise 
definirt  werden:  Die  Ebenen  durch  eine  Gerade  (Directrix)  werden  den 
Punkten  auf  derselben  projcctivisch  zugeordnet.  Die  Strahl  husch  el  aus 
jenen  Punkten  in  den  ihnen,  entsprechenden  Ebenen  bilden  die  Con- 
gruenz. 

Complexe  ersten  Grades. 

Ein  linearer  Complex  hat  bekanntlich  die  Eigenschaft,  dass  alle  seine 
Geraden,  welche  eine  bestimmte  Baumgerade  treffen,  noch  eine  zweite 
(conjugirte)  Gerade  schneiden.  Die  Congruenz,  deren  Directricen  jene 
Gerade  und  deren  conjugirte  sind,  gehört  ganz  dem  Complex  an.  Die 
Conjugirte  einer  Complexgeraden  liegt  der  letzteren  unendlich  nahe. 

Der  lineare  Complex  enthält  od4  lineare  Congruenzen.  Beschreibt 
eine  Directrix  einen  Büschel  Ak  (vom  Scheitel  A  in  der  durch  A  gehen- 
den Ebene  A),  so  beschreibt  die  andere  einen  Büschel  BB  und  es  sind 
die  Sirahlen  beider  Büschel  in  projecti  vis  eher  Zuordnung,  im  Büschel 
Ak  kommt  ein  Complexstrahl  vor  und  da  seine  conjugirte  Linie  mit  ihm 
zusammenfällt,  so  folgt:  Die  Scheitel  A,  B  der  beiden  Büschel  liegen  in 
der  Schnittlinie  ihrer  Ebenen  A,B  und  AB  =  kB  entspricht  sich  selbst. 
—    Hiernach  lässt  sich  der  lineare  Complex  erzeugen  aus  oc1 

ZeiUchrift  f.  Mathematik  u.  Physik  XXVJI,  5.  17 
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linearen  Congruenzen,  deren  Directricen  zwei  projecti- 
vische  Büschel  bilden,  welche  einen  gemeinsamen  und  selbst- 
entsprechenden Strahl  haben.  (Sylvester'sche  Erzeugungsweise.)* 
Für  den  nämlichen  Complex  ist  dies  auf  od*  Arten  ausführbar. 

Indem  man  beim  allgemeinen  linearen  Complex  ausgeht  von  einem 
Büschel  von  Complexstrahlen ,  erhält  man  weiter  folgende  Erzeugung  des 
Complexes:  Er  wird  gebildet  durch  ex1  specielle  Congruenzen, 
deren  Directricen  rf19  tfs,  ...  ein  Büschel  Ak  bilden.  Dem 
Punkte  A  entspricht  stets  die  Ebene  A.  Der  Complex  ist  be- 
stimmt durch  zwei  der  speciellen  Congruenzen.  Für  den  nämlichen  Com- 
plex ist  diese  Erzeugung  auf  oo8  Arten  möglich. 

Für  den  speciellen  linearen  Complex  gelten  jene  Erzeugungen 
aus  linearen  Congruenzen  noch.  Wenn  für  die  projeeti  vischen  Strahl - 
hüschel  AA>  #B  die  Scheitel  in  der  Linie  AB  zusammenfallen  und  AB 
sich  selbst  entspricht,  so  zerfallen  die  entstehenden  Congruenzen  und  der 
Complex  wird  speciell.  —  An  Stelle  dessen  lasse  man  A  mit  B  zusam- 
menfallen und  A  von  B  verschieden  sein,  so  bilden  die  Directricenpaare 
zwei  perspectivische  Büschel  in  einerlei  Ebene. 

Andere  Erzeugungen  des  linearen  Complexes  aus  Congruenzen  ergeben 
sich  als  Specialfälle  bei  Behandlung  der  Complexe  zweiten  Grades.  Bringt 
man  die  Strahlen  der  einen  Regelschaar  einer  Fläche  zweiten  Grades  in 
involutorische  Zuordnung,  so  ergiebt  jedes  Strahlenpaar  eine  Congruenz 
des  Complexes.**  Ist  die  Involution  parabolisch,  so  entsteht  der  spe- 
cielle Complex. 

Complexe  aweiten  Grades. 

Es  giebt  im  Ganzen  58  Complexe  zweiten  Grades.***  Von  ihnen 
zerfallen  8  und  von  den  übrigen  49  eigentlichen  Complexen  lassen  sich 
38  aus  linearen  Congruenzen  erzeugen. 

Wenn  nämlich  ein  Complex  zweiten  Grades  aus  linearen  Congruen- 
zen besteht,  so  bilden  die  Directricen  eine  (irreducible  oder  zerfallende) 
Regelfläche,  die  nothwendig  zur  Singularitätenfläche  gehört.  Denn  für 
die  Punkte  und  Ebenen  dieser  Directricen  zerfallen  die  Complex -Kegel 
und  Kegelschnitte.  Also  müssen  die  Singularitätenflächen  der  hier  zu 
untersuchenden  Complexe  Linienflächen  sein. 

Wenn  man  umgekehrt  weiss,  dass  für  einen  Complex  zweiten  Gra- 
des die  Singularitäten  fläche  eine  Linienfläche  ist,  so  kann  man  daraus 
schliessen,  dass  dieser  Complex  aus  linearen  Congruenzen  besteht.  —  Sei 

•  Gomptes  rendus  1861,  t.  62.  —  Im  Uebrigen  vergl.  Plücker,  „On  a  new 
Geometry  of  epace",  Trans,  of  the  Camb.  Phil.  Soc,  Vol.  XI,  Part.  I,  7  (1866). 

**  Vergl.  Chasles,  Liouville's  Journal  1839,  t.  IV  pag.  348. 

***  Vergl.  meine  Dissertation:  Ueber  die  verschiedenen  Gattungen  der 
Complexe  zweiten  Grades,  Math.  Annalen  Bd.  VII  S.  145. 
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nämlich  e  eine  Erzeugende  der  Linienfiäcbe,  jedoch  nicht  gleichzeitig 
Complexstrahl.  Dann  zerfällt  in  jeder  Ebene  A  durch  e  (Tangential- 
ebene der  Singularitätenfläche)  der  Complexkegelschnitt  in  zwei  Büschel, 
deren  Scheitel  Slf  S2  nie  auf  e  fallen.  Ebenso  bilden  die  durch  einen 
Punkt  A  auf  e  gehenden  Complexstrahlen  zwei  Büschel,  deren  Ebenen 
Et,  E2  nie  durch  e  gehen.  —  Dreht  man  A  um  e,  so  bilden  die  Punkte 
St,  S2  einen  Ort  zweiter  Ordnung,  welcher,  mit  jedem  Punkte  von  e  ver- 
bunden, zwei  Büschel  liefern  muss.  Das  ist  nur  dann  möglieb,  wenn 
dieser  Ort  aus  zwei  Geraden  besteht  (die  mit  e  zwei  lineare  Congruenzen 
des  Complexes  ergeben).  —  Ist  e  ein  Complexstrahl,  so  muss,  wie 
eine  dem  Vorigen  entsprechende  Betrachtung  lehrt,  der  Ort  der  Punkte 
StS9  bestehen  aus  e  und  einer  weiteren  Geraden.  In  e  vereinigen  sich 
somit  zwei  zusammengehörige  Directricen.  Ihre  Congruenz  ist  speciell 
und  besteht  aus  allen  Tangenten  der  Fläche  an  e.  (Die  Anwendung  des 
Satzes  von  der  Erzeugenden  der  Singularitätenfläche,  welche  Complexstrahl 
ist,  und  der  Umkehrung  dieses  Satzes  ist  dann  nicht  immer  giltig,  wenn  e 
auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  liegt,  von  der  die  andere  Schaar  von 
Erzengenden  aus  Directricen  besteht.)  —  Ist  endlich  die  (zur  Schaar  der 
Directricen  gehörende)  Gerade  e  Doppelgerade  des  Complexes,  so 
fallen  beide  zugehörenden  Directricen  mit  e  zusammen  (und  es  ist  e  ein 
Doppelstrahl,  resp.  eine  Rückkehrgerade  der  gesammten  Singularitäten- 
fläche). 

Mit  Hilfe  der  eben  bewiesenen  Sätze  erkennt  man ,  dass  alle  die  38 
Complexe  zweiten  Grades,  deren  Singularitäten  flächen  Regelflächen  sind, 
aus  linearen  Congruenzen  bestehen.  Die  Erzeugenden  der  Regelfläche 
sind  die  Directricen  (bei  Flächen  zweiten  Grades  im  Allgemeinen  nur 
die  der  einen  Schaar,  die  der  andern  Schaar  sind  dann  stets  doppelte 
Complexgeraden ,  welche  allen  Congruenzen  angehören.) 

Nachdem  man  nun  die  Gleichungen  der  verschiedenen  Gattungen  der 
Complexe  kennt,  sowie  die  zugehörigen  Singularitätenflächen,  so  besteht 
eine  sichere  und  einfache  Methode  zur  Bestimmung  der  Zusammengehö- 
rigkeit der  Erzeugenden  zu  Directricen  in  Folgendem:  Man  drückt  die 
Lage  zweier  Punkte  P,  Q  der  Singularitätenfläche  aus  durch  Parameter 
aiß]  y»  o\  berechnet  die  Coordinaten  von  PQ^  setzt  in  die  Gleichung 
des  Complexes  ein  und  erhält  die  Bedingung  dafür,  dass  PQ  Complex- 
gerade  ist.  Seien  «,  y  die  Parameter  der  Erzeugenden,  auf  welchen  P 
und  0  liegen,  so  müssen  die  Coefficienten  der  Glieder  mit  ß,  ö  einen 
gemeinsamen  Factor  haben,  der  nur  a,  y  enthält.  Setzt  man  ihn  gleich 
Null,  so  hat  man  die  Beziehung  zwischen  den  Parametern  der  Erzeu- 
genden, welche  Directricen  paare  sind.* 

*  Die   hier  gegebene  Methode  ist  verschieden   von  der  von  Herrn  Fiedler 

angedeuteten.    Vergl.   Geometrische  Mitteilungen,  Vierteljahrsachrift  der 

naturf.  Gesellschaft,  Zürich,  1879,  Bd.  XXIV  S.  186. 

17* 
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Für  die  folgende  Untersuchung  halte  ich  mich  an  die  in  meiner  Dis- 
sertation angenommenen  Bezeichnungen.  Die  zu  den  Elementartheilern 
gehörenden  Wurzeln  l  oder  lineare  Functionen  derselben  sind  durch  die 
Buchstaben  a,  ft,  r,  d  ersetzt.  —  Bei  jedem  Complex  sind  der  Vollstän- 
digkeit wegen  die  Gleichungen,  welche  ihn  und  seine  singulären  Linien 
bestimmen ,  vorangestellt.  Darauf  folgt  die  Gleichung  der  Singularitäten- 
fläche. 

Der  Behandlung  der  einzelnen  Fälle  mag  noch  die  Bemerkung  voran- 
geschickt werden,  dass  in  vielen  Fällen  die  gegebene  Erzeugung  sich  so 
verallgemeinern  lässt,  dass  Complexe  höheren  Grades  entstehen. 

Complex  [(11)11111,  Nr.  1  (der  Dissertation). 

1)  fl«  «(pn*  +  pA*)  +      26p13p42      +  c(Pl*+P23*)  +      ZdpuPn     =0, 

2)  Sl'=ab(p13*  +  pJ)  +  (a*  +  b*)piSp4,  +  cd(pu*+p2^ 

3)  a  (,/>  -  c*)  {y*y*  +  y*y*)  +  c(b*~  a*)  {g*y*  +  yfy3*) 

+  2\b(d*-c*)-d(b*-a*)\yiy2y,y4  =  Q. 

Die  Singnlaritätenfläche  ist  die  XI.  Gattung  von  Cremona's  Linien- 
flächen vierten  Grades.  —  Wir  gelangen  in  diesem  Falle  durch  eine  ein- 
fache geometrische  Betrachtung  zum  Ziele  (Fig.  1). 

Es  sei  e  eine  Erzeugende  der  Fläche  F,  P  ein  Punkt  auf  e  und  P 
die  zu  P  gehörende  Tangentialebene  von  F.  Die  Ebene  P  schneidet  F 
in  e  und  einer  Curve  dritter  Ordnung  Cz  ohne  Doppelpunkt,  welche  durch 
P  geht  und  e  in  den  Punkten  A,  B  trifft,  in  denen  e  die  beiden  Doppel- 
geraden  von  F  schneidet.  In  dieser  singulären  Ebene  P  des  Complexes 
löst  sich  die  Complexcurve  auf  in  zwei  Büschel,  deren  Scheitel  M,  N  auf 
6T3  liegen  und  deren  Verbindungslinie  als  singulare  Linie  des  Complexes 
durch  den  zugehörigen  singulären  Punkt  P  geht.* 

Wäre  e  eine  von  den  vier  Erzeugenden  von  F,  welche  zugleich  Com- 
plexgeraden  sind  (Diss.  S.  157),  so  würde  e  die  Directrix  einer  speciellen 
Congruenz  sein  (s.  die  Einleitung  dieses  Aufsatzes).  Infolge  dessen  würde 
der  Büschel  PP  dem  Complexe  angehören,  also  einer  von  den  Punkten 
Mj   N  nach   /'  rücken  und  MN  wäre  die  in  P  an  C3  mögliche  Tangente. 

In  jedem  der  beiden  Fälle  zerfällt  die  Congruenz  zweiten  Grades 
der  e  schneidenden  Complexgeraden  in  zwei  lineare,  deren  zweite  Dircc- 
tricen  die  durch  M  und   N  gehenden  Erzengenden  von   F  sind. 

Trifft  irgend  eine  Erzeugende  d  auf  F  die  Cs  in  Z),  so  ziehe  PMy 
Dfly  welche  Cs  noch  in  />',  D"  schneiden.  Durch  />',  D"  gehen  auf  F 
noch  die  Erzeugenden  rf\  rf"  und  es  gehören  die  Congrnenzen  dd\  dff' 
dem  Complex  an. 


*  Vergl.  PI  (ick  er,  Neue  Geometrie  des  Baumes,  Nr.  320.  —  Die  singu- 
lären Linien  in  P  sind  MN  doppelt  gezählt  und  die  Tangenten  an  6'a  in  M  und  J^. 
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Erzeugung  des  Complexes  [(11)1111].  Auf  einer  allgemei- 
nen Linienfläche  vierten  Grades  F  mit  zwei  Doppelgeraden, 
Cremona  XI,*  wähle  man  eine  beliebige  Erzeugende  e,  auf 
dieser  einen  Punkt  P.  Die  in  P  an  F  gelegte  Tangentialebene 
P  schneide  F  nebst  in  e  noch  in  der  Curve  dritter  Ordnung 
6'3,  auf  welcher  man  wiederum  einen  Punkt  M  willkürlich 
wählt.  Die  Strahlen  des  Büschels  MF  schneiden  Cs  in  Punkte- 
paaren DD',  DXD\  etc.  und  die  durch  diese  Paare  gelegten 
Paare  ddf,  d1d'1  etc.  v«on  Erzeugenden  von  F  sind  die  Direc- 
tricen  von  od1  Congruenzen,  deren  Gesammtheit  der  Com- 
plex  ist.  —  Dieser  Complex  läset  sich  auf  zwei  verschiedene  Arten  in 
genannter  Weise  erzeugen,  resp.  in  zwei  getrennte  Schaaren  von  je  oo1 
Congruenzen  zerlegen. 

Führt  man  bei  der  gegebenen  Erzeugung  an  Stelle  des  Punktes  M 
die  beiden  Punkte  My  N  (deren  Verbindungslinie  durch  P  geht)  ein  und 
benutzt  man  beide  gleichzeitig,  so  entsteht  der  Complex  doppelt.  Die 
aus  M  und  N  an  C3  gezogenen  Tangenten  liefern  die  vier  speciellen  Con- 
gruenzen des  Complexes.  Ihre  Directricen  gehen  durch  die  Berührungs- 
punkte jener  Tangenten  und  sind  die  vier  einzigen  Erzeugenden  von  F, 
welche  zugleich  Complexgerade  sind. 

Die  gegebene  Erzeugung  des  Complexes  gilt  auch  dann  noch,  wenn 
M  auf  6T3  mit  P  coincidirt. 

Hat  man  durch  gleichzeitige  Benutzung  der  Punkte  M%  N  zu  jeder 
Directrix  d  (auf  F)  die  beiden  zugehörigen  (fy  rf"  bestimmt,  so  erhält 
man  die  singulären  Linien  des  Complexes  als  die  Gesammtheit 
von  oo1  Regeischaaren,  welche  je  rf,  d*,  (f'  gleichzeitig  schneiden.  Alle 
enthalten  die  beiden  Doppelgeraden  von  F.  Wenn  somit  die  Doppel- 
geraden xy  y  von  F  und  eine  singulare  Linie  s  bekannt  sind,  so  lassen 
sich  sofort  oo1  singulare  Linien,  nämlich  die  Erzeugung  a:,  y}  s  eines 
Hyperboloids  linear  construiren.  ** 

Complex  [(111)1111,  Nr.  2. 

1)  ß  =  -  a  {pis-p4iy  +  t>  (pi4+Pw)*  -  c  (pu  -  ^3)2=  0, 

2)  Ä'=  -  a2(/>18-/W2  +  P(Pu+Pn?  ~  c\Pu-Px>)*  =  <>> 

3)  (y^s-y^^o. 

Die  Singularitätenfiäche  ist  vom  zweiten  Grade,  doppelt  zählend. 
Sie  enthält  das  Vierseit  ^ /J2 .43  ^4  cles  Coordinatentetraeders.     Die  eine 


*  Vergl.  die  Abhandlung  des  Herrn  Cremona:  „Sülle  superficie  gobbe 
di  quarto  grado",  Memoria  deü'Accademia  delle  scienze,  t  VIII  (serie  2«). 

**  Ist  F  gegeben,  so  kann  man  leicht  alle  Complexe  zweiten  Grades  con- 
struiren, welche  F  zur  Singularitätenfläche  haben.  Man  wähle  nämlich  P  als 
festen  Punkt  und  lasse  die  singulare  Linie  MN  den  Büschel  PP  durchlaufen. 
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Erzeugung  -J=^  =  /J  besteht  aus  doppelten  Complexgeraden.     Die  an 

dere  Regelschaar  ist  ??  =  ??  =  «.  —  Der   Schnittpunkt   P  dieser  beiden 

Strahlen  0,  a  hat  die  Coordinaten  yl:yi:y9:y4~ ß:*ß:*:l.  Ein  weite- 
rer Punkt  Q  der  Fläche  sei  ö:yS:y:l.  Für  PQ  als  Complexstrahl  ergiebt 
sich  aus  1) 

4)  (6-c)a2y2-«l«  +  y)8  +  2(6  +  c)ay  +  (6-c)  =  0. 

Die  Zuordnung  der  Strahlen  a,  y  zu  Directricenpaaren  ist  eine  (2,2)- 
deutige.  Zerfallende  Congruenzen  treten  nicht  auf,  dagegen  giebt  es 
vier  specielle.     Man  erhält  sie,. indem  man  in  4)  a=y  setzt. 

Setzt  man  die  Coordinaten  von  PQ  in  2)  ein  oder  ersetzt  man  in 
4)  ay  b,  c  durch  deren  Quadrate,  so  erhält  man  eine  Gleichung,  welche 
mit  4)  die  singulären  Linien  ergiebt.  Man  erfährt  so,  dass  die  singulä- 
ren  Complexstrahlen  vier  von  den  linearen  Congruenzen  ausmachen. 

Indem  man  weiterhin  noch  den  Complexkegelschnitt  in  einer  belie- 
bigen Ebene  des  Raumes  einführt,  bat  man: 

Erzeugung  des  Complexes  [(111)111].  Man  wählt  eine 
Fläche  zweiten  Grades  F  und  einen  Kegelschnitt  C  in  all- 
gemeiner Lage  (Fig.  2).  Mit  C  liege  der  Kegelschnitt  K  von  F 
in  einerlei  Ebene.  Die  Tangenten  von  C  schneiden  K  in 
Punkten,  die  sich  entsprechende  genannt  werden  sollen. 
Irgend  einem  Punkte  D  auf  K  entsprechen  dann  die  zweiten 
Schnittpunkte  D\  D"  der  von  D  an  C  gezogenen  Tangenten 
mit  K.  Durch  die  entsprechenden  Punkte  DD\  res p.  BD" gehen 
die  Directricenpaare  dcfy  ddt'  der  linearen  Congruenzen  und 
gehören  sämmtlich  derselben  Regelschaar  von  F  an. 

Wenn  bei  dieser  Erzeugung  die  an  C  gezogene  Tangente  auch  K 
berührt,  so  entsteht  je  eine  specielle  Congruenz. 

Geht  d  (Fig.  2)  durch  einen  der  Schnittpunkte  Q,  Ef  S,  T  von  6' 
und  K,  so  fallen  jedesmal  <t  und  d"  zusammen.  Für  einen  Punkt  auf  d 
erhält  man  einen  Büschel  von  Complexgeraden,  welcher  nach  der  ver- 
einigten Linie  cfd"  geht.  Der  Büschel  ist  aufzufassen  als  zwei  unendlich 
benachbarte  Büschel  von  Complexstrahlen.  Jeder  Strahl  kann  als  der 
gemeinsame  beider  Büschel  gelten,  d.  h.  als  der  zugehörige  singulare 
Complexstrahl.*  Diese  Büschel  und  somit  jene  vier  Congruenzen  bestehen 
aus  singulären  Linien.  Damit  sind  die  singulären  Linien  aus  der  gegebe- 
nen Erzeugung  hergeleitet  und  es  ist  einleuchtend,  dass  jene  Erzeugung 
von  Fy  welche  aus  (doppelten)  Complexgeraden  besteht,  bei  den  singu- 
lären Linien  vierfach  zu  zählen  ist.  Denn  ihre  Strahlen  gehören  den 
vier  linearen  Congruenzen  singulärer  Linien  zugleich  an. 

*  Plücker,  a.a.O.  Nr.  811. 
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Complex  I(11)(U)11],  Nr.  3.* 

1 )  Sl  =  4 a  priPi2  +  b  (pu  +Pn)*  -  c  (pvl-pn)*  -  ° » 

2)  ß'=  4^/>13P«  +  *HPu+P»)*  -  **(/>i4-/>2s)8  =  <>, 

3)  <//y,  y4  +  u^  (ft  ^4  +  <ty*y»)  =  °- 

Die  Singularitfttenfl&che  besteht  ans  zwei  Flächen  zweiten  Grade» 
^i>  ^2»  we^cbe  ein  windschiefes  Vierseit  gemein  haben.  P  auf  Ft  und  Q 
auf  F2  seien  1  :ß:  —  da: aß,  —  dö:l:y8:y.  Hierbei  sind  a,  y  die  Para- 
meter der  Erzeugenden  auf  Flt  /^,  welche  durch  P  und  0  gehen  und  zu 
der  Schaar  A1A21  A3A4  gehören,  ß  und  6  aber  die  Parameter  der  Strahlen 
der  anderen  Erzeugungen. 

Der  Schnittpunkt  B  des  Strahles  6  mit  A3A4  hat  die  (Koordinaten 
0:0:5:1   und  PR  ist  Complexstrahi,  wenn 

4)  ß*ö2(b-c)  +  2ßö(b  +  c-2<i)  +  {b  -c)  =  ü. 

Bildet  man  die  Bedingung  für  PQ%  wobei  0  auf  einer  |3  nach  4)  zu- 
geordneten Erzeugenden  ö  liegen  soll,  so  bleibt 

5)  (Pd*d(b  +  c)  +  2ßö\d*a  +  d(b-c)+a\  +  d(b  +  c)  =  0. 
Diese  Bedingung  5)  stimmt  mit  4)  tiberein,   wenn 

a(b  —  c) 
oder,   nach  der  Bezeichnung  in  der  Dissertation  (S.  161;   A.3  =  « ,  A5=6, 
XG  —  c),    d*  —  2</.C+l  =  0,    welche    Gleichung    aber    erfüllt    sein    muss. 
Somit  gehört  PQ  dem  Complex  an,  wenn 


6)      ,,.^+/(^)"-- 

Zwischen  et  und  y  lftsst  sich  eine  analoge  Beziehung  herleiten.  —  • 
Die  durch  P  auf  Fx  gehenden  Complexstrahlen  bilden  zwei  Büschel,  deren 
Ebenen  F%  in  vier  Erzeugenden  schneiden.  Bewegt  sich  P  auf  ß>  so 
drehen  jene  Ebenen  um  die  aus  6)  bestimmten  Strahlen  o\  Bewegt  sich 
P  auf  dem  Strahl  a,  so  drehen  jene  Ebenen  um  zwei  Strahlen  y. 

Erzeugung  des  Complexes  [(11)(11)1  lj.  Von  zwei  Flächen 
zweiten  Grades  Fx,  F2,  welche  ein  windschiefes  Vierseit  sxs%szsA 
gemein  haben,  bringe  man  die  Strahlen  zweier  Erzeugungen, 
welche  dieselben  Gegenseiten  (s1ss  oder  sasA)  des  Vierseits 
schneiden,  in  projeetivische  Zuordnung,  so  dass  die  gemein- 
samen unter  ihnen  sich  selbst  entsprechen.  Die  so  entstehen* 
den  Strahlenpaare  sind  die  Directricen  der  Oongruenzen. — 
Diese  Construction  ist  für  denselben  Complex  auf  vier  Arten  möglich« 


*  Die  Herleitung  der  Erzeugung  durch  rein  geometrische  Betrachtung  analog 
[(11)1111]  ist  auch  hier  noch  möglich.    Dasselbe  gilt  für  mehrere  spatere  Falle. 
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Für  die  singulären  Linien  vergl.  [(11)1111].  Man  erkennt,  dass  hier 
die  von  ihnen  gebildete  Congrnenz  in  zwei  zerfällt,  von  denen  jede  ans 
oo1  Regelscbaaren  besteht. 

Complex  ,[(111)(U)1],  Nr.  4. 

1)  £=  —  a  (p18-p42)Ä+  a  (Pu+PnY-c  (p14-pM)2^=0, 

2)  Ä'=  -  a*(p14-P42)»  +  a*(pu+pn)*  -  c*(pu  -/>*>)*  =  0, 

3)  (y^s -y  &)*  =  (>• 

Im  Vergleich  zn  [(111)111]  wird  &  =  «.  Die  Singularitätenfläche 
bleibt  dieselbe,  ebenso  die  Darstellung  der  Coordinaten  von  /'  and  Q 
durch  aßyö.     PQ  ist  Complexstrahl ,  wenn 


4) 


<y  +  ^^(«-y)-i  =  o. 


Für  die  speciellen  Congruenzen  und  für  die  singulären  Linien  hat 
man  «  =  y  =  +  1. 

Erzeugung  des  Complexes  [(111)(11)1].  Auf  einer  Fläche 
zweiten  Grades  F  bringe  man  die  Erzeugenden  der  einen 
Schaar  so  in  projeetivische  Zuordnung*,  dass  .die  selbstent- 
sprechenden Erzeugenden  verschieden  sind.  Entsprechende 
Strahlen  sind  die  Directricen  der  linearen  Congruenzen. 

Bei  [(111)111]  (Fig.  2)  lasse  man  C  und  K  sich  doppelt  berühren. 
—  Ist  alsdann  insbesondere  F  eine  Rotationsfläche,  K  einer  ihrer  Kreise, 
C  ein  mit  K  concentrischer  Kreis,  so  lässt  sich  der  Complex  erzeugen 
durch  Rotation  einer  Congruenz  um  dieAxe  eines  durch  die 
Directricen  gehenden  Rotationshyperboloids. 

Complex  [(11)(11)(11)],  Nr.  5. 

1)  &  =  a  PiiPm  +  *>  PuPv  +  c  pu Pn  =  0 , 

2)  Ä  =  a*p12pu  +  b*pup42  +  c*pupn  =  0 , 

Dieser  Complex  ist  der  tetraedrale,  seine  Singularitätenfläche  ist  das 
Fundamentaltetraeder.  —  Die  Coordinaten  zweier  Punkte  I\  Q  in  An  A3 
seien  0 : 1 :  ß :  er,  d :  y :  0 : 1 .     Alsdann  ergiebt  sich  für  PQ 

4)  «y  = 


b  +  c 

Die  Büschel  -^Ag  und  43Aj  von  zwei  Ecken  nach  der  gegenüber- 
liegenden Kante  des  Tetraeders .  sind  also  projeetivisch  zu  Directricen - 
paaren  geordnet.  Dabei  entsprechen  sich  die  darunter  vorkommenden 
sich  schneidenden  übrigen  Kanten. 


*  Die  involutorische  Zuordnung  würde  einen  linearen  Complex  liefern; 
b.  die  Einleitung. 
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Erzeugung  des  Complexes  [(11)(11)(11)].  Man  bilde  zwei 
projectivische  Büschel  in  allgemeiner  Lage.  Entsprechende 
Strahlen  sind  die  Directricen  linearer  Congruenzen  des 
Complexes.  —  Für  denselben  Complex  ist  diese  Erzeugung  auf  sechs 
Arten  möglich. 

Die  oben  angegebenen  Büschel  4lAs,  ^8A1  erzeugen  in  A%A4  zwei 
vereinigte  projectivische  Punktreihen.  Die  Doppelpunkte  sind  A%  und  AA. 
Diese  Reihen  können  auch  in  eine  Involution  übergehen. 

In  einem  metrischen  Specialfalle  entsteht  dieser  Complex  durch 
Rotation  einer  linearen  Congruenz  um  die  Binormale  der 
beiden  Directricen  (welch1  letztere  für  den  Fall  der  Involution  sich 
rechtwinklig  kreuzen). 

Complex  [(111)  (111)1,  Nr.  6. 

1),    2)  Ä=Ä/=-(p13-P42)a+4p13P48  =  0, 

3)  &!& -y^^o. 

Unter  Beibehaltung  der  Bezeichnung  bei  [(111)111]  erhält  man 
4)  («-y)tf-ä)  =  0. 

Erzeugung   des  Complexes  [(111)(111)].     Jeder  Erzeugen- 
den einer  Fläche  zweiten  Grades  F  ordnet  man  die  consecu- 
tive  derselben  Schaar  zu.     Beide  sind  Directricen  einer  spe 
ciellen  Congruenz  des  Complexes  (bestehend  ausTangenten 
von  F). 

Diese  Erzeugung  ist  auf  doppelte  Weise  möglich,  man  kann  beide 
Regeischaaren  auf  F  zu  Directricen  machen. 

Ist  F  eine  Rotationsfläche,  so  entsteht  der  Complex  durch  Rota- 
tion einer  speciellen  Congruenz,  s.  [(111)(11)1]. 

Dieser  Complex  [(111)(111)]  entsteht,  wie  [(111)111],  Fig.2,  weuu 
nämlich  C  mit  K  zusammenfällt. 

Complex  [111(12)],  Nr.  8. 

1)  Ä=  a  (p^+P^)  +  2bpliPu+c(pl9+p^)  +  pu^0, 

2)  Ä'=  ab  (piS*+Ps4*)  +  {a*+b*)pl2Psi  +  c*{plti+p4i)*  =  0, 

3)  «c(^+y4*)  +  (a»-*»  +  2&c)y^ 

Die  Singularitätenfläche  ist  die  Regelfläche  vierten  Grades,  Cre- 
mona  XII,  und  es  kann  dieser  Fall  ganz  wie  [1111(11)]  behandelt 
werden,  nur  sind  die  beiden  Doppelgeraden  einander  unendlich  nahe 
gerückt. 

Erzeugung*  des  Complexes  [111(12)].  Es  seien  /*  und  F 
Berührungspunkt  und  zugehörige  Tangentialebene  einer 
Regelfläche  vierten  Grades  F,  Cremona  XII.  Die  Ebene  V 
schneidet  F  in  einer  Erzeugenden  e  und  einer  Curve  dritter 
Ordnung  C3  ohne  Doppelpunkt  (welche  e  in  P  schneidet  und 
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an  einer  andern  Stelle  berührt),  auf  welcher  man  eineu  Punkt 
M  willkürlich  wählt.  Die  Strahlen  des  Büschels  MV  schnei- 
den £g  in  Punktepaaren,  durch  welche  man  die  Direotricen- 
paare  als  Erzeugende  von  F  zieht.  —  Diese  Erzeugung  ist  für  den 
nämlichen  Complex  auf  zwei  verschiedene  Arten  möglich.  —  Die  Con- 
gruenz  der  singulären  Linien  ist  irreducibel  und  lässt  sich  zusammen- 
setzen aus  od1  Kegelschaaren ,  welche  sämmtlicb  zwei  copsecutive  Strahlen 
gemein  haben. 

Complex  [11(11)2],  Nr.  9. 

1)  Sl  =  a  (PuT+Pm)*  +  2 b pl2pM  +  2cpld pAt  +  /;u*  =  0 , 

2)  &=*b(Pit*+Pu*)+    {«'+1>*)Pi*Pm  +  c2Pi3P42     =  <>, 

3)  {n»-(6-c)»}yiV  -  ««"(ftV  +  fcV)  +  2c{b*-a*-bc)yj  ytygyA  =  0. 

Die  Singularitätenfläche  F  hat  zwei  doppelte  Leitgeraden  AXAZ,  AaA4 
(yjj  =  y4  =  0,  yi=ry8  =  0)  und  eine  doppelte  Erzeugende  A%A^(yl  =  yA 
=  0).  Sie  ist  die  allgemeine  Cremona  V.  —  Die  Ebenen  durch  A%AZ 
schneiden  F  in  Kegelschnitten  und  enthalten  zerfallende  Complexkegel- 
schnitte,  wobei  beide  Büschel  ihre  Scheitel  in  AtAz  haben.*  (A2AZ%  die 
doppelte  Erzeugende  von  /*,  ist  doppelte  Complexgerade.) 

Erzeugung  des  Complexes  [11(11)2].  Eine  Regelfläche 
vierten  Grades  F,  Cremona  V,  habe  die  doppelten  Leitgeraden 
<i,  by  die  doppelte  Erzeugende  c  und  einen  Leitkegelschnitt 
K  (wobei  die  Ebene  von  K  durch  c  geht).  Auf  K  construire 
man  eine  Involution  von  Punkten,  deren  Pol  ein  Punkt  M 
von  c  ist.  Durch  die  entsprechenden  Punkte  zieht  man  die 
Erzengenden  von  F  (Transversalen  an  a,  b)  und  erhält  so  die 
Directricen  der  linearen  Congruenzen.  —  Diese  Erzeugung  ist 
für  den  nämlichen  Complex  auf  zwei  Arten  ausführbar. 

Complex  [11(112)],  Nr.  10. 

1)  Ä=  a  {Pn+pJ-  b  (Pn-PsJ'+pJ  =  0, 

2)  £'=  a*(p„+pM)*  -  b*(pl2-p8A)*  -  0, 

3)  (yiy^=o,    (»2>3)2=o. 

Die  Singularitätenfläche  ist  eine  zerfallende  doppelt  zählende  Fläche 
zweiten  Grades.  Die  Büschel  pl%  =  p14  =  pZi ~  0  oder  A2kx  und  A^k* 
bestehen  aus  doppelten  Complexgeraden ,  die  übrigen  Büschel  ^A4  und 
AsAt  werden  die  Directricen  liefern. 

Für  P  und  Q  wählen  wir  die  Punkte  l:ß:a:0  und  0:y:$:l.  Dann 
erhält  man  für  PQ  als  Complexstrahl 

4)  fl(a  +  y)f-M«-y)f+l*=0.     . 

*  Die  Schnittpunkte  der  doppelten  Erzeugenden  mit  den  doppelten  Leitgera- 
den, mit  einem  Kegelschnitte  der  Fläche  und  die  zugehörenden  Scheitel  des  zer- 
fallenen Complexkegelschnittes  bilden  drei  Paare  einer  Involution.  Vergl.  auch 
[1(11)8]. 
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Es  sind  somit  die  Strahlen  der  Büschel  A%kA>  ^3A,  [2 ,2] -deutig 
zu  Directricen  geordnet.  —  Für  die  singulären  Linien  hat  man  nebst  4) 

5)  fl8(tt  +  y)8_Ä8(a-.y)8+l==0. 

Ans  4)  and  5)  ergeben  sich  für  a,  y  vier  Werthepaare,  d.  h.  die 
singulären  Linien  bilden  vier  Congruenzen. 

Die  [2t  2] -deutige  Zuordnung  der  Strahlen  et,  y  lässt  sich  durch 
einen  Complexkegelschnitt  herstellen. 

Erzeugung  des  Complexes  [11(112)].  Durch  die  Verbin- 
dungslinie zweier  Punkte  A%B  geben  zwei  Ebenen  A,  B  (Fig.  3). 
Letztere  schneiden  einen  Kegelschnitt  K  in  6\  Z>,  Ey  F.  Irgend 
eine  Tangente  /  von  K  treffe  A  und  B  (bezüglich  CÜy  EF)  iu 
Tly  T%.  Alsdann  sind  stets  ATx  —  dx  und  BTt  =  d%  Directricen 
einer  linearen  Congruenz  des  Complexes. 

Entsprechend  [1 11^111)]  ergeben  AC\  AD,  BEy  BF  und  deren  (je 
vereinigte)  entsprechende  Strahlen  die  Directricen  der  Congruenzen  sin- 
gulärer  Linien. 

Complex  [1(11)(12)J,  Nr.  11. 

1 )  Sl  =  4 a  pnPzx  +  b  (p19  +p49)*  +  pM*  =  0 , 

2)  a'=*a>P12Pn  +  b*(Pn+p4i)*  =  0, 

3)    ('ji'js-'jM  +  cyiyiXj/iys-yM-cyiyJ^Qi   c^y  ~~^fm 

Die  Singularitäten flfiche  besteht  aus  zwei  Flächen  zweiten  Grades 
FlF9%  welche  sich  nach  A2Aa(p)  berühren  und  längs  AlJ%(g)  und  AzA4(r) 
schneiden.  (Specialfall  von  [11(11)(1 1)],  zwei  Gegenseiten  des  Vierseite 
der  Doppelgeraden  eoineidiren.)  Für  P  auf  Fx  und  Q  auf  F%  seien  die 
Coordinaten  1  :ß:a(ß  —  c):a,   1  :ö:y(S+c):y.     Dann  ergiebt  sich 

4)         ^  =  \\2b-a  +  yT^^b)l     ö-ß c  +  j/<*-L. 

Erzeugung  des  Complexes  [1(11)(12)].  Zwei  Flächen  zwei- 
ton Grades  Fi%  F2  berühren  sich  längs  der  Geraden  p  und 
schneiden  sich  längs  ?,  r.  Man  bringe  entweder  die  Regel- 
schaaren,  zu  denen  g}  r  gehören,  so  in  projeetivische  Zuord- 
nung, dass  q  und  r  sich  selbst  entsprechen.  Oder  man  bringe 
die  Strahlen  der  anderen  Regeischaaren  in  projeeti visches 
Entsprechen,  so  dass  für  die  hierbei  in  q  (oderr)  entstehen- 
den projeetivischen  Reihen  beide  Doppelpunkte  in  pq  (pr) 
zusammenfallen.  —  Für  den  nämlichen  Complex  ist  jede  der  genann- 
ten Erzeugungen  auf  zwei  Arten  ausführbar.  —  Bezüglich  der  singulären 
Linien  s.  [11(11)(11)]. 

Complex  [1(111)2],  Nr.  12. 

1)  Ä=«(P12+Ps4)2  +  2^14ptt  +  ^  =  0, 

2)  £'=  a*(pl%+PM)*  +  bPu(bp„+pu)  =  0, 


2G8       Erzeugung  von  Comp] exen  ersten  und  zweiten  Grades  etc. 

3)  (yiy2-%y4)2  =  o. 

Die  Singularitätenfläche  F  ist  vom  zweiten  Grade,  doppelt  zählend. 
Auf  ihr  liegen  P{a:ß:l:aß),  Q(y:ö:l:yö)  und  PQ  ist  Complexstrabl, 
wenn 

4)  aV  +  a(«  +  y)*-2&ay  =  0. 

Die  Zuordnung  der  Erzeugenden  a,  y  zu  Directricen  ist  [2,  2]- 
deutig.     Für  die  speciellen  Congruenzen  ist 

a  =  y,      a'{a2+2(2a-6)}  =  0. 

Die  Congruenz  a  =  y  =  0  besteht  aus  allen  Tangenten  von  F  längs 
AtA^y  sie  gehört  doppelt  zählend  dem  Complex  an.  Ausserdem  giebt  es 
noch  zwei  specielle  Congruenzen. 

Erzeugung  des  Complexes  [1(111)2].  Man  wähle  eine  Fläche 
zweiten  Grades  F  und  einen  Kegelschnitt  6\  welcher  F  be- 
rührt. Die  Tangenten  von  C  schneiden  aus  F  Punktepaare, 
durch  welche  die  Directricenpaare  gehen.  Alle  Directricen 
gehören  zur  selben  Regelschaar  von  F.  —  Vergl.  [111(111)]  und 
Fig.  % 

Complex  [(11)(U)2],  Hr.  13. 

1)  &=2a/>12p34  +  2fc/>J3p42+p142=0, 

2)  &'=  aa  pl2p34  +  b*  />18p42  --=  0, 

ab 

3)  y^toi^  +  ^ayst^»    *  =  j>zv 

In  Ebenencoordinaten  erhält  man  für  die  Singularitäteufläche  die  in 
3)  vorkommende  Fläche  zweiten  Grades  F,  sowie  die  Punkte  p2  =  0, 
vA  =  0  ( A2 ,  A3).  Somit  hat  man  im  Ganzen  F,  zwei  Punkte  auf  F  uud 
die  beiden  Tangentialebenen  von  F,  welche  durch  die  Verbindungslinie 
jener  Punkte  gehen.* 

P  auf  F  und  Q  in  A4  seien  ß:  1  :  aß:-2ka,  l:ö:y:0.  Dann 
erhält  man  aus  1) 

4)  \ßö(b-a)  +  a\.\{a-b)y  +  ba\  =  0. 

Entweder  giebt  ßö= die  Zuordnung  der  Directricen  und  daun 

erhält  man  für  ß  =  0,  #  =  00  die  zerfallende  Congruenz  AAA%y  A%A^%  für 

y  b 

ß  =  co,  d  =  0  eine  specielle  mit  der  Directrix  AVAZ%    Oder  es  ist  —  =  t —  i 

dann  sind  die  A1  A3  schneidenden  Strahlen  in  projeetivischer  Zuordnung 
u.  s.  f. 


*  Auf  S.  177  der  Dissertation  ist  eine  diesbezügliche  Berichtigung  anzu- 
bringen. —  Dieser  Complex,  sowie  r(ll)(ll)(11)],  [(10(13)],  [2(22)],  [(24)]  sind  vor 
Kurzem  durch  Herrn  Archer  Hirst  behandelt  worden.  Vergl.:  „Note  on  the 
complexes  generated  bv  two  correlative  planes."  Proceedings  of  the 
London  Mathematical  Society,  Vol.  X  No.  149. 
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Erzeugung  des  Complexes  [(11)(11)2].  Auf  einer  Fläche 
zweiten  Grades  F  wähle  man  zwei  sich  schneidende  Erzeu- 
gende inß2  und  auf  ^  den  Punkt  P  (Fig.  4).  Der  Strahlbüschel 
Pe2  wird  der  Erzeugung  auf  F,  welche  tf2  trifft,  projectivisch 
zugeordnet,  so  dass  et  sich  selbst  entspricht.  —  Für  den  näm- 
lichen Complex  ist  diese  Erzeugung  auf  vier  Arten  möglich. 

Complex  [(11)(112)],  Nr.  14. 

1)  Ä  =  2flp12jös4+/>14*  =  <>, 

2)  ß'=      p12P84  =0, 

3)  (yiy4)2  =  o,    (*,*,)■  =  <>. 

Mit  Beibehaltung  der  bei  [11(112)]  eingeführten  Bezeichnung  erhält 
man  hier  die  Bedingungsgleichung 

4)  2<i«y+l=0. 

Die  Büschel  sind  hier  projectivisch,  in  Fig.  3  fallen  C  mit  D  und  E  mit  V 
zusammen,  die  Congruenzen  singularer  Linien  vereinigen  sich  paarweise 
in  zerfallende. 

Erzeugung  des  Complexes  [(ll)(112)j.  Die  Directricen- 
paare  sind  entsprechende  Strahlen  zweier  projectivischen 
Büschel  AA,  Z?B,  deren  Scheitel  A,  B  in  der  Schnittlinie  AB 
liegen.     {AB  darf  sich  nicht  seihst  entsprechen.) 

Complex  [(111)(12)J,  Nr.  15. 

1)  &=±-c(Pi3-P42)2+4cPuP*3+     ^U2=3°> 

2)  a'=-c(pu-pi2)*  +  4cpuPiS+2p1*  =  0} 

3)  (yiy3-y4  2/2)*  =  °- 

Die  Verbindungslinie  der  Punkte  l:a:aß:ßy  l:y:yd:ö  ist  Com- 
pl  ex  strahl,  wenn 

4)  '-r-/? 

Erzeugung  des  Complexes  [(111)(12)].  Man  bringe  die 
Strahlen  der  einen  Erzeugung  einer  Fläche  zweiten  Grades 
F  so  in  projectivische  Zuordnung,  dass  die  beiden  sich  selbst 
entsprechenden  zusammenfallen.  Die  Paare  von  Erzeugen- 
den sind  die  Directricen  der  Congruenzen. 

Vergl.  Fig.  2.  QRST  sind  consecutive  Punkte  von  h\  d.  h.  C  und 
h'  osculiren  sich  vierpunktig. 

Complex  [11(13)],  Nr.  17. 

1)  &=  a  (Jp12*  +  P34a)+      2*PuPu     +2/>14(p13+P42)  =  (). 

2)  ß'=«6(p]8HV)  +  («2+ö2)p12Pw+    Pu2  =0, 

3)  ^(y14  +  y4A)  +  2by^y^  +  2{b^^)y1yi(yly3-y4y,)  =  0. 

Die  Singularitätenfläche  F  ist  die  allgemeine  Cremona  X.  Die  drei- 
fache Gerade  ist  yt  =y4  =  0(4843),  längs  derselben  hat  man  zwei  statio- 
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näre  Tangentialebenen  i/1  =  0,  y4=0.  Die  Fläche  entsteht  dadurch ,  dass 
man  die  Punkte  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung  C3  mit  Doppelpunkt 
und  diejenigen  einer  Geraden  f,  welche  Cs  im  Doppelpunkte  T  schnei- 
det, in  projeetivische  Zuordnung  bringt  und  entsprechende  Punkte  durch 
Geraden  verbindet. 

Es  sei  P  ein  Punkt  auf  F,  P  die  zugehörige  Tangentialebene.  In 
P  liegen  eine  Erzeugende  e  (durch  P  gehend)  und  eine  Curve  dritter 
Ordnung  C3,  welche  durch  P  geht  und  einen  auf  e  gelegenen  Doppel- 
punkt T  besitzt  (Fig.  5).  Der  Complexkegelschnitt  in  P  löst  sich  auf  in 
zwei  Punkte  M,  N  auf  C3,  wobei  P  in  MN  liegen  muss.  Die  aus  M 
(oder  N)  gezogenen  Strahlen  schneiden  C3  in  den  Paaren  DD\  DlI/1^  ... 
einer  Involution  und  durch  DD\  DxD\y  ...  gehen  die  Directricen paare 
als  Erzeugende  von  F.  —  Die  Strahlen  TD,  TD'  etc.  bilden  ebenfalls 
eine  Involution.  Durch  Betrachtung  der  an  T  liegenden  Paare  der  In- 
volution auf  Ct  findet  man  sofort,  dass  in  der  Strahleninvolution  um  T 
die  beiden  Tangenten  an  die  C3  sich  entsprechen.  —  Aach  die  Ebenen 
und  die  Punkte  der  dreifachen  Geraden  /  der  Fläche  sind  involutorisch 
geschaart  und  zwar  auf  zwei  Arten,  und  die  stationären  Ebenen,  sowie 
die  stationären  Punkte  bilden  je  ein  Paar  dieser  Involutionen. 

Erzeugung  des  Complexes  [11(13)].  Eine  Segelfläche 
vierten  Grades  F>  Cremona  X,  habe  die  dreifache  Gerade  /, 
auf  t  seien  A  und  B  die  stationären  Punkte  und  es  seien  A 
und  B  die  stationären  Ebenen.  Alsdann  bringe  man  die 
Punkte  von  t  so  in  involutorisches  Entsprechen,  dass  A  und 
B  ein  Paar  bilden  (oder  man  construire  eine  Involution  unter 
den  Ebenen  von  t  mit  A  und  B  als  einem  Paare).  Die  durch 
die  Paare  dieser  Involution  gelegten  Erzeugenden  von  F Bind 
die  Directricen  der  Congruenzen.  —  Diese  Construction  ist  für 
den  Complex  stets  auf  zwei  Arten  ausführbar.  —  Für  das  Weitere  vergl. 
[1111(11)]. 

Complex  [1(11)8],  Nr.  18. 

1)  ß  =  2apltpM-  b  (p13-P48)*  +  2p14(p13+p42)  =  0, 

2)  ß'=«2PiaP34-'>2(Pi8-P«)2+    Pu%  =  <>, 

3)  a*b (yxyz  +  yAyj*  +  2(26  —  a)yly4(j/1y4  +  ayxyz  -  aytyA)  =  0. 

Die  Singularitätenfläche  ist  eine  Regelfläche  F  von  der  vierten  Ord- 
nung, welche  zwei  doppelte  Leitgeraden  und  eine  Rückkehrerzeugende 
besitzt  (Specialfall  von  Cremona  V).   Der  Vergleich  mit  [11(11)2]  ergiebt: 

Erzeugung  des  Complexes  [1(11)3].  Eine  Regelfläche  vier- 
ten Grades  F,  Cremona  V,  habe  die  doppelten  L'eitgeraden 
a,  6,  die  Rückkehrerzeugende  c  und  es  sei  K  ein  Leitkegel- 
schnitt von  F  (wobei  c  und  K  sich  berühren).  Auf  K  con- 
struire   man    eine    Involution    von    Punkten,    deren   Pol    ein 
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Punkt  M  von  c  ist.  Durch  die  entsprechenden  Punkte  auf  K 
zieht  man  die  Erzeugenden  von  F  (als  Transversalen  zu  a,  h) 
und  erhält  damit  die  Directricenpaare  der  Congruenzen. 

Diese  Erzeugung  ist  zweimal  ausführbar,  man  kann  den  Punkt  M 
auf  zwei  Arten  in  c  wählen.  Diese  beiden  Punkte  M>  N,  die  Schnitt- 
punkte ca,  cb  bestimmen  zwei  Paare  einer  Involution,  von  welcher  der 
eine  Doppelpunkt  in  den  Berührungspunkt  von  K  mit  c  fällt. 

Complex  [1(113)],  Nr.  19. 

1)  £  =  -  a  (/>J8-pM)8  +  2pu(pl9+p42)  «  0, 

2)  Ä'=-a*(Plf-*J»+    pu*  =  0, 

3)  G/i2-y42)2=0,     (V-*82)8  =  <>. 

Die  Singularitätenfläehe  besteht  doppelt  aus  den  Punkten  J(v%+vz=  0), 
#(»2  — 1>8  =  0)  und  den  Ebenen  A^  —  y4  =  0),  B(pl+y4  =  0).  Die  Punkte 
P  in  A  und  Q  in  B  seien  1  :  ß :  ct+ß :  1 ,  1  :  —  ö :  y  +  ö :  —  1.  Hierbei  sind 
a  und  y  die  Parameter  der  Strahlen  A  f\  BQ  in  den  Büscheln  A  A ,  £  B. 
Für  PQ  ergiebt  sich 

4)  a(«  +  y)2-4(«-y)  =  0. 
Wie  bei  [11(112)]  findet  man: 

Erzeugung  des  Complexes  [1(113)].  Die  Schnittlinie  von 
zwei  Ebenen  A,  B  (Fig.  6)  enthalte  die  Punkte  A,  B  und 
schneide  einen  Kegelschnitt  K  in  C.  Irgend  eine  Tangente 
t  an  K  treffe  A  und  B  in  7\,  T%.  Die  Strahlen  AT1  =  ä1  und 
BT2=d2  sind  alsdann  stets  die  Directricenpaare. 

Complex  [(11)(18)],  Nr.  20. 

1)  Ä  =  a  p18pM  +  Pn(p13+P4S)  =  0, 

2)  SX^+PitPu  +  Pit  =0, 

Die  Singularitätenfläche  hat,  in  Ebenencoordinaten  geschrieben,  eine 
Gleichung,  in  welcher  vtvs  als  Factor  auftritt.  Somit  besteht  diese 
Fläche  aus  einer  vom  zweiten  Grade  F  nebst  zwei  Tangentialebenen 
(A,,  A4)  und  deren  Berührungspunkten  (AQ,  A%),  welche  auf  der  näm- 
lichen Erzeugenden  liegen.  —  P auf  F  und  Q  in  A4  seien  a  \aß-\-l  -.actßiaa, 
1 :  d  :  y :  0.  Es  ergiebt  6ich  dann 
4)  (*-»(«/  +  «) -0 

Ist  d  =  ß,  so  erhält  man  zwischen  den  Strahlen  auf  F,  zu  denen  A9AZ 
gehört,  und  denen  des  Büschels  ASA4  eine  projectivische  Zuordnung. 
Der  gemeinsame  Strahl  ist  selbstentsprechend. 

Wenn  öy  +  a  =  0,  so  hat  man  die  eindeutige  Zuordnung  zwischen 
den  Strahlen  des  Büschels  ^  A4  und  denen  der  andern  Regeischaar  auf  F. 

Hätte  man  Q  in  A,  gewählt,  so  würde  man  eine  weitere,  4)  analoge 
Gleichung   erbalten   haben.      Es   sind   die  Erzeugenden   auf  F  auch   mit 


272      Erzeugung  von  Complexen  ersten  and  zweiten  Grades  etc. 

zwei  Büscheln  in  A,  in  projeetiviscber  Zuordnung.  —  Alle  Complex- 
strahlen ,  welcbe  a  treffen ,  bilden  zwei  Congrnenzen ,  deren  zweite  Direc- 
trieen  den  Büschel  d  A9A4  nnd  A^kx  angehören.  Die  sn  ß  gehörenden 
Directrieen  liegen  in  den  Büscheln  AtAt  nnd  <*4SA4.* 

Erzeugung  des  Complexes  [(11)(13)].  Aof  einer  Flache 
zweiten  Grades  F  (Fig.  7)  wähle  man  eine  Erzengende  t,  anf 
ihr  die  Punkte  A9  Bf  welche  die  Berührungspunkte  der  Ebe- 
nen A,  B  seien.  In  A  nnd  B  seien  nebst  e  noch  die  weiteren 
Erzengenden  el9  e%  von  F  gelegen.  Nnn  bringe  man  die  e 
schneidenden  Erzengenden  von  F  in  projectivische  Zuord- 
nung mit  den  Strahlen  im  Büschel  ^A,  so  dass  tx  sich  selbst, 
dem  Strahl  e%  aber  e  entspricht.  —  Oder  man  bringe  die  an- 
dere Regelsebaar  von  F  in  eindeutiges  Entsprechen  mit  dem 
Büschel  i4B,  so  dass  für  die  hierbei  in  e8  entstehenden  ver- 
einigten projectivischen  Reihen  die  Doppelelemente  in  B 
vereinigt  sind.  —  Jede  der  genannten  Erzeugungsweisen  ist  für  den- 
selben Complex  zweimal  ausführbar.  ' 

Complex  1(111)8],  Nr.  21. 

1)  &  =  4  a  p1%pu  -  a  (p13  —  puy+  ZpuiPu+Pis)  =  0, 

2)  Sl'=4a*Pl9Ps4-«*{Pit—P4x)*+    Pu  =  °» 

3)  Öifc  +  Mfi)"«©. 

Für  />(!:«:  — a0:0),    0(1  :y :  —  yöiö)  erhält  man 

4)  «0>-«)2  +  2(y+a)  =  0. 

Erzeugung  des  Complexes  [11J(3)].  Die  Ebene  eines  Ke- 
gelschnittes C  schneide  eine  Fläche  zweiten  Grades  F  im 
Kegelschnitte  K.  Beide,  C  und  K,  osculiren  sich  an  einer 
Stelle  dreipunktig  (so  dass  sie  sich  ausserdem  in  noch  einem 
Punkte  schneiden).  Jedem  Punkte  auf  K  entsprechen  die 
zweiten  Schnittpunkte  der  von  ihm  an  C  gezogenen  Tangen* 
ten  mit  A\  Die  durch  die  entsprechenden  Punkte  von  K 
gellenden  Erzeugenden  der  einen  Schaar  von  F  sind  die 
Directricenpaare.  —  Siehe  [(111)111],  Fig.  2. 

Complex  [11(22)],  Nr.  23. 

i )  £  =  a  (pl2  +p84)8  -  b  (pl%  -  pMy  +  pl3*  +  plA*  =  0 , 

2)  «'-«»( »»  +  »„)»-  ''■(p,,-**)"  =  <>* 

Die  Singularitfttenflttche  ist  ein  Kegel  K  mit  der  Spitze  A%  und  ein 
Kegelschnitt  C  in  Alt  welche  zwei  gemeinsame  Erzeugende  haben. 

*  Hieraus  ergeben  sich  sofort  die  singuliiren  Linien.  In  Nr.  20  der  Disserta- 
tion sind  dieselben  unrichtig  angegeben. 
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Ein  Punkt  P  auf  K  sei  2«:2«/J:  -(m+a8):—  t(ro  — «*).  —  Seien 
nun  M  und  N  die  gemeinsamen  Schnittpunkte  von  K  und  C  mit  A9A4 
(Fig.  8),  gegeben  durch  ^32+y48  =  0,  und  seien  Z>,  £  bezüglich  auf  den 
Tangenten  A%M,  A%N  an  C  gelegen,  so  sind  sie  darstellbar  durch  0:y:-i :  1, 
0:l:iy:/.     Alsdann  gehören  -P/),  PE  dem  Complexe  an,  wenn 

Es  zeigt  sich,  dass  die  durch  y,  y  bestimmten  Punkte  />,  J£  als  Ver- 
bindungslinie eine  Tangente  an  C  ergeben.  Da  «,  y  =  0,  oo  die  Gleich- 
ung 4)  erfüllen,  so  sind  A%M,  A%N  selbstentsprechende  Strahlen  (Direc- 
tricen  specieller  Congruenzen). 

Versteht  man  unter  ]/a ,  j/b  die  absoluten  Werthe  der  Wurzeln ,  so 

erhält    man    für  jeden    Wertb    voa  a    zwei    Werthe    y,  =  ~  ',.      V, 

«  j/a  —  ]/b 

tn  }/a  —  j/b 
y2  = — -p ,    so   dass  y, :  y2  =  Const.     Jeder  Kegelseite  d  mit  dem 

Parameter  a  sind  zwei  Tangenten  d*,  d"  von  C  zugeordnet,  welche,  mit 
A%M  geschnitten,  zwei  projeetivische  Reiben  ergeben.  Die  Doppelpunkte 
fallen  nach  A%  uno>£/.  —  Je  zwei  dieser  Tangenten  &i'  ergeben  einen 
Schnittpunkt  ö,  dessen  geometrischer  Ort  ein  neuer  Kegelschnitt  Cx  ist, 
welcher  C  in  M  und  N  berührt. 

Die  Complexstrahlen  aus  P  auf  K  bilden  zwei  Büschel  Pdf,  Pdf'. 
Der  gemeinsame  Strahl  PO  ist  ein  singulärer  Complexstrahl.  Bewegt  sich 
P  auf  d,  so  bleiben  dy  <f  und  0  fest  und  es  besteht  also  der  Büschel 
Od  aus  singnlären  Linien.  Indem  man  das  für  alle  Strahlen  d  auf  K 
ausführt,  erhält  man  eine  Congruenz  zweiten  Grades  von  singulären 
Linien,  bestehend  aus  oo1  Büscheln,  deren  Scheitel  Punkte  0  auf  Cx  sind 
und  deren  Ebenen  die  jenen  Punkten  eindeutig  entsprechenden  Strahlen 
d  auf  K  enthalten. 

Betrachtet  man  ferner  die  beiden  linearen  Congruenzen,  welche  als 
gemeinsame  Directrix  eine  Tangente  von  C  haben  (y  =  Const.  ergiebt  zwei 
Werthe  für  a) ,  so  erhält  man  als  zweite  Directricen  zwei  Strahlen  auf  K. 
Es  entsteht  auch  so  ein  Büschel  singulärer  Linien.*  Solcher  Büschel 
giebt  es  für  jede  Tangente  von  C  eines  und  die  Gesammtheit  ist  eine 
weitere  Congruenz  zweiten  Grades  von  singulären  Linien. 

Erzeugung  des  Complexes  [11(22)].  Ein  Kegelschnitt  C 
in  der  Ebene  E  berühre  die  in  E  liegenden  Seiten  «19  $%  eines 
Kegels  K  in  M  und  Af(Fig.  8).  Man  bringe  die  Seiten  von  K  und 
die  Tangenten  anCso  in  projeetivische  Zuordnung,  dass  die 

*  Die  Enveloppe  der  Ebenen  dieser  Büschel  ist  ein  weiterer  Kegel  K|T  wel- 
cher K  an  den  nach  M  und  N  gehenden  Seiten  berührt. 

/.•itnetirift  f.  Mathematik  u  Physik  XX VII,  6.  1& 
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gemeinsamen  unter  ihnen  sieh  selbst  entsprechen.  Die  Strah- 
lenpaare sind  die  Directricen  der  Congruenzen.  —  Für  den- 
selben Complex  ist  diese  Erzeugung  auf  zwei  Arten  ausführbar. 

Es  seien  nun  C  ein  Kreis,  M  und  N  seine  unendlich  fernen  imagi- 
nären Punkte,  K  ein  Rotationskegel,  dessen  Axe  im  Mittelpunkte  von 
C  zu  der  Ebene  von  C  senkrecht  steht.  Alsdann  geht  der  Complex  durch 
Rotation  um  jene  Axe  in  sich  selbst  über:  Der  Complex  entsteht 
durch  Rotation  einer  Congruenz  mit  den  Directricen  dt,  r/2 
um  eine  Axe  a,  welche  dx  schneidet  und  d%  rechtwinklig 
kreuzt,  wobei  die  Ebene  vom  Punkte  adl  nach  d%  zu  a  senk- 
recht steht. 

Complex  [12(12)],  Nr.  24. 

1 )  Sl  =  -  a  (p12  -  p84)8  +  4  b  pnpA%  +  pltf+Pl4*  =  0 , 

2)  Ä'=  -  a*(p12-Ps4)*  +  46ap15p42  +  2bpls*      =  0, 

3)  «y14  +  46(6-«)ylV-4a^(y1y2-%y4)»  =  0. 

Die  Singularitätenfläche  F  ist  eine  Linienfläche  vierten  Grades,  Cro- 
mo na  VI.  Sie  hat  eine  Cayley'sche  Doppelgerade  und  eine  doppelte 
Erzeugende.  Letztere  ist  y,  =ys  =  0  (A%  /*4).  Sie  ist  zugleich  Doppel- 
gerade  des  Complexes  und  daher  hat  man  in  einer  beliebigen  Ebene  P 
durch  sie  einen  Complexkegelschnitt,  welcher  in  zwei  Punkte  M,  iV,  auf 
jener  Linie  liegend,  zerfällt.  Von  der  Fläche  enthält  P  auch  einen 
Kegelschnitt  A\*  auf  welchem  durch  die  Büschel  ÄfP,  NF  zwei  Involu- 
tionen entstehen.  Durch  die  Involutionspaare  gehen  die  Directricen  paare 
als  Erzeugende  von  F.  (Vergl.  [1(11)2],  die  doppelten  Leitgeraden  sind 
hier  unendlich  nahe  gerückt.) 

Erzeugung  des  Complexes  [12(12)].  Eine  Regelfläche  vier- 
ten Grades  F,  Cremona  VI,  habe  die  Dopp el erzeugende  r.  Die 
Ebene  P  durch  c  enthalte  den  Kegelschnitt  K  von  F.  Auf  K 
construire  man  eine  Involution,  deren  Pol  in  c  fällt,  so  sind 
die  durch  die  Punktepaare  der  Involution  gehenden  Erzeu- 
genden von  F  die  Directricen  der  Congruenzen.  —  Diese  Er- 
zeugung ist  stets  zweimal  ausführbar. 

Complex  [1(122)1,  Nr.  25. 

2)  &'=    (Pn+Ps*)*  =0, 

3)  y/  =  0,     »2*  =  0. 

Die  Singularitätenfläche  besteht  aus  dem  Büschel  4fAly  vierfach 
zählend.     Die  Congruenzen  müssen  hier  specielle  sein. 


*  Die  Schnittpunkte  von  K  mit  der  Doppelerzeugenden  und  die  Punkte  M,  N 
bestimmen  eine  Involution,  von  welcher  der  eine  Doppelpunkt  in  den  Schnitt  der 
beiden  Doppelgeraden  von  F  fällt 
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Ein  Punkt  P  in  Aj  sei  0:ayi*:l  (Fig.  9),  wobei  a  der  Parameter 
des  durch  P  gehenden  Strahles  im   vorhin  genannten  Büschel  ist.     Ein 
Punkt  B  in  Ax  A9  sei  —  1 :  0  :  ß :  0.     Dann  gehören  die  Strahlen  des  Bü- 
schels ans  P  nach  A9B  dem  Complex  an,  wenn 
4)  «(ay-£)*+a8  +  l=0. 

Ist  a^Const.,  so  gehören  zu  jedem  Werthe  y  zwei  Werthe  ßl%  02, 
also  zu  jedem  Punkte  P  im  festen  Strahl  ASP  zwei  Punkte  Bx,  Bi%  welche 
die  Lage  der  Ebenen  der  Büschel  aus  /'  ergeben.  —  Rückt  P  nach  A% 
(y  =  oo),  so  fallen  die  Punkte  Bt,  B2  nach  As  (/}  =  oo)  und  die  Ebenen 
der  Büschel  sind  in  A1  vereinigt. 

Für  den  Schnittpunkt  A  von  et  mit  ASAA  ist  y  =  0,  ys  =  ay4  und  für 

die  zugeordneten  Punkte  B  ist  —  —  =  ß  =  7/  .   Diqse  Punkte  geben, 

S^i  r       — « 

mit  ^  verbunden,  Tangenten  des  Kegelschnittes  y^  +  ^'C^+y^)  =  0. 
Dieser  Kegelschnitt  K  ist  der  Complexkegelschnitt  in  Aa.  Für  ihn  ist 
AlA3AA  ein  Tripel  harmonischer  Pole  und  die  Schnittpunkte  mit  A3A4 
sind  bestimmt  durch  y33  +  y42«=0. 

Setzt  man  in  4)  0  =  0,  so  folgt  y  =  —  J/a  "*     .  Somit  hat  man  für 

die  Punkte  />,    für   welche  je   die   eine  zugehörige  Ebene  nach  Ax  geht, 

—  =«,  -*  =  — 7/ .      Hieraus   ergiebt  sich   als   Ort   dieser  Punkte 

der  Kegelschnitt  A",  in  Ax  von  der  Gleichung  fly8*  +  y8Ä+y48  =  0.  Er  ist 
der  Schnitt  des  Complexkegels  aus  Av  mit  Ax.  Ferner  schneidet  er  ^8^4 
in  denselben  Punkten  (y82+y48«=0)  wie  Ä'. 

Erzeugung  des  Complexes  [1(122)].  Zwei  Ebenen  P,  M 
(Fig.  10)  enthalten  die  Kegelschnitte  A\,  A,  welche  p  =  PM  im 
selben  Punktepaar  schneiden,  resp.  auf  p  dieselbe  Involu- 
tion harmonischer  Pole  erzeugen.  Die  Pole  von  p  für  K,  h\ 
seien  jW,  P.  Für  jeden  Strahl  et  des  Büschels  PF  ordne  man 
dem  Punkte  A  =  ap  die  eine  Tangentialebene  at  aus  a  an  den 
Kegelschnitt  Ar  zu  und  dem  einen  Schnittpunkte  B  von  et  mit 
A^  die  Ebene  Bq  (B P M).  Endlich  sei  die  dem  Punkte  P  zu- 
geordnete Ebene  P.  Hierdurch  ist  zwischen  den  Punkten 
und  Ebenen  von  a  eine  projeetivische  Zuordnung  gegeben. 
Die  Strahlen  aus  den  Punkten  in  den  zugeordneten  Ebenen 
geben  je  eine  (specielle)  Congruenz  des  Complexes.  —  Für 
denselben  Complex  ist  diese  Erzeugung  auf  zwei  Arten  ausführbar. 

Wird  der  Complex  metrisch  specialisirt,  so  läset  er  sich  durch  Ro- 
tation erzeugen.  Es  sei  M  parallel  mit  P.  K  und  Kx  seien  Kreise,  so 
sind  />,  M  deren  Mittelpunkte  und  PM=q  sei  senkrecht  zu  P  (und  M). 
Dann  ist  q  die  Rotationsaxe.     Der  Complex  entsteht  durch  Rota- 

18* 
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tion  eindr  speciellen  Congruenz  um  eine  Axe,  welche  die 
Directvix  schneidet  und  senkrecht  steht  zu  der  dem  Schnitt* 
punkte  entsprechenden  Ebene.  —  Vergl.  den  Rotationscomplex 
[11(22)];  dx  und  d2  sind  hier  unendlich  benachbart. 

Complex  [(11)22],  Nr.  26. 

1)  Sl  =  4  a  p12/eim  +  4  b  piz p4i  +  pj  +  p142  c=  0, 

2)  Ä'=2«ap12p84  +  2^p18p42+      bpj     =  0, 

3)  ftl«^  %"+(*  —  *)*yiyt2  +  4«b(ü  —  a)y2y&y4\  =  0. 

Die  Ebene  At  {yl  =  0)  ist  Ausnahmeebene  und  der  Punkt  A%  (v2  =  0) 
Ausnahmepunkt.  Als  Beitrag  zur  Singularitätenfläche  liefern  beide  den 
Büschel  A%AV  Der  übrige  Theil  ist  eine  Regelfläche  dritten  Grades  F, 
für  welche  A%  und  A,  ein  Doppelpunkt  und  eine  Doppeltangentialebene 
sind.  —  Die  Directricen  der  Congruenzen  sind  also  entweder  Strahlen 
des  Büschels  ^2^i  °^er  Erzeugende  von  F. 

Die  Doppelgerade  von  F  werde  d  genannt,  die  einfache  Leitgerade 
sei  /.  Der  Punkt  A  auf  d  sei  der  Ausnahmepunkt  des  Complexes  und 
A  =  AI  sei  die  Ausnahmeebene  (Fig.  11).  Eine  Tangentialebene  P  von 
F  enthalte  die  Erzeugende  £,  daneben  einen  Kegelschnitt  Ä,  beide  auf 
F  gelegen.  Dann  schneiden  sich  K  und  e  im  Punkte  D  von  rf,  sowie 
im  Berührungspunkte  P  von  P  mit  F.  Weiterhin  wird  e  von  /  in  L  ge- 
schnitten, die  Ebene  A  —  Al  schneide  P  in  a,  welche  Linie  auch  durch 
L  gehen  muss.  K  wird  von  a  in  R  und  S  geschnitten.  (F  wird  gebildet 
durch  alle  gemeinschaftlichen  Schnittlinien  von  K%  d  und  /,  drei  von 
ihnen  sind  e,  AR,  AS.) 

In  P  löst  sich  der  Complexkegelschnitt  auf  in  zwei  Punkte,  deren 
Verbindungslinie  durch  (den  siDgulären  Punkt)  P  gehen  muss.  Diese 
Punkte  liegen  auf  dem  Schnitte  von  P  mit  der  Singularitätenfläche  (e 
ausgenommen,  vergl.  frühere  Fälle),  also  der  eine  auf  a,  der  andere  auf 
K.     In  Fig.  11  sind  sie  My  N  genannt. 

Eine  Erzeugende  x  von  F  treffe  Py  resp.  K  in  X.  Diesem  Punkte 
entsprechen  X\  X'\  Die  zu  x  gehörenden  zweiten  Directricen  sind 
somit  die  durch  X'  gehende  Erzeugende  von  F  und  der  Strahl  AX"  des 
Büschels  AA.  Hierbei  könneu  sich  X  und  X"  in  R  und  S  vereinigen 
und  andererseits  ist  RS  ein   Paar  der  Involution  XX'. 

Erzeugung  des  Complezes  [(11)22].  Eine  Regelfläche 
dritten  Grades  F  habe  die  Doppelgerade  </,  die  einfache 
Leitgerade  /.  Man  bringe  vermittelst  der  Punkte  auf  /  oder 
der  Ebenen  durch  d  oder  der  Punkte  eines  Kegelschnittes  K 
der  Fläche  ihre  Erzeugenden  in  involutorisch  e  Zuordnung, 
so  sind  die  Erzeugendenpaarc  die  Directricen  der  Congruen- 
zen. —  Oder  man  wähle  eine  Doppeltangentialebene  A  von 
F,   welche  d  in   A  treffen    möge.     Die  Strahlen    des  Büschels 
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AA  setzt  man  in  projectivische  Zuordnung  zu  den  Erzeugen- 
den von  F,  so  dasß  die  in  A  liegenden  Strahlen  von  F  sich 
selbßt  entsprechen. 

Anmerkung  zu  der  ersten  Erzeugungsweise.  Die  Strahlen  von  F9 
welche  je  von  demselben  Punkte  auf  d  ausgehen,  schneiden  ans  /  eine 
Involution  von  Punkten.  Die  involutorische  Zuordnung  der  Erzeugenden 
von  F  zieht  das  Auftreten  einer  zweiten  Involution  nach  sich.  Beide 
haben  ein  gemeinsames  Paar,  welches  eine  zerfallende  Congruenz  (^,  A) 
liefert. 

Complex  [(112)2],  tfr.  27. 

1)  ß  =  4«  p18  p4i  +  pl9*  +  pti*  =  0 , 

2)  a/=2flp13p42  +  p18*  =0, 

3)  -       W^O»     (V8)*=0.. 

Zu  der  Singularitätenfläche  gehören  je  doppelt  An  A4,  Aty  A3.  In 
Ax  und  A4  wähle  man  P  und  Q  mit  den  Coordinaten  0:ß:a:l,  l:y:d:0, 
so  folgt  aus  1) 

4)  et2- 4«ay  + 1=0. 

Die  Strahlen  der  Büschel  A2At  und  <J3A4  sind  [2,  1]- deutig  zu  Di- 
rectricen  geordnet. 

Erzeugung  des  Complexes  [(112)2].  Von  zwei  Ebenen  A,B, 
in  deren  Schnittlinie  die  Punkte  A,  B  liegen,  berühre  die 
eine  den  Kegelschnitt  K  in  C,  währenddem  die  andere  K  in 
E,  F  schneidet.  Die  Tangenten  t  von  K  schneiden  A  und  B 
in  Punkten  7\,  T2  und  es  sind  ATx  —  dly  BT%z=d^  die  Paare  der 
Directricen.  —  Vergl.  [11(112)];  in  Fig.  3  fallen  C  und  D  zusammen. 

Die  gegebene  Erzeugung  kann  man  auch  so  auffassen :  Den  Strahlen 
ff,  6,  c,  ...  eines  Büschels  BB  lasse  man  die  Paare  aa\  b'b",  cc\  ... 
einer  Involution  von  Strahlen  im  Büschel  AA  entsprechen,  doch  so,  dass 
A  und  B  in  A  B  liegen  und  dass  a  =  AB  mit  dem  einen  Strahl  a  des 
entsprechenden  Involutionspaares  zusammenfällt  (sich  einfach  selbst  ent- 
spricht). 

Complex  [(12)(12)],  Nr.  28. 

1)  £1  =  «(Pn+PfJ)  +  4"  Pl*P*  +  Pl&*  +  Pu    =0, 

2)  &'=a(p18  +  Ps4)*  +  4öp18P4*+      2Pi»2      "0. 

3)  \y?  +  2a(y1y2  +  y3y4|  \yx*-  *a{yxy%  +  y,y4}  =  0. 

Analog  [11(11X11)],  [1(11)(12)]  erhält  man: 

Erzeugung  des  Complexes  [(12)(12)].  Zwei  Flächen  zwei- 
ten  Grades  Fx,  F2  berühren  sich  nach  zwei  Erzeugenden  p,q. 
Man  bringe  ihre  Regeischaaren,  welche  q  schneiden,  in  pro- 
jectivische Zuordnung,  so  dass  für  die  hierbei  in  q  ent- 
stehenden vereinigten  projeetivischen  Reihen  die  Doppel- 
elemente in  pq  vereinigt  sind.     Entsprechende  Strahlen  sind 
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die   Directricenpaare.  —  Diese  Erzeugung  lässt  sich  für  denselben 
Complex  auf  vier  Arten  ausführen. 

Coinplex  [(11)(22)],  Nr.  29. 

1)  Ä=4ap18p84  +  p18a  +  pua  =  01 

2)  Ä'=       Pl2PM  =0, 

Die  doppelten  Ausnahmeelemente  sind  yl  =  0  (Ebene  C),  08  =  O 
(Punkt  C).  Die  einfachen  sind  y32+y42  =  0  (Punkte  A  und  B).  Bezüg- 
lich ihrer  gegenseitigen  Lage  s.  Fig.  12.  Es  treten  ohne  Zweifel  die 
Büschel  auf:  AA,  #B,  AC,  £C,  CA,  CB.  Der  Büschel  CC  von  Strahlen, 
die  in  den  doppelten  Ausnahmeelementen  liegen,  kann  hier  nicht  in 
Betracht  kommen;  für  jeden  seiner  Strahlen  erhält  man  eine  Congruenz, 
bestehend  aus  dem  Bündel  C  und  dem  Strahlfelde  C,  beide  doppelt 
zählend. 

Die  sehr  einfache  Untersuchung  ergiebt: 

Erzeugung  des  Complexes  [(11)(22)].  Zwei  Büschel  (^A, 
BB  in  Fig.  12)  in  allgemeiner  Lage  werden  so  in  projccti- 
vische  Zuordnung  gebracht,  dass  für  die  in  der  Schnittlinie 
ihrer  Ebenen  entstehenden  projectivischen  Reihen  dieDop- 
pelelemente  zusammenfallen.  (Vergl.  [(11)(11)(11)]).  Oder:  Zwei 
projectivische  Büschel  AC,  CB  liegen  so,  dass  die  Ebene  des 
ersten  durch  beide  Scheitel  geht  und  der  Scheitel  der  zwei- 
ten in  beiden  Ebenen  liegt.  (Nach  der  eingeführten  Bezeichnung 
entsprechen  sich  dann  AB  und  CB,  ferner  AC  und  AB.)  —  Letztere 
Erzeugung  ist  auf  zwei  Arten  ausführbar.* 

In  Fig.  12  ist  s  ein  beliebiger  Complezstrahl ;  er  ergiebt  für  jedes 
Büschelpaar  zwei  entsprechende  Strahlen  und  bestimmt  mit  ABC  ABC 
den  Complex. 

Complex  [1(14)],  Nr.  31. 

1)  a=«(Pl,+P34)'  +  2p13^3  +  4Pu*  =  0, 

2)  Ä'=  a>(p„+p3i)*  +  2p13PH  =  0, 

3)  ySW  +  ay**)  +  8°yli(yiyi-y1y*)  -  0. 

Die  Singularitätenfläche  ist  vom  vierten  Grade  mit  der  dreifachen 
Geraden  y1  =  y9  =  0.  Die  stationären  Ebenen  sind  in  ^  =  0  vereinigt 
(Specialfall  von  Cremona  X).  Man  erhält  diesen  Fall  aus  [11(13)], 
indem  man  den  dort  auftretenden  Doppelpunkt  T  von  6'8  in  eine  Spitze 
verwandelt. 

Erzeugung  des  Complexes  [1(14)].  Für  eine  Regelfläche 
vierten  Grades  F,  Cremona  X,  mit  vereinigten  stationären 
Elementen    bringe   man    die  Ebenen    durch  die  dreifache  Ge- 

*  S.  die  Schlu8öbemerkung  zu  [(33)]. 
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rade  so  in  involutorische  Zuordnung,  dass  die  eine  selbst- 
entsprechende Ebene  in  die  stationäre  fällt.  Die  Ebenen- 
paare schneiden  F  in  den  Directricenpaaren  der  linearen 
Congruenzen.  —  Die  zweite  Doppelebene  der  Involution  ergiebt 
je  weilen  eine  specielle  Congruenz.  Solcher  giebt  es  aber  zwei  und  es 
ist  oben  gegebene  Erzeugung  des  Com  pl  ex  es  auf  zwei  Arten  ausführbar. 
Selbstverständlich  ist,  dass  man  die  Involution  der  Ebenen  durch  eine 
aus  Punkten  auf  der  dreifachen  Geraden  ersetzen  kann. 

Complex  1(11)4],  Nr.  82. 

1)  Sl  =  2<*PiaPu+PlzPto  +  2pu2  =  0 , 

2)  &'=  «*Pi2Pai  +  PisPu  =0, 

3)  vi  \vx  (y8  + 2  «yJ8 + 2  «2y*  v**\  =  o. 

Die  Singularitäten  fläche  ist  eine  Regelfläche  dritten  Grades  F  mit 
einer  Cuspidalebene  und  dem  zugehörigen  Cuspidalpunkte.  —  Eine  Be- 
trachtung analog  [(11)22]  ergiebt  folgendes  Resultat  (in  Fig.  5  fallen  R 
und  5  zusammen): 

Erzeugung  des  Complexes  [(11)4].  Eine  Regelfläche  drit- 
ten Grades  F  habe  die  Doppelgerade  </,  die  einfache  Leit- 
gerade /,  die  eine  Cuspidalerzeugende  sei  c,  der  dazu  gehö- 
rende Cuspidalpunkt  C~cd  und  die  Cuspidalebene  C  =  cd.  Als- 
dann construire  man  in  /  zwei  projectivische  Reihen  X%  f\ 
Z,  ... ;  X\  Y\£,  ...y  deren  Doppelpunkte  im  Punkte  Ic  vereinigt 
sind.  Die  aus  Xy  F,  ...  gezogenen  Erzeugenden  von  F  bilden 
mit  den  Strahlen  CX\  CY\  ...  die  Directricen  derCongruen- 
zen.  —  Oder  man  ordnet  die  Punkte  auf  /  zu  einer  Involu- 
tion, so  dass  ein  Doppelpunkt  nach  Ic  fällt,  und  zieht  die 
Directricenpaare  als  Erzeugende  von  F  durch  die  Involu- 
tionspaare. 

Complex  [(114)1 9  Nr.  88. 
1 ) ,  2)  &  =  |>18  p83  +  2p14»     &'=  pu  pu  =  0 , 

3)  (**.)*  =  0,     (p,r4)«  =  0. 

Wie  bei  [11(112)],  [1(113)]  findet  man,  dass  die  Directricen  zwei 
Büschel  mit  [1,  2] -deutiger  Zuordnung  bilden. 

Erzeugung  des  Complexes  [(114)].  Den  Strahlen  «,  6,  c,  ... 
eines'Btischels  HB  lasse  man  die  Paare  aa\b'b",  cc\  ...  einer 
Involution  von  Strahlen  im  Büschel  Ak  entsprechen,  wobei 
A  und  B  in  AB  liegen  und  AB  zugleich  Strahl  in  HB  und  der 
eine  Doppelstrahl  der  Involution  in  Ak  ist  (sich  doppelt  selbst 
entspricht).  -  Man  vergl.  [(112)2].  —  Bei  [1(113)]  lasse  man  D  nach  6* 
fallen,  so  dass  A  den  Kegelschnitt  K  in  C  beröhrt. 
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Complex  [1(23)],  Nr.  85. 

1)  Ä=-fl(Pa-P34)*  +  Pl3a  +  2Pl4(Pl2+^M)fi=0, 

2)  Ä'=       *2(Pi2-/>84)*-Ph*  -0, 

Die  Untersuchung  wird  hier  geführt,  wie  bei  [11(22)].  Es  ergiebt  sich: 
Erzeugung  des  Complexee  [1(23)].  Ein  Kegel  K  und  ein 
Kegelschnitt  K  seien  so  gelegen,  dass  K  in  einer  Tangen- 
tialebene von  K  liegt  und  die  darin  befindliche  Kegelseite 
an  der  Kegelspitze  tangirt.  Nun  bringe  man  die  Kegelsei- 
ten und  die  Tangenten  von  K  in  projectivische  Zuordnung 
mit  Beachtung  folgender  Bedingung.  Wenn  man  die  Tan- 
genten at  6,  ...  von  K  mit  der  festen  t  unter  ihnen  schneidet, 
so  entstehen  Punkte  A,  2?,  £,  ...;  durch  eine  feste  Kegelseite 
lege  man  Ebenen  nach  den  Seiten  a\  b\  c\  ...,  welche  den 
Tangenten  a,  b,  c,  ...  entsprechen.  Diese  Ebenen  schneiden 
t  in  den  Punkten  A\  B>,  C\  ...,  welche  mit  Ay  ß,  C,  ...  zwei  ver- 
einigte projectivische  Reihen  bilden.  Die  Doppelelemente 
müssen  im  Schnitte  von  t  mit  der  K  und  K  gemeinsamen  Er- 
zeugenden vereinigt  sein.  —  Diese  Erzeugung  ist  stets  auf  zwei 
Arten  ausführbar. 

Jeder  Seite  von  K  entsprechen  zwei  Tangenten  von  K.  Der  geo- 
metrische Ort  des  Schnittpunktes  ist  ein  neuer  Kegelschnitt  Kly  welcher 
K  an  der  Kegelspitze  vierpunktig  osculirt.  Er  ist  die  eine  Brenncurve 
für  die  eine  Congruenz  zweiten  Grades  von  singulären  Linien.  Die 
duale  Betrachtung  ergiebt  eine  weitere  Congruenz,  s.  [11(22)]. 

Complex  [2(18)],  Nr.  86. 

1)  Ä=4flp13pi8+.  p188    +2p14(p12+Ps4)  =  0, 

2)  &'=  4öV,8P42  +  Z°PJ  +  Pu  =0, 

3)  yx  \yi*  +  8«*y*(yiyi  +  y3y*)  +  *ayxy*\  ==  o. 

Die  Singularitätenfläche  ist  eine  Cayley'sche  Linienfläche  dritten 
Grades  F  mit  einer  Ebene  A  (yx  =  0)  ihrer  Doppeleveloppabeln  und  dem 
dazu  gehörenden  Punkte  A  der  Doppelgeraden.  Als  Linienfläche  vierten 
Grades  besteht  sie  aus  F  und  dem  Büschel  AA. 

Ein  Punkt  auf  F  sei  />,  P  sei  die  zugehörige  Tangentialebene.  Dann 
hat  man  in  P  (Fig.  13)  einen  Kegelschnitt  K}  eine  Erzeugende  e  und  die 
Schnittlinie  a  mit  der  Ausnahmeebene.  Hierbei  schneiden  sich'A',  e  und  a 
in  einem  gemeinsamen  Punkte  Z>,  welcher  auf  der  Doppelgeraden  d  von 
F  gelegen  ist.  Die  Tangente  b  in  D  an  K  ist  die  Schnittlinie  von  P  mit 
der  stationären  Ebene.  —  Der  Complexkegelschnitt  in  P  besteht  aus  den 
Büscheln  M,  Ny  wobei  M  auf  ö,  N  auf  K  liegt  und  MN  durch  P  geht. 
Einem  Punkte  X  auf  tf  entsprechen  X9  (auf  K)  und  X"  (auf  a).  Auf  K 
entsteht  eine   Involution  von  Punkten,  wobei  DE  eines  der  Paare  ist« 
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Ferner  vereinigen  sich  X  und  X"  sowohl  in  Z>,  als  in  E.  Dabei  ist  E 
der  Schnittpunkt  von  P  mit  der  in  der  Ausnahmeebene  gelegenen  Er- 
zeugenden. 

Erzeugung  des  Complexes  [2(13)].  Die  Erzeugenden  einer 
Cayley'schen  Linienfläche  dritten  Grades  F  bringe  man  in 
involutorische  Zuordnung.  Entsprechende  Erzeugenden  sind 
die  Directricen  der  linearen  Congruenzen.*  Oder:  Auf  der 
Doppelgeraden  derselben  Fläche  F  sei  ein  Punkt  A  mit  der 
zugehörigen  Tangentialebene  A.  Die  Strahlen  des  Büschels 
Ak  bringe  man  in  projectiviscbe  Zuordnung  mit  den  Erzeu- 
genden auf  Fy  so  dass  die  beiden  gemeinsamen  Strahlen  (die 
stationäre  Erzeagende  und  die  in  A  aus  A  gehende)  sich  selbst  ent- 
sprechen. 

Complex  [a(12)]>  Nr.  87. 

1 )  Sl  =  4  a  pl4  pn  +  a  (pu  +  pS4)2  +  p182  +  2  pl4  (p„  +/>34)  =  0  f 

2)  &=  4  a*  pu  Pn  +  a*  (p12 + p34)»  +  p142  +  4  a  pl4  (p„  +  pM)  =  0 , 

3)  yi4-4flylsys+4a8(y1y2-y3y4)»  =  0. 

Die  Singularitäten  fläche  ist  eine  Regelfläche  vierten  Grades  F,  C  re- 
in ona  VI,  mit  Rückkehrerzeugender  c,  die  Cayley'sche  Doppelgerade 
sei  d. 

Man  gelangt  hier  sehr  leicht  zum  Ziele,  wenn  man  irgend  eine  Tan- 
gentialebene von  Feinführt  (dasselbe  gilt  für  [12(12)]).  Noch  einfacher 
ist  es  aber,  eine  Ebene  P  durch  die  Rückkehrerzeugende  c  einzuführen, 
etwa  y4  =  0.  Wie  man  aus  obigen  Gleichungen  leicht  nachweist,  enthält 
diese  Ebene  nebst  c  einen  Kegelschnitt  A",  der  c  berührt,  und  der  Com- 
plexkegelschnitt  in  dieser  Ebene  ist  v%*+  <it\,8  =  0.  Er  hat  sich  aufgelöst 
in  zwei  Büschel,  deren  Scheitel  My  N  in  c  liegen.  Der  Schnittpunkt 
von  c  mit  der  Doppelgeraden  der  Fläche,  der  Berührungspunkt  mit  K, 
M  und  N  bilden  dabei  eine  harmonische  Gruppe. 

Erzeugung  des  Complexes  [3(12)].  Eine  Regelfläche  vier- 
ten Grades,  Cremona  VI,  habe  die  Rückkehrerz*eugende  c. 
Die  Ebene  P  durch  c  enthalte  den  Kegelschnitt  K  von  F  (wel 
eher  c  berührt).  Auf  K  construire  man  eine  Involution,  deren 
Pol  in  c  fällt,  so  sind  die  durch  die  Punktepaare  der  Invo- 
lution gehenden  Erzeugenden  von  F die  Directricen  der  Con- 
gruenzen. —  Diese  Erzeugung  ist  stets  zweimal  ausführbar. 

Complex  [(123)1,  Nr.  38. 

1),  2)  Ä  =  />18*+2/>140/18+p34)==0,     Ä'=pH*  =  0, 

3)  yi4=0,     V-0. 


*  Die  der  stationären  Erzeugenden  entsprechende  liefert  eine  zerfallende  Con- 
gruenz. 
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Als  Linienfläche  aufgefasst,  besteht  die  Singularitätenfläche  aus  dem 
Büschel  y1  =  *>8  =  0,  vierfach  zählend.  Man  bat  hier  specielle  Con- 
gruenzen. 

Auf  dem  Strahl  ys  =■  oy4  des  Büschels  A%kx  sei  Q  mit  den  Coordi- 
naten  0:ay:a:l.  Durch  A%Q  legt  man  eine  Ebene  nach  B  auf  AXAZ% 
wobei  für  B  yl  =  ßys .  Das  Büschel  in  dieser  Ebene  ß  mit  dem  Scheitel 
Q  gehört  dem  Complez  an,  wenn 

4)  a*P  +  2«/Sy  +  2  =  0. 

Für  einen  beliebigen  Werth  von  er  besteht  zwischen  ß,  y  eine  bilineare 
Gleichung.  —  Für  Q  in  A%  fällt  die  Ebene  ß  mit  Al  zusammen  (0  =  0, 
y  =  oo).     Für  den  Schnittpunkt  N  der  Directriz  er  mit  A3A€  (Fig.  14)  ist 

2 
y=0,  jS= g   und   es   umhüllen    diese  Linien  NB  in  Ax  den  Kegel- 
schnitt «4*  —  2  «j  m8  =  0 ,  y4*  —  2  yt  y8  =  0.    Er  ist  der  Complexkegelscbnitt 
K%  in  A8. 

Für  (5  =  00  ist  nach  4)  <x  +  2y  =  0.  In  A,  liegt  also  der  Kegelschnitt 
y32  +  2y2y4=0  und  es  entspricht  dem  Schnittpunkte  Jf  von  «  mit  ihm 
eine  nach  Ax  gehende  Ebene. 

Erzeugung  des  Complexes  [(123)].  AxAiABAA  (Fig.  14)  sei  ein 
Tetraeder.  In  der  Fläche  A1  berührt  der  Kegelschnitt  Kx  die 
Kanten  AtASi  A^AA  in  A%  und  AA.  Der  Kegelschnitt  K%  in  As 
berührt  ^^4,  A3AA  in  ^  und  4,.  Nun  bringe  man  für  die 
Strahlen  A%M N  des  Büschels  A%AX  die  Punkte  und  Ebenen  so 
in  projeetivische  Zuordnung,  dass  1.  dem  Punkte  A%  stets  die 
Ebene  Aj,  2.  dem  Punkte  N  in  A&AA  die  Tangentialebene  at 
an  K%  und  3.  der  Ebene  A%M  Ax  der  Schnittpunkt  M  mit  ATt  ent- 
spricht. Damit  ist  A2N  die  Directriz  einer  speciellen  Con- 
gruenz  des  Complexes. 

Hier  wurden  der  Complexkegefschnitt  K2  in  A2  und  der  Complex- 
kegel  AXKX  zur  Construction  verwendet.  An  Stelle  dessen  kann  man 
auch  zwei  Gomplexkegel  einführen:  Die  Complexkegel  aus  den 
Punkten  SXJ  S2  des  Raumes*  schneiden  eine  Ebene  A  in  Kx^  K%, 
welche  Kegelschnitte  sich  in  einem  Punkte  A  dreipunktig 
osculiren.  (Fig.  15.)  Der  letzte  gemeinsame  Punkt/?  von  A^, 
K2  liegt  m\t  A,  Sx,  S%  in  einer  Ebene.  Irgend  ein  Strahl  «  des 
Büschels  AA  schneide  Afn  K%  in  Mx%  M%.     Dann  ist  a  Directrix 


*  Die  Punkte  £, ,  <S*  dürfen  hierbei  nicht  in  derselben  Geraden  aus  dem  Aub- 
nahmepunkte  A  Hegen,  da  sonst  K{  und  Kt  zusammenfallen.  -  Der  Complex  läset 
sich  leicht  aus  Congruenzen  erster  Ordnung  zweiter  Classe  erzeugen.  Die  eine 
ßrenneurve  ist  je  eine  Gerade  aus  A>  die  andere  ein  Kegelschnitt  in  A  durch  A 
gehend.  —  Etwas  Aehnliches  gilt  für  [1(122)],  welcher  Complez  auch  aus  speciellen 
Congruenzen  besteht,  deren  Directricen  einen  Büschel  bilden. 
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einer  speciellen  Oongruenz  des  Complexes,  wenn  den  Punk- 
ten A,  Mx,  M%  die  Ebenen  A,  aSl}  aS2  entsprechen. 

Complex  [2(22)]9  Nr.  40. 
1)  ß  =  2ap1^M  +  p128+p13t  +  Pl4*  =  0, 

3)  yiW-W+y^^o,   VW+O  =  0. 

Bei  diesem  Complex  treten  eigentlich  zwei  duale  wesentlich  verschie- 
dene Fälle  auf.  Wir  beschränken  uns  zunächst  auf  den  Fall  (A),  Dies. 
S.  194.  Hier  besteht  die  Singularitätenfläche  aus  einem  Kegel  K  mit 
der  Spitze  At  (Fig.  16)  und  zwei  Büscheln  M  kx,  NAt.  —  Ax  ist  die 
Ebene  ^  =  0,  M  und  N  sind  die  Punkte  ys  +  f'y4  =  0,  y8  —  ty4  =  0  in 
A3A4.  —  Ein  Punkt  P  auf  der  Erzeugenden  o  des  Kegels  habe  die  Co- 
ordinaten  2iaa :  ß  :  —  t(l  +  a2)  :  (1  — o2).  Ferner  sei  Q  in  Ax  der  Schnitt- 
punkt der  Strahlen  y3  +  *y4  +  yy8  =  0,  Ä(y8— »y4)  +  y8  =  0,  hat  also  die 
Coordinaten  0  :  —  2ii  :  (yä  +  l) :  (yfl  —  1).  Für  P0  erhält  mau  dann 
4)  (a-ia)(«-i»  =  0. 

Somit  bilden  die  Complexstrahlen ,  welche  die  Kegelseite  a  treffen, 
zwei  lineare  Congruenzen,  deren  zweite  Directricen  Strahlen  in  Aj  aus 
M  und  iV  sind.  Nach  4)  ist  für  sie  y=ö  und  der  Ort  ihres  Schnitt- 
punktes ist  somit  der  Kegelschnitt  y32  +  y42  —  y22  =  0.  Er  wird  von  A%M, 
A%N  in  M  und  N  berührt.  Seine  Punkte  sind  den  Erzeugenden  von  K 
eindeutig  zugeordnet  und  die  so  entstehenden  Strahlbüschel  bilden  eine 
Congruenz  zweiten  Grades  von  singulären  Linien.  Die  anderen  singu- 
lären  Linien  bilden  zerfallende  Congruenzen,  bestehend  aus  den  Bündeln 
M%  N  und  aus  der  Ebene  At  doppelt. 

Erzeugung  des  Complexes  [2(22)],  (A).  Auf  einem  Kegel 
zweiten  Grades  K  wähle  man  einen  Punkt  M.  Durch  die 
Kegelseite,  in  welcher  M  liegt,  lege  man  eine  Ebene  E  und 
bringe  die  Erzeugenden  des  Kegels  so  in  projeetivische  Zu- 
ordnung mit  den  Strahlen  des  Büschels  ME,  dass  dergemein- 
same  Strahl  sich  selbst  entspricht.  Entsprechende  Strahlen 
sind  die  Directricen  der  Congruenzen.  Diese  Erzeugung  ist  in 
doppelter  Weise  ausführbar. 

Erzeugung  des  Complexes  [2(22)],  (B).  Ein  Kegelschnitt 
K  in  der  Ebene  E  (Fig.  17)  habe  eine  Tangentialebene  A  und 
es  sei  A  ein  Punkt  in  AE.  Die  Strahlen  <i,  6,  c,  ...  des  Bü- 
schels AA  bringe  man  in  projeetivische  Zuordnung  mit  den 
Tangenten  a\  b\  c,  ...  von  Ky  so  dass  die  Linie  AB  sich  selbst 
entspricht.  Die  Congruenzen  sind  <ia\  bb\  cc,  —  —  Diese 
Erzeugung  ist  stets  zweimal  ausführbar.* 

*  Bezüglich  der  singulären  Linien  vergl.  den  Fall  (a.).  In  der  Dissertation 
S.  195  sind  dieselben  unrichtig  angegeben. 
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Complex  [(222)],  Nr.  41, 

1),  2)  &  =  *>,**+ f>13*  +  />i42<=<>>     Ä'=0f 

3)  ^  =  0,     K8  +  ^+O  =  0. 

Hier  handelt  e6  sich  zunächst  um  den  Fall  [(222)],  (A).  Der  Com- 
plex besteht   aus   allen   Treffgeraden  eines   Kegelschnittes   (3^  =  y2*"r"0s* 

f»4*-0). 

Erzeugung  des  Complexes  [(222)],  (A).  Die  Directricen- 
paare  sind  consecutive  Tangenten  eines  Kegelschnittes. 

Erzeugung  des  Complexes  [(222)],  (B).  Die  Directricen- 
paare  sind  consecutive  Erzeugende  eines  Kegels. 

Wenn  man  auf  einer  Fläche  zweiten  Grades  die  Strahlen  a,  6,  ... 
der  einen  Rege  lsch  aar  mit  denen  der  andern  (a\  b\  . ..)  in  projecttvische 
Zuordnung  bringt,  so  bilden  die  zerfallenden  Congruenzen  aa\  bb\  ... 
beide  Complexe  [(222)]  als  zerfallenden  Complex  vierten  Grades. 

Beide  Complexe  können  bei  metrischer  Specialisirung  durch  Rota- 
tion erzeugt  werden.  Bei  (A)  rotirt  eine  zerfallende  Congruenz 
mit  den  Directricen  dx,  d%  um  eine  Axe,  welche  dx  schneidet 
und  zur  Ebene  dld2  senkrecht  steht.  —  Bei  (B)  rotirt  die  zer- 
fallende Congruenz  um  eine  Axe,  welche  durch  den  Punkt 
dxd%  geht.  — Beide  Fälle  lassen  sich  als  Specialfälle  des  Rotationscom- 
plexes  [11(22)]  darstellen.  —  Auch  der  zerfallende  Complex  vierten  Gra- 
des (A),  (B)  kann  zum  Rotationscomplex  werden. 

Complex  [(15)],  Nr.  43. 

1)  Ä  =  2^13^88  +  t>u(Pli  +  Pu)  =  Of 

2)  ß'-2p18(/;I8+^4)+pM«     =0, 

3)  yx  ift'ft  — »iftft  +  2y38}  —  0. 

Die  Singularitätenfläche  ist  eine  Cayley'sche  Linienfläche  dritten 
Grades  F  mit  ihrer  stationären  Ebene  S  und  dem  stationären  Punkte  S. 

Fig.  18  (analog  Fig.  13  für  [2(13)])  giebt  ein  Bild  dessen,  was  in 
einer  Tangentialebene  P  von  F  enthalten  ist.  Aus  F  werden  K  und  e 
geschnitten ,  aus  der  Doppelgeraden  von  F  der  Punkt  D ,  aus  der  statio- 
nären Ebene  die  Gerade  s  (die  Tangente  an  K  in  D).  Die  singulare 
Linie  durch  P  ist  MN.  —  Die  Directricen,  welche  auf  Fliegen,  ergeben 
auf  K  die  Involution  mit  dem  Pol  M.  Die  andere  Schaar  von  Con- 
gruenzen hat  zu  Directricen  Erzeugende  x  von  F  (welche  K  je  in  einem 
Punkte  X  treffen)  und  Strahlen  SX"  des  Büschels  SS. 

Erzeugung  des  Complexes  [(15)].  Die  Directricen  sind 
die  zu  einer  Involution  geordneten  Erzeugenden  einer 
Cayley'schen  Regelfläche  dritten  Grades,  wobei  die  eine 
selbstentsprechen-de  Erzeugende  die  stationäre  ist.  —  Oder: 
Man  bringe  die  Erzeugenden  a,  6,  ...  der  genannten  Fläche 
(mit  dem  stationären  Punkte  5  und  der  stationären  Ebene  S) 
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in  projectivische  Zuordnung  mit  den  Strahlen  a,  b\  ...  des 
Büschels  &S,  so  dass  zunächst  die  stationäre  Erzeugende 
sich  selbst  entspricht.  Die  Zuordnung  muss  zudem  folgende 
Bedingung  erfüllen:  Ein  Kegelschnitt  K  auf  F  werde  von 
a,  A,  ...  in  den  Punkten  Ay  ß,  ...  geschnitten  und  die  Ebene 
von  Ä'  von  den  Strahlen  a',  b\  ...  in  A\  B\  ...;  dann  müssen 
die  Verbindungslinien  AA\  B B\  ...  ein  Büschel  bilden,  des- 
sen Scheitel  auf  K  liegt»* 

Complex  [(24)],  Nr.  45. 

i),  2)      &=p122+p142  +  2/>34J>42==o,   a'=jt>12/>42  =  o, 
3)  y/W+y/Ho,   VW-^v^». 

Die  Singularitätenfläche  besteht  aus  zwei  degenerirten  Flächen  zwei- 
ten Grades.  Die  eine  ist  ein  Kegelschnitt  K  in  A4.  Die  andere  zerfällt 
in  zwei  Doppelbüschel,  deren  Scheitel  in  einem  Punkte  (As)  auf  K  ver- 
einigt sind  (Fig.  19).  Die  Ebenen  dieser  Büschel  sind  zwei  Tangential- 
ebenen von  K  (y8  +  iy4  =  0). 

Es  sei  P  ein  Punkt  auf  dem  Strahl  et  des  Büschels  A$,  y2  —  ty4  =  0 
mit  den  Coordinatea  a:i:ß:l.     Für  Q  in  A4  habe  man  l:d:y:0,  so  ist 
PQ  Complexstrahl,  wenn 
4)  a8J-2y-2ta  =  0. 

Der  Ort  von  Q  für  ein  bestimmtes  «  ist  somit  die  Gerade  <*2y8  — 2y8 
—  2tay,  =  0,  welche  als  Enveloppe  den  Kegelschnitt  vx2  —  2»8»3  =  0 
ergiebt,  also  Ky  s.  3).  —  Die  Zuordnung  der  Tangenten  t  an  K  mit  den 
Strahlen  o  des  Büschels.  AZsAxM  ergiebt  sich  durch  Einführung  der  Linie 
AB,  welche  ihre  Schnittpunkte  mit  der  Ebene  Az  =  AtA2A4  verbindet. 
A  ist  a  :  t :  0  : 1 ,  B  ist  a  :  2i :  0  :  0  und  die  Linie  A  B  trifft  A%AA  stets  im 
Punkte  y1  =  ys  =  y2  +  iy4  =  0,  also  im  Schnittpunkte  von  A%AA  mit  der 
zweiten  Ebene  der  Singularitätenfläche.  Die  Reihen  A  (in  MAX)  und  B 
(in  A%AX)  sind  perspectivisch. 

Ebenso  entspricht  der  Tangente  /  an  Af  ein  Strahl  y  =  ^8C  im  Bü- 
schel A3.AlN.  Die  Schnittpunkte  B,  €  mit  A8  liegen  perspectivisch  mit 
M  als  Centrum. 

Ohne  Zweifel  ist  die  Ebene  A3  eine  singulare  (eine  Tangentialebene 
der  Singularitätenfläche),  A%  der  singulare  Punkt  in  ihr,  A%MN  die  sin- 
gulare Linie  und  My  N  repräsentiren  den  zerfallenden  Complexkegol- 
schnitt  in  A«. 


*  Aehnliche  Einschränkungen  kommen  vor  bei  [1(23)],  [(111)(12)],  [(11)(13)] 
etc.  —  Es  hängt  das  damit  zusammen,  dass  die  Singularitätenfläche  (hier  F,  S  und 
S  zusammen)  im  Allgemeinen  für  od1  Complexe  (zweiten  Grades)  gleicher  Gattung 
Singularitäteilfläche  ist.  Tritt  also  bei  der  Zuordnung  der  Directricen  eine  Invo- 
lution auf,  so  hat  man  nur  eine  einschränkende  Bedingung,  bei  Projectivität  da- 
gegen deren  zwei. 
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Nachdem  man  erkannt  hat,  dass  die  Congruenzen  f,  A3A  und  /,  AaC 
(Fig.  19;  My  iV,  A{  sind  fest,  dagegen  f,  ß%  A,  C  veränderlich)  dem  Co  Di- 
pl ex  angehören,  kann  man  eine  Congraenz  erster  Ordnung  zweiter  Classe 
von  singulären  Linien  leicht  angeben,     Die  Ebene  ASAC  schneidet  /  in  T. 

Da  aber  ohne  Zweifel  die  Gruppe  AXB A%ß  eine  harmonische  ist, 
so  ist  T  gerade  der  Berührungspunkt  von  l  mit  K.  Der  Büschel  aus  T 
in  der  Ebene  AZAC  besteht  aus  singulären  Linien  Für  jede  Lage  von 
/  ist  T  auf  K  und  die  Ebene  des  Büschels  geht  durch  die  feste  Linie 
AZAA.  Somit  besteht  die  Congruenz  der  gleichzeitigen  Treff- 
geraden von  A3A4  und  K  aus  singulären  Linien.  —  Der  übrige 
Theil  der  Congruenz  singulärer  Linien  zerfällt* 

Erzeugung  des  Complexes  [(24)],  (A).  An  einen  Kegel- 
schnitt K  lege  man  eine  beliebige  Tangentialebene  E  und  es 
sei  P  der  Berührungspunkt,  p  die  zugehörige  Tangen te  an  K. 
Man  bringe  die  Strahlen  des  Büschels  PE  in  projectivische 
Zuordnung  mit  den  Tangenten  von  AT,  so  dass  der  gemein- 
same Strahl  p  sich  selbst  entspricht.**  —  Diese  Erzeugung  ist 
stets  auf  zwei  Arten  ausführbar. 

Erzeugung  des  Complexes  [(24)],  (B).  Auf  einem  Kegel 
zweiten  Grades  K  liege  ein  Punkt  A  Es  sei  p  die  durch  P 
gehende  Kegelseite  und  P  die  Tangentialebene  längs  p.  Die 
Erzeugenden  /?,  a,  6,  ...  von  K  bringe  man  in  projectivische 
Zuordnung  mit  den  Strahlen  p>  a\  h\  .  .  des  Büschels  />P,  so 
dass  p=p'  sich  selbst  entspricht.  —  Für  den  Complex  ist  diese 
Erzeugung  auf  zwei  Arten  ausführbar. 

Complex  [(33)],  Nr.  47. 

2)  Ü^pJ-pJ  =0, 

3)  yi*(y*+y4)  =  0,    *t8(*8+*4)  =  o. 

Bezeichnen  wir  die  Punkte  yl=  9ji  =  y3  +  yA  =  Q  uud  y1  =  y2  =  ?/3 
—  y4  =  0  durch  R  und  S,  so  besteht  die  Shignlaritätennacho  aus  A2  und 
Aj  je  dreifach,  sowie  aus  der  Ebene  AtA2R  und  dem  Punkte  S. 

•  Vergl.  einen  allgemeinen  Satz,  Diss.  S.  203. 

**  Vergl.  die  Anmerkung  zu  [(15)].  Eine  weitere  einschränkende  Bedingung 
der  Projectivität  ist  hier  nicht  vorhanden.  Ist  nämlich  die  gesammte  Singulari- 
tätenfläche (bestehend  aus  K  und  den  beiden  Tangentialebenen  £,  F  in  P)  bekannt, 
so  muBS  für  die  Strahlen  p,  atbt  ...  des  Büschels  PE  und  der  Tangenten  jp=j>', 
a,  b\  ...  von  K  Folgendes  eintreten:  Schneidet  man  das  Ganze  mit  irgend  einer 
Tangentialebene  T  von  K,  so  müssen  die  aus  p,  a,  . ..;  p',a,  ...  geschnittenen 
Reihen  perspectiviBch  liegen  für  einen  Punkt  in  der  Schnittlinie  FT  (perspectivisch 
sind  sie  unmittelbar,  weil  p  —  p').  Man  kann  alsdann  nur  ein  Paar  an  frei 
wählen. 
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Eid  Punkt  P  auf  dem  Strahl   cc  in   AXA%R  aus  A%  sei  er:  aß:  —  1:1. 
Der  Punkt  0  sei  0 : 1  :  (y  +  <S) :  <J,   also  der  Schnitt  der  Strahlen  yyÄ  — y» 
+  y4  =  O(0S),  yA^öy%(QAs).     Für  />()  folgt 
4)  (y  +  J«)(«-r)  =  0. 

y  4-  2 Ä  =  0  giebt  y3  +  y4  =  0,  wobei  a  und  /5  beliebig  sind.  So  würde 
ein  specieller  Complex  entstehen  (j>is+/>i4  =  0).  —  Wenn  dagegen  «  —  y 
=  0,  so  sind  die  Strahlen  o,  y  in  projectivischer  Zuordnung,  so  dass 
A%R  und  A%S  sich  entsprechen  (ebenso  AXA%  und  A9A4,  Wahl  des  Co- 
ordinatensystems). 

Erzeugung  des  Complexes  [(33)].  Durch  einen  Punkt  A 
(Fig.  20)  gehen  zwei  Ebenen  A,  B.  In  ersterer  liegt  B  ausser- 
halb AB.  Den  Strahlen  «,  6,  c,  ...  aus  A  in  B  entsprechen 
dieStrahlen  a\  b\  c\  ,.\  aus  £  in  A,  so  dass  «  =  AB  und  a  =  AB 
sich  entsprechen.  Der  Complex  besteht  aus  den  Congruen- 
zen  na\  bb'  etc. 

In  Fig.  20  ist  der  zu  der  Ebene  mn  gehörende  Complexkegelschnitt 
dargestellt.  —  Zu  derselben  Singularitätenfläche  gehören  hier  oo8  solcher 
Complexe. 

Dieser  Complex,  sowie  [(11)  (22)],  lassen  sich  durch  Einführung 
eines  Kegelschnittes  ähnlich  wie  [11(112)]  erzeugen.  In  Fig.  3  werde 
C=/>,  E=F,  d.  h.  K  berührt  sowohl  A,  als  B.  A  bleibt  in  AB,  da- 
gegen rücfit  B  beliebig  in  B.  So  entsteht  [(11)(22)].  Wenn  speciell  B 
in  die  Verbindungslinie  von  A  mit  dem  Berührungspunkte  von  K  mit  B 
fällt,  so  entsteht  [(33)]. 


Bezüglich  der  hier  gegebenen  Erzeugungsweisen  von  Complexen 
zweiten  Grades  mag  noch  bemerkt  werden,  dass  mit  Ausnahme  von 
[2(22)],  [(222)],  [(24)]  die  duale  Erzeugung  überall  denselben  Complex, 
dieselben  Directricen  und  dieselbe  Zuordnung  zwischen  ihnen  ergieht. 
Diese  Zuordnung  ist  [(2,  2)] -deutig  bei 

[(111)111],  [(112)11],   [(113)1],   [(111)12],   [(111)3], 

[2, 1]- deutig  bei 

[(112)2],  |(114)], 

und  bei  den  31   Übrigen  [1 ,  1J- deutig. 

Bezüglich    der    Anzahl    der    Möglichkeiten    der   Erzeugungen    steht 
[(1  1)(1  l)(i  1)]  mit  6  obenan.     Vierfache  Möglichkeit  hat  man  für 
[{11)(11)11],  [(llj(ll)l],  [(ll)(ll)2]f  [(12)(12)],  [(13)(11)],  [(11)(22)], 
dreifache   bei    [(Ul)(ll)  1],   [(111)12)],  [(112)(11)],    zweifache  bei  den 
Complexen 
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[(11)1111],   [(12)111],   [(13).11J,   [(14)1],   [(15)],  [(11)112], 
[(11)13J,   [(11)22],   [(11)4],   [(12)12],   [(12)3],  [(13)2],  [(22)11], 

[(22)2],   [(23)1],   [(24)],   [(1 1  J)(ll  1)],  [(122)1],  [(33)], 
bei  den  übrigen  9  hat  man  nur  einfache  Möglichkeit. 

Für  die  Complexe,  welche  mehrfache  Möglichkeit  der  Erzeugung  ans 
linearen  Congruenzen  zulassen,  ist  leicht  zu  zeigen,  wie  je  aus  einer 
die  anderen  hervorgehen.  Ich  gedenke  hierüber  später  einige  Andeu- 
tungen zu  geben. 

Die  übrigen  zehn  Complexe  (abgesehen  vom  allgemeinen)  lassen  sich 
aus  Congruenzen  1.  (2.)  Ordnung  2.  (1.)  Classe  oder  aus  solchen  vom 
zweiten  Grade  erzeugen.  Der  erstere  Fall  tritt  ein,  wenn  ein  Ausnahme- 
punkt (eine  Ausnahmeebene)  vorkommt.  Auch  hierüber  gedenke  ich  bald 
Einiges  mitzutheilen. 

Hottingen -Zürich,  im  Mai  1881. 

Nachschrift.  Für  [(11) (2 2)],  Nr.  29,  S.  278,  habe  ich  nachträg- 
lich folgende  Eigenschaft  gefunden:  DerComplex  entsteht  in  einem 
metrisch  specialisirten  Falle  durch  Parallelverschiebung 
einer  linearen  Congruenz. 

Bezüglich  der  hier  gegebenen  Resultate  wolle  man  die  Arbeit  des 
Herrn  Lie  vergleichen:  „Ueber  Complexe u,  Mathem.  Annalen  V,  speciell 
Nr.  75. 


XII. 
Grandzüge  der  mathematischen  Chemie, 

Von 

Prof.  Dr.  W.  C.  Wittweb 

in  Begentburg. 


III. 

3.  Kalium. 

Atomgewicht  K  =  39  =  Moleculargewicht. 

Beträgt  die  Quantität  der  trägen  Substanz  eines  Atoms  das  39  fache 
von  derjenigen  eines  Wasserstoffatoms,  so  ist  es  das,  was  die  Chemiker 
Kalinmatom  nennen  und  mit  K  oder  ha  bezeichnen. 

Befindet  sich  ein  solches  Kalinmatom  in  einem  äthererfüllten  Räume, 
so  werden  sich  vermöge  der  Anziehung  von  Aether-  und  Massensubstanz 
vier  Aethertheilchen  auf  dem  Atom  unmittelbar  niederlassen  und  wegen 
ihrer  gegenseitigen  Abstossung  sich  so  auf  letzterem  gruppiren,  dass  ihre 
Mittelpunkte  als  die  Ecke  eines  kleinen  Tetraeders  betrachtet  werden 
können,  dessen  Mittelpunkt  mit  demjenigen  der  Massenkugel  zusammen- 
fällt. Mehr  Aethertheilchen ,  als  diese  vier,  werden  nicht  unmittelbar  auf- 
genommen, weil  die  Abstossung,  welche  die  bereits  incorporirten  Theil- 
chen  auf  ein  neu  aufzunehmendes  ausüben,  die  von  dem  Mass  entheil  eben 
ausgehende  Anziehung  überwiegt.  Dem  so  entstandenen  kleinen  Tetraeder 
entsprechend ,  gruppirt  sich  nun  der  umgebende  Aether,  und  die  näch- 
sten Theile  desselben  sind  so  gestellt,  dass  sie  entweder  in  einer  Geraden 
sind,  die  man  vom  Mittelpunkte  des  Atoms  normal  auf  eine  Tetraeder- 
flache  ziehen  kann,  oder  in  einer  Geraden,  welche  senkrecht  auf  einer 
Tetraederkante  steht  und  durch  den  Atommittelpunkt  geht.  Im  ersten 
Falle  beträgt  die  Zahl  der  nächstliegenden  Aethertheilchen  vier,  im  zwei- 
ten sechs.  Im  ersten  Falle  ist  die  Bedingung  der  Ruhe  für  ein  Aether- 
theilchen durch  folgende  Gleichung  gegeben: 


i)  39   ' 


\R      3/. ! 7/?7  1  ,  Ä_0 

r  V»         .V«      (R+  ')*     V   32 * R* "*" 


ZtiUohrift  f.  Mathematik  u.  Physik  XXVII,  &.  19 
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In  dieser  Gleichung  v  welche  denjenigen  der  früheren  Abhandlungen  ana- 
log gebildet  ist,  giebt  das  erste  Glied  die  Anziehung,  welche  das  Atom 
anf  das  äussere  Aethertheilchen ,  dessen  Entfernung  bestimmt  werden  soll, 
ausübt.  Im  zweiten  Gliede  findet  sich  die  Abstossung  zwischen  dem 
äussern  Aethertheilchen  und  denjenigen  drei  incorporirten ,  welche  an 
den  Ecken  der  dem  äussern  Aethertheilchen  zugewandten  Tetraederfläche 
liegen.  Das  dritte  Glied  giebt  die  Abstossung  zwischen  dem  äussern 
Aethertheilchen  und  dem  incorporirten,  welches  das  abgewendete  Eck 
des  kleinen  Tetraeders  bildet.  Das  vierte  Glied  stellt  die  Abstossung 
dar,  welche  die  drei  übrigen  äusseren  Aethertheilchen  auf  das  betrachtete 
ausüben,  und  das  fünfte  Glied  endlich  giebt  den  äussern  Aetherdruck. 
Der  Werth  von  /?,  welcher  der  Gleichung  1)  genügt,  ist  1,3890. 

Wenn  die  nächstliegenden  Aethertheilchen  nicht  in  der  auf  einer 
Tetraederfläche  errichteten  Normalen,  sondern  über  einer  Kante  sich  be- 
finden, so  ergiebt  sich  als  Bedingungsgleichung: 

V18.6      *      '    JJP      ((Ä_rj/J)»  +  |r*)%      ((Ä  +  .YiJ»  +  fi*)% 

+  R  =  0. 
Dieser  Gleichung  entspricht  der  Werth  Ä  =  1,5242.  Da  nun  in  diesem 
Falle  R  bedeutend  grösser  ist,  als  im  ersten,  so  ergiebt  sich,  dass  um 
das  kleine  Kaliumtetraeder  herum  sich  ein  solches  von  Aethertheil- 
chen einstellt,  dessen  Ecken  normal  über  den  Flächen  des  innern  Te- 
traeders sich  befinden.  Dann  mag  die  durch  Gleichung  2)  angedeutete 
Stellung  (allerdings  mit  anderem  R)  kommen  u.  s.  w.;  doch  soll  dieses 
zunächst  nicht  berücksichtigt  werden. 

Man  kann  nun  von  den  Aethertheilchen  des  äussern  Tetraeders  eines 
wegnehmen  und  durch  ein  zweites  Kaliumtetraeder  ersetzen,  und  dabei 
dem  äussern  Tetraeder  eine  solche  Stellung  geben,  dass  die  Abstossung 
zwischen  ihm  und  dem  innern  einen  kleinsten  Werth  erhält.  Es  ist  diese 
Stellung  diejenige,  bei  welcher  beide  Tetraeder  sich  je  eine  Seite  zu- 
wenden, und  wenn  die  Seite  des  neu  hinzugekommenen  äussern  Tetraeders 
gegen  die  des  ursprünglich  allein  vorhandenen  innern  60  Grade  um  die 
Verbindungslinie  gedreht  wird.  Bezeichnet  man  die  gegenseitige  Wirkung 
der  beiden  Tetraeder  mit  A,  so  ist 


3)   -4  = 


39 
lb,6 


[ 


6 


(*-i) 


.((»-ir+i")  ("+"". 


6(*  +  tr) 


((Ä  +  fr)»  +  3r»)% 


6(*-|r)  3(Ä-|r)  1  39» 


(.(K-in*  +  $r*p.      U/<_|r)»  +  44r»)V'      [Ii  +  2r)*      18,6*  ft*" 
Die  von  einem  Ecktetraeder  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtete  Com- 
ponirende  B  der  Einwirkung,   welche   das  Ecktetraeder  von   einem  der 
drei  an  den  anderen  Ecken  befindlichen  Aethertheilchen  erfahrt,  ist 


39 

41  e=^((Ä'+|)-+wf 
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*(»+*-§) 


((»+|'-5)"+(*,/}+^*)'+!'J) 

('+$-3  ('+»+0    _ 

■  "((«+*-i;+»«-^)""(('+*+0"^v 

wenn  A  die  Entfernung  des  Ecktetraeders ,  Äj  die  Entfernung  des  Aetber- 
theilchens  von  dem  Mittelpunkte  angiebt. 

Die  von  einem  Eckäthertheilchen  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtete 
Componirende  C  der  Wirkung,  welche  ein  Ecktetraeder  auf  ein  Eckäther- 
theilcben ausübt,  ist 


(»■+1-0 


Die  nach  dem  Mittelpunkte  gerichtete  Compouirende  D  der  Wirkung 
eines  Eckäthertheilchens  auf  ein  anderes  ist 

6)     />  = ^ 

Die  Wirkung  des  Mittel tetraeders  auf  ein  Eckäthertheilcben  ist 

„        »    i        3(Ä"j)  i 


Wird  nun  eines  der  vier  Aetbertheilchen ,  welche  nach  1)  das  ur- 
sprüngliche Kaliumtetraeder  umgeben,  durch  ein  zweites  Tetraederchen 
ersetzt,  so  ist  Ruhe  für  das  Ecktetraeder  und  für  die  drei  Eckäthertheil- 
cben, wenn  nachstehende  Bedingungsgleichungen  erfüllt  sind: 

19* 


ememe 
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8)  ^  +  3^  +  (4-1-^)ä  =  0,     E+ZD  +  C+R^Q 

Das  Glied   (4  —  Tq^JÄ   gieht  die   Einwirkung,    welche   der  allg« 

Äussere  Aether  auf  das  Kaliumatom  ausübt,  also  den  Druck  des  ersteren, 
mit  welchem  er  letzteres  gegen  den  Mittelpunkt  zu  führen  sucht.  Er  ist, 
wie  ich  bereits  wiederholt  erwähnt,  der  Entfernung  vom  Mittelpunkte 
proportional,  beträgt  also  für  die  vier  Aethertheilchen 

<*-*)(KM+.+^ 


(KM 


Für   das  Massentheilchen   findet  die  Wirkung   im  entgegengesetzten 

39 
Sinne  statt,   der  Aetherwerth  des  Massentheilchen s  ist   r— -^. 

lo,o 

Den  Gleichungen  8)  entsprechen  die  Wert  he  Ä  =  1,3622  und  Rx 
=  1,4437.  Wenn  nun  eine  grössere  Anzahl  von  Atomen  sich  im  äther- 
erfüllten Räume  befindet,  so  ist  die  Möglichkeit  geboten,  dass  das  eine 
in  die  Nähe  eines  andern  kommt,  dass  ein  Aethertheilchen  aus  dem  Um- 
gebungstetraeder abgedrängt  wird  und  dann  ein  Atom  sich  an  dessen 
Stelle  setzt.  Dieses  zweite  Atom  nähert  sich  dem  ersten  mehr,  als  das 
Aethertheilchen,  das  von  ihm  verdrängt  worden  ist,  nach  1)  es  thut, 
und  sowie  es  seinen  Platz  eingenommen  hat,  rücken  die  übrigen  drei 
Aethertheilchen  des  Umhüllungstetraeders  in  die  grössere  Entfernung 
1,4437.  Der  eben  geschilderte  Vorgang  kann  sich  mit  einem  zweiten 
Aethertheilchen  wiederholen.  Soll  nochmals  ein  Tetraeder  an  die  Stelle 
eines  Acthertheilchens  treten,  so  wird  auch  da  wieder  die  Stellung  der 
kleinsten  Abstossung  eintreten  müssen,  es  wendet  also  das  neue  Tetraeder 
dem  mittleren  eine  Fläche  um  60  Grade  gedreht  zu,  und  die  Stellung 
gegen  das  bereits  aufgenommene  Ecktetraeder  ist  derartig,  dass  beide 
gegen  eine  sie  verbindende  Gerade  vollkommen  gleich  gestellt  sind.  Die 
eine  Kante  eines  Ecktetraeders  ist  die  Fortsetzung  der  entsprechenden 
Kante  des  andern  und  gleichzeitig  ein  Theil  der  Kante  des  Umhüllungs- 
tetraeders. Die  von  einem  Ecktetraeder  gegen  das  mittlere  Tetraeder 
gerichtete  Componirende  F  der  Einwirkung  des  einen  Ecktetraeders  auf 
das  andere  ist: 


_j_ri  j9L+2i. 


1  1 


(2Ä  +  r)  (2 /?->•)  R 


^|(Ä»+Är  +  r*)V.      ^(Ä»_  Ar  +  r«/*       f4(Ä*  +  rVA 
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Für  die  Aufnahme  eines  zweiten  Ecktetraeders  gelten  die  Beding- 
ungsgleichungen : 

10)  A+2B+F+(i-^)R  =  0   und    E+  D  +  2C+  R,  =  0. 

Die  Gleichungen  10)  sind  erfüllt,  wenn  7*  =  1,4183  und  Ä1=l,4928. 
Es  ist  auch  hier  wieder  R  kleiner,  als  Rl  des  vorigen  Falles,  es  muss 
sich  also  auch  das  zweite  Aethertheilchen  abdrängen  lassen.  Die  beiden 
nun  vorhandenen  Ecktetraeder  rücken  in  die  Entfernung  1,4183  und  die 
beiden  noch  bleibenden  Aethertheilchen  müssen  abermals  zurückweichen. 

Soll  der  nämliche  Vorgang  ein  drittes  Mal  stattfinden,  so  muss  bei 
den  Gleichungen: 

11)  j+b  +  2F+(4--^\r  =  0  und   E+M+R^O 

wieder  R  kleiner  und  dann  Ri  grösser  ausfallen,  als  Rx  in  10).  In  der 
That  ergiebt  sich  A  =  1,4679  und  ^=1,5338,  und  das  ursprüngliche 
(uunmehr  innere)  Tetraeder  hat  jetzt  drei  Ecktetraeder  und  ein  Eckäther- 
theilchen  um  sich.  Soll  dieses  letztere  auch  noch  wegkommen,  so  muss 
in  der  Gleichung: 

12)  ,  +  „+(4_^)Ä-0 

R  kleiner  sein,  als  Rx  des  vorigen  Falles,  und  dieses  ist  in  der  That 
auch  so,  es  hat  R  den  Werth  1,5138,  es  umgiebt  sich  also  das  ursprüng- 
liche Tetraederchen  nach  und  nach  mit  vier,  die  in  einiger  Entfernung 
von  ihm  stehen  bleiben  und  ein  grösseres  Tetraeder  bilden.  Die  Eck- 
tetraeder zeigen  gegen  das  innere  eine  Fläche  und  deren  drei  nach  aussen. 
Diesen  gegenüber  sind  ursprünglich  auch  Aethertheilchen,  doch  werden 
letztere  ebenfalls  infolge  Fortsetzung  des  Vorganges  abgedrängt,  und 
endlich  kommt  ein  grösserer  Körper  von  der  Structur  zum  Vorschein, 
die  ich  in  meinen  „Moleculargesetzen"  in  Fig.  II  dargestellt  habe  und 
die  im  Allgemeinen  einen  Krystall  des  tesseralen  Systems  geben  würde. 
Bei  der  Art,  wie  das  Kalium  dargestellt  wird,  ist  selbstverständlich  ein 
Krystall  nicht  zu  erwarten  und  es  entsteht  also  an  dessen  Stelle  ein 
Körper  von  krystallinischer  Structur.  Ich  habe  allerdings  noch  in  keinem 
Buche  gelesen,  dass  das  Kalium  krystallisire ;  allein  es  ist  nicht  not- 
wendig, dass  man  Kry stalle  eines  Körpers  habe,  wenn  derselbe  krystal- 
linisch vorkommt.  Das  Kalium  sieht  auf  dem  frischen  Schnitte  nicht 
anders  aus,  als  das  Silber,  und  letzteres  ist  offenbar  krystallinisch,  d.  h. 
es  besteht  aus  kleinen  Krystallen,  Man  findet  bekanntlich  auch  kleine 
Krystall e  von  Silber;  aber  diese  sehen  im  Innern  nicht  anders  aus,  als 
das  gewöhnliche  Silber.  Wahrscheinlich  sind  viele  Metalle  im  festen 
Zustande  krystallinisch,  denn  selbst  das  Blei  zeigt  in  dem  Bleibaum  eine 
offenbare  Neigung  zu  krystallisiren ;  und  so  gut  das  Blei  krystallinisch 
ist,  so  gut  kann   es   das  Kalium   auch  sein.     Es  ist  allerdings  möglich, 
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dass  das  allmälige  Abdrängen  der  Aetherth eilchen  nicht  vollständig  ein- 
tritt; das  kann  aber  gerade  zur  Folge  haben,  dass  sich  kein  Krystall, 
sondern  ein  krystallinischer  Körper  bildet.  Denkbar  ist  es  auch,  dass 
einzelne  Lagen  von  Aethertheilchen  nnd  Tetraedern  auf  einander  folgen, 
dass  je  nach  der  Temperatur  und  anderen  äusseren  Umständen  Verschie- 
denheiten eintreten. 

Man  kann  gegen  die  vorstehende  Ableitung  einwenden,  dass  die 
Bestimmungen  von  R  und  Ä,  in  den  Gleichnngen  8)  bis  12)  darum  nicht 
ganz  richtig  seien  ,  weil  eine  Verschiedenheit  der  Werthe  von  R  und  /?, 
jedenfalls  auch  eine  Verschiedenheit  der  Winkel  nach  sich  zieht,  welche 
die  Richtungen  von  dem  mittleren  Tetraeder  gegen  die  an  den  Ecken 
befindlichen  Körper  einschliessen.  Kleine  Verschiedenheiten  werden  aller- 
dings vorkommen,  doch  sind  die  dadurch  bedingten  Aenderungen  der 
Werthe  von  R  und  R1  sicherlich  nur  unbedeutend  und  ich  habe  es 
darum  für  unnöthig  gehalten,  darauf  einzugehen.  Jedenfalls  bezieht  sich 
diese  Verschiedenheit  nur  auf  die  Uebergangszustände,  in  denen  ein  Theil 
der  Ecke  durch  Tetraeder,  der  andere  Theil  durch  Aethertheilchen  ge- 
bildet wird.  In  dem  Anfangs-  und  Endzustande,  welche  durch  1)  und 
12)  repräsentirt  werden,  sind  alle  Winkel  gleich. 

Kalium  und  Sauerstoff. 

Die  Verbindung  von  Kalium  und  Sauerstoff  bietet  allerlei  Verschie- 
denheiten, denn  die  Bestandteile  können  in  wechselnder  Atomzahl  auf- 
treten, es  kann  die  Reihenfolge  derselben  eine  verschiedene  sein,  und 
dann  ist  möglicherweise  die  Drehung  der  Atome  noch  eine  abweichende. 
Ich  werde  diese  Abarten  nach  einander  durchnehmen,  beschränke  mich 
aber  jedesmal  auf  die  Zusammenstellung  dreier  besonderer  Theile,  wie 
ich  dieses  auch  in  meiner  vorigen  Abhandlung  gethan  habe. 

Verbindung  zweier  Atome  Kalium  mit  einem  Atom  Sauer- 
stoff, K20,  Kali  oder  Kaliumoxyd  der  Chemiker.  Die  drei  Be- 
standteile der  Verbindung  mögen  in  der  Ordnung  aufeinander  folgen, 
dass  das  Sauerstoffatom  in  der  Mitte  ist  und  zu  seinen  beiden  Seiten  sich 
je  ein  Kaliumatom  befindet,  dass  sie  also  die  Reihe  KOK  darstellen. 
Diese  Oombination  hat  zwei  Varianten:  a)  Es  kann  das  Kaliumatom  so 
gegen  den  Sauerstoff  gestellt  sein,  dass  es  diesem  eine  Tetraederkante 
zuweist;  b)  es  kann  dem  Sauerstoffatom  eine  Tetraederfläche  zugewendet 
haben.  Da  es  sich  hier  nur  um  das  Aufsuchen  derjenigen  Stellung  han- 
delt, bei  der  die  gegenseitige  Abstossung  ein  Minimum  wird,  so  kann 
man  von  einer  dritten  Variante,  bei  der  das  Kalium  dem  Sauerstoffe  ein 
Eck  zuweist,  absehen. 

a)  Ist  dem  Sauerstoffe  gegenüber  eine  Kaliumkante ,  so  steht  letztere 
normal  auf  der  Verbindungslinie  KOK,  die  Axe  des  Sauerstoffes,  d.  i. 
die  Verbindungslinie  der  Mittelpunkte  von  dessen  Massen-  und  Aether- 
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theilchen,  steht  ebenfalls  rechtwinklig  auf  dieser  Verbindungslinie,  ist 
aber  gegen  die  ihm  zugewendete  Kante  dos  Kaliums  um  90  Grade  ge- 
dreht. Das  zweite  Kalium,  das  sich  auf  der  dem  ersten  diametral  ent- 
gegengesetzten Seite  des  Sauerstoffes  befindet,  weist  ebenfalls  zwei  auf 
der  Verbindungslinie  senkrechte  Linien  auf,  von  denen  die  dem  Sauer- 
stoff näher  liegende  wieder  um  90  Grade  gegen  die  Sauerstoffaxe  gedreht  ist. 
Die  zwei  einander  gegenüber  liegenden  und  die  zwei  von  einander  ab- 
gewendeten Kanten  der  beiden  Kaliumatome  haben  also  je  die  nämliche 
Richtung.     Als  Bedingungsgleichung  des  Ruhezustandes  ergiebt  sich: 


13) 


2.39         R  /2.16     ,\  (fi-r/|) 


2.39         R  /2.16       \ (ß 

18,6  (Ä*+r*)V.  +  l  18,6     V((Ä-ri 


/2-16       \  (R  +  rj/j)  4.39  (2ft-rj/j) 

A18.6      VßÄ+r^Jji  +  ii^'A      18,6  ((2«-rj4)»  +  !r»)7, 

4-39  VR  +  rVl) _39_  J_ 

18,6  ((2  R  +  r y\f  +  |r*)V>     V     T  *  '  18,6»  R* 

4(Ä-rj/j) 2(R+rj/l) 

'  ((*-  rY\f  + {  r«/*      ((Ä  +  r  j/\)*  +  r*  (1  -  j/|)»)% 

2(fl+rj/j) 1__ 1 


(ä°+0a   v    18'bJ 


Der  dieser  Gleichung  entsprechende  Werth  von  R  ist  1,0653. 

b)  Ist  dem  Sauerstoffe  gegenüber  beiderseits  eine  Kaliumfläche,  so 
ist  die  Axe  des  Sauerstoffes,  wie  im  vorigen  Falle,  normal  auf  der  Ver- 
bindungslinie der  drei  Atome;  die  dem  Sauerstoffe  zugewandten  Flächen 
der  Kaliumatome  sind  es  ebenfalls,  die  Ecke  sind  aber  so  gestellt,  dass 
die  Verbindungslinie  eines  derselben  mit  dem  Flächenmittelpunkte  auf  der 
Richtung  der  Sauerstoffaxe  normal  steht.  Bei  dem  zweiten  Kaliumatom 
ist  dieses  ebenso  der  Fall,  aber  diesesmal  ist  der  rechte  Winkel  auf  der 
andern  Seite  der  Sauerstoffaxe,  es  sind  also  die  beiden  Kaliumflächen 
60  Grade  gegen  einander  gedreht«     Man  erhält  so  die  Gleichung: 

^  2.39         R         ,  3.16  \R~  3/  ,    16  1 

14)  T*ä  tm^JMiL  +" 


18,6  (Ä*+r*)V»  M8,6  (LM^  1^*^18,6  (*+')" 

,  6.39 vÄ""37_  2.39         1  39      1_ 

18'6  ((2Ä-l),  +  *r«Y        18'6  (2Ä  +  r)*  '  J8,6»'iP 
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2(fi  +  r) 


^ ±±) 

((ä-  j)*  +  r*(l  - /•$ cos  150°)*  +  |r*wi  150°)  * 

6(2fl-|r)  3(2/?-jr) 


'O-Ö 


((Ä.l)2  +  r»(l  +  |))%      öjÄ-*riJ  +  *ri^      (PÄ-i^+V^1 

4(7*+r)*      ((2i*  +  fr)»  +  -|r*)Va  ^V        18,6/ 
Hier  bekommt  R  den  Werth  1,0832,   und  ist  dieser  also  grösser  als  im 
vorigen  Falle. 

Benützt  man  die  Reihenfolge  der  drei  Elemente  KKO}  so  sind  die 
beiden  Ealinmatome  gleich  gestellt,  die  sich  gegenüberstehenden  Kanten  sind 
also  gekreuzt.  Der  Sauerstoff  steht  gegen  das  benachbarte  Kalium  gerade 
so,  wie  im  ersten  Falle.  Bedeutet  R  die  gegenseitige  Entfernung  der 
beiden  Kaliumatome,  Ä,  diejenige  von  Sauerstoff  und  dem  benachbarten 
Kalium,  so  erhält  man  nachstehende  zwei  Gleichungen: 

4^39  (R-r/l)  4.39  (R+rj/\) 

18,6  ((Ä_fyj)i  +  |ri)«A"1"  18,6  ((Ä+r^  +  |i*)% 
2  39         (fi+ff.)  2.16  (R+^-ryi) 

+  18,6  ((Ä+Ä,)«  +  '*)%      18>6  ((ß+ßrr^'  +  l'V' 
.  2.16  (B+B.+rl/i)  ( .  .    39*  \  1  4Ä 


(R+Rl  +  rj/l)  (        39»  \  1 

-A+iViP  +  ii^A     \   T  18,6V  Ä» 


18,6  ((Ä+^  +  r^  +  lr»)'/,     V   t18.6*/ä»     (Ä'  +  f'-T' 

4(fi-2;V|) 4(ft  +  2ry/|) 

((Ä-2r^|)»  +  ^r*)V_((Ä  +  2r>/|)»  +  4r*yA 

2(R+Rt+ryy  2(R+Ri+rj/\) 


((Ä  +  Ä1+,y$)»+r»(l-^*r)»)V,     CLB+Rt  +  rtfir  +  ^l  +  yiW 

4(R+Rt-r1/l) 1^39 1_      /       _39  \ 

((Ä  +  Äi_r^)i  +  |r»)V,      18,6»  (R+R^V     18,67 

und 

2.39         B,  2.16  (E,-r^)  

18,6  (A1«  +  r»)'A+ 18,6  ((Ej-r^+Jr«)-. 

.  2.16 (Bt  +  r/j) 2J6 (Ä+^-r^) 

+  18,6  ((Äl+r^)»  +  ^r*)V,",'l8,6  ((Ä+Äi_r^)»  +  |rVA 

2.16  (fii+'-^i)  2.39     Jß  +  Ä,) 16.39   1 

+  18,6  ((Ä+Äl+r^)»  +  |r»)S,+  18,6  ((Ä+V  +  ^y7'      18,6»  Ax* 
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W-rrt) Wi  +  rl/j) 

((Ä,-r^)*+  *r»)%      a^  +  r^  +  r^l  -  j/|)«)V. 
J^  +  r^J) 16.39         1 


t[*i  +  rrtf  +  '*V  +  ViW'       18,6»  (Ä  +  i?,)« 

4(Ä  +  /?1--,V|) «(*+*i+*Yj) 

((Ä+Ä^r/^  +  lr»)^      ((Ä  +  Ä1  +  r/^  +  r*(l-/|)^A 

2(/?+/?l  +  r?/|)        ,/^lWU  =() 

((Ä+Ä,  +  r^i)»  +  r«(l+^|)«)V."r\         18,6,/     ' 

liier  ißt  Ä=  1,2553  und  Ä1==  1,2219.  Beide  Werthe  sind  grösser,  als 
derjenige  von  R  in  13),  and  da  letzterer  Werth  auch  kleiner  ist,  als  R 
in  14),  so  ergiebt  sich,  dass  die  Stellang  13)  das  Minimum  der  Abstossang 
giebt.  Bei  dieser  Stellung  heben  sich  Anziehung  und  Abstossung  in  der 
Entfernung  R  =  1,0653  gerade  auf,  während  sich  die  Theilchen  in  den 
anderen  Stellungen  und  in  der  Entfernung  1,0653  abstossen  würden,  und 
darum  ist  13)  diejenige  Position  und  Reihenfolge,  welche  wir  als  die  in 
der  Natur  vorkommende  zu  betrachten  haben. 

Verbindung  von  einem  Atom  Kalium  mit  einem  Atom 
Sauerstoff,  KO.  (Erstes)  Kaliumhyperoxyd.  Ersetzt  man  das  eine 
Kaliumatom  in  13)  oder  14)  durch  ein  Aethertheilchen,  so  dass  also  die 
Reihe  KOA  zum  Vorschein  kommt,  wenn  man  dem  Aethertheilchen  das 
Zeichen  A  giebt,  so  entsteht  ein  Kaliumhyperoxyd,  Auch  hier  giebt  es 
wieder  mehrere  Varianten,  von  denen  jede  möglicherweise  ein  Minimum 
der  Abstossung  bietet.  Es  kann  bei  dem  Kalium  eine  Kante,  es  kann 
eine  Fläche  normal  auf  der  Verbindungslinie  der  Theilchen  stehen. 

Im  ersten  dieser  zwei  Fälle,  in  welchem  eine  Kaliumkante  auf  der 
Verbindungslinie  normal  steht,  thut  dieses  auch  die  Sauerstoffaxe ,  und 
letztere  ist  gegen  die  ihr  nächstliegende  Kaliumkante  um  90  Grade  ge- 
dreht. Ist  R  die  Entfernung  KOy  R1  die  Entfernung  OAy  so  ergeben 
sich  die  Gleichungen: 

i6)  h™.     *      ,  2-i6 (A-zr.riL 


und 


18,6   (R*  +  r*)t^  18,6  ((fi-r/j)»  +  |r»)V, 
2.16  (B+rVl)  39  1  16.39   1 

"  18,6  ((Ä+r  j/J)»  + 1 r»y/,+ 18,6  (Ä+Ä,)»      18,6*  fi* 

4(fl-rj/j) Hfi+rj/j) 

((Ä-r  J4)*  +  |r*)V,      ((Ä  +  ry\y  +  r*(l  -  ffyyh 
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J«_  JL4.J? L  iBt  a(g+n,--r^|> 


18,6  Ä,»T  18,6  (Ä+  /?,)»     W+r')1.     ((ft  +  /?i_r^)»  +  |r»)% 
__2(^/?,  +  r^) 

Es  ist  Ä  =  0,9427  und  Ä,=  1,1206. 

Bei   der  zweiten   Stellung,   wenn   also   das   Kalium   dem  Sauerstoff 
eine  Flache  zuwendet,  erhält  man: 

n\    316     _     lll'  2.39  H  16  1 

18  6  '/         -x*  ^,/"       ,Qfi  /  »*  j- -*\*/.  ■ 


((r-L)'  +  l*y        18'6   («,  +  'J,)*T  J8.6  (Ä  +  r)« 

39  1  16.39   1  2(Ä+r) 


+  18,6  (Ä+Ä,')»        18,6*   JP      ((Ä  +  r^  +  r*/'. 


2 


(-1) 


((Ä  ~  £)' + '"* ( 1  ~  rt cos  30' )% + r* sin  30°  *) h 

((«-jY+>J(l-f/}«»150>+>>»»il50'")'' 


((»-3-)'+^(.+i))'-   ,Ä+ft-+""   ((«+Ä1-r)'+8-)' 
+(4-Ä)8-0 

und 

16     _^     j}9_    _J 2«, 1 

18,6*  V  +  18,6*(Ä  +  Ä,)»      lV  +  r»)V,     (Ä+^+r)» 


*(R+R-i) 


((*+*>-Th**f 


Rt  =  0. 


Diesen  Gleichungen  entsprechen  die  Werthe  A  =  1,0073  und  Äj  =  1,1053. 
Es  ist  also  R  gegen  den  vorigen  Fall  bedeutend  gewachsen ,  während  Rt 
nur  unbedeutend  abgenommen  hat,  und  es  ist  demnach  die  Stellung  16) 
der  Stellung  17)  vorzuziehen. 

Ist  die  Reihenfolge  der  drei  Körper  OK A^  so  kann  ein  Minimum 
der  Abstossung  nur  dann  eintreten ,  wenn  das  Kaliumatom  so  gestellt  ist, 
dass  eine  Kante  senkrecht  auf  der  Verbindungslinie  steht  und  dass  die 
Sauerstoffaxe  gegen  die  ihr  nächstliegende  Kaliumkante  um  90  Grade 
gedreht  ist.     In  diesem  Falle  sind  die  Gleicbgewichtobedingungen : 


Von  Prof.  Dr.  W.  C.  Wittweb.  299 

j 8)  2^39         Ä 3U6  (R-rl/\) 

18,6  (Ä'+r»)'/."1-  18,6  ((/f_r^j»+|ry, 

j.2'1*  _      (R  +  rY\)  16  1  16.39    I 

+  18,6  ((Ä+r^+|r*)V;+  18,6  (R  +  W      18,6*  Ä* 

((Ä_rj/*)»+$r2)''      ((«  +  r/i)*+r»(l-^i)V/' 
((Ä+'j4)*+r*(l+Vi)*)V'      ((Ä+Ä.j'  +  r'y/^V        18,6; 


und 


39    J_  ,   26_         1         2(Ä,-r]/^ 


18,6»  Ä^  18,6  (R  +  W     ((Äl-r^)t+|rt)V. 

2(^i  +  ^|)         _       »(*  +  *,)        ■  fi       „ 
«Äi  +  r^  +  fri^      ((Ä  +  Ä^  +  r«^"1"    '         ' 
Ä(0tf)  ist  =  1,1538  und  Ä, ( K A)  =  1,2910. 

Die  Vergleichung  dieses  Resultates  mit  demjoDigen  der  Gleichungen 
16)  zeigt  eine  grosse  Verschiedenheit  der  Werthe  von  R  und  Älf  während 
man  glauben  sollte,  dass  es  gleichgiltig  wäre,  ob  das  Kalium  auf  der 
einen  oder  auf  der  andern  Seite  des  Sauerstoffes  sich  befindet«  Die  Ver- 
schiedenheit könnte  sich  etwa  dadurch  ausgleichen,  dass  der  Aether  jen - 
seits  des  Sauerstoffes  etwas  anders  gruppirt  ist,  als  jenseits  des  Kaliums, 
und  unter  dieser  Bedingung  müsste  sich  die  Gleichheit  der  Werthe  von 
R  in  16)  und  18)  erzielen  lassen.  Es  dürfte  jedoch  überflüssig  sein, 
hier  weitere  Untersuchungen  anzustellen,  da  die  Verbindung  KO  wahr- 
scheinlich gar  nicht  existirt.  Das  Kaliumsuperoxyd  bildet  sich,  wenn 
Kalium  in  Sauerstoff  verbrannt  wird.  Hierbei  findet  eine  bedeutende 
Temperaturerhöhung  und  mit  ihr  ein  heftiges  Schwingen  der  Atome  statt. 
Da  kommt  es  nun  vor,  dass  zu  beiden  Seiten  eines  Sauerstoffmoleculs 
je  ein  Kaliumatom  sich  anhängt  und  analog  dem  Wasserstoff hyperoxyd 
das  Kaliumhyperoxyd  sich  bildet.  Die  gegenseitige  Entfernung  zweier 
Sauerstoffatome  in  dem  Molecul  beträgt  0,8930*,  und  während  die  Distanz 
zweier  Kaliumatome  nach  12)  1,5138  beträgt,  ist  nach  16)  der  Abstand 
von  Kalium  und  Sauerstoff  0,9427.  Geht  das  Kaliumatom  von  den  übri- 
gen Kaliumatomen  weg  und  schliesst  es  sich  einem  Sauerstoffmolecul  an, 
so  findet  hier  jedenfalls  eine  bedeutende  Annäherung  statt.  Da  die  Vor- 
gänge bei  erhöhter  Temperatur  stattfinden ,  während  vorstehende  Gleich- 
ungen den  absoluten  Nullpunkt  voraussetzen,  können  allerdings  noch 
Aenderungen  in  den  Werthen  der  Anziehungen  und  Abstossungen  ein- 
treten; allein  der  Hauptsache  nach  dürfte  doch  das  obige  Resultat  stehen 
bleiben. 


*  Meine  zweite  Abhandlung,  dieie  Zeitschrift  XXVI,  6,  S.  346. 
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Verbindung  eines  Atoms  Kalium  mit  zwei  Atomen  Sauer- 
stoff, KOt.  (Zweites)  Kaliumhyperoxyd.  Wenn  ein  Atom  Kalium 
sich  mit  zwei  Atomen  Sauerstoff  verbindet,  so  sind  unter  den  verschie- 
denen möglichen  Zusammenstellungen  folgende  Fälle  zu  betrachten. 

a)  Die  Reihenfolge  der  drei  Atome  ist  gegeben  durch  OKO  oder 
b)  durch  KOO,  und  in  letzterem  Falle  kann  wieder  das  Kalium  eine 
Kante  oder  eine  Fläche  dem  Sauerstoffe  zuwenden. 

Ist  die  Reihen  folge  OKO  gegeben,  so  stehen   zwei  sich  entgegen 
gesetzte  Kaliumkanten    normal    auf  der  Verbindungslinie  und  die  dem 
Sauerstoffe  zugewendete  Kante  ist  gegen  die  Sauerstoffaxe  gekreuzt.     Es 
ergiebt  sich  nun  die  Gleichung: 

2.39         R  2.16  (fl-rj^) 

18,6  (R*+r*)'/>  +  18,6  ((Ä_r^)»+|r«/A 


19) 


2.16  (R+'yj)  4.16         2R  /16.3«  +  4.16\  1 

+  18,6  ((Ä+r^T)8  +  ^rS)%+  18,6  (4H*+r*f>>     \        18,6"        ) R* 

_4(R-ryl) *(R+rj/j) 

((Ä-r^  + 1  r»)%      ((B  +  r^)»  +  r*(l  -^/|)*)% 

*AR+iV}l i-.2A_+(2— !5-U-o 

•        ((Ä+r  Yl?  +  r\\+}/l)->yi*     (4/?»  +  2rV'*T\        18,6/ 
Dieser  Gleichung  gentigt  Ä=  1,1672. 

b)  Wenn  die  Reihenfolge  der  Atome  K0O  ist  und  das  Kalium  dem 
Sauerstoff  eine  Kante  zuwendet,  so  ist  die  erste  Sauerstoffaxe  gegen  diese 
Kante  gekreuzt,  die  Axe  des  zweiten  Sauerstoffes  ist  jedoch  wieder 
gegen  die  des  ersten  um  90  Grade  gedreht,  läuft  also  mit  der  nächsten 
Kaliumkante  parallel.  Bezeichnet  man  die  Entfernung  HO  mit  R,  QO 
mit  Ri,  so  erhält  man  die  Gleichungen: 

2.39  R         ,  2.16 (R-rj/j) 


20) 

+ 


18,6  (**  +  /•*)'/. T  18,6  ((Ä»r^)t  +  |ri)% 
2.16  (R+rj/j)  2.39  (3+*,) 

18,6  ((ft+r^)»  +  Jrt)N+l8,6  ((Ä+Ä.y+H/Ä 

2.16  (R+B^rj/l)  ,2.16  (B+Bt  +  r}/$) 


18,6  ((s+J^-r^p  +  fr«)*      18,6  ((B  +  B.  +  r^J'  +  j^* 

16.39/1  1        \  4(B-r/|) 

'  18,6»  ^"""(Jl+B,)«/     ((jB_r^)»  +  |r*)% 

_  2(fl+rj4)  2(ÄJ-rj4) 

'  ((B+r /!)*+  H(l-^i)»)''.      ((B  +  r^  +  r'tl  +^I)T7 
2(B  +  Ä,-r^)    2(B+ü,-r^) 


und 


((B+B,-r  >^)»  +  r»(l  -j/f)»)'"      ((Ä+Ä,-^i)1!  +  'i(l  +  ^i)1,)% 
.     ((Ä+Ä.-fT^  +  ir«)'/»       \         18.6/ 
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4.16..B,  2.39         (B+Bt)   _ 

18,6(B1*+r*)V.+  18,6  {{B+BJ* +  ;*)'/> 

2.16  (B+B,-r}/i)  2.16 {B+Bx  +  r}/\) 

18.6  ((R+Bl-r1/i)*+lr»yh       18,6  ((Ä  + fl1  +  7y^  +  $r*)% 
39.16         1  16»     1  42t, 

18,6»  (B+BJ*     18,6*  i?,*     (£,*+ 2 /•»)*'> 

2{B+Bt-ryÜ 2(*+JB1->Vi) 

bR+Rt-ryiy+j-'il-yiyy/-      ((B+B^r^f+r^l+yi)^ 

4(g  +  ^  +  r^)  /2       16\fl  =() 

((R+Bl  +  rj/^  +  ^r»y>^\       18,6/    » 

Diese  zwei  Gleichungen  sind  erfüllt,  wenn  £=0,9640,  £,  =  1,0234  ist. 

Ist  die  Reibenfolge  die  nämliche,  wie  im  vorigen  Falle,  ist  aber  das 
Kalium  so  gestellt,  das9  eine  seiner  Flächen  senkrecht  anf  der  Verbin- 
dungslinie steht,  so  befindet  sich  dieser  gegenüber  ein  Sauerstoffatom, 
dessen  Aze  ebenfalls  normal  auf  der  Verbindungslinie  steht  und  ausser- 
dem noch  rechtwinklig  gegen  eine  Gerade,  die  man  'von  dem  Mittel- 
punkte der  Kaliumfläche  gegen  eines  der  drei  Ecke  ziehen  kann.  Die 
Azc  des  zweiten  Sanerstoffatoms  ist  gegen  die  des  ersten  wieder  um  90 
Grade  gedreht.     Unter  diesen  Umständen  ergeben  sich  die  Gleichungen: 


2.39         R         ,  2.39        (-R+-R,)         ,  3.16 


_J*-±) 

18,6  (iP  +  ry/^  18,6  ((R+Rf  +  r^lSfi  ~t7R_!:\  +  pX^ 
3.16  \R+B*-~ä)  16/1  1    _\ 

+ 18,6  /(B+Äi_  r y+  Jr,y*+ im m*+»-)"+ (/*+*,"+»•)«; 

39.16/1  1        \ 

18,6*  \Ri  + (R+ R,)*) 

»(*-i) 


((Ä  ~  i  )*+ r8(1  ~  ^  ''o*3°0)2+ ir* s'"  3°0i!) * 

i(R  ~  J)*+  r*(1  +  >/*  «w3«')'+  i  r*  '»>  SO04)7' 
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-  \v. 


((■B  +  fl,-  jY  +  r»(l  +  f/fcos  60°)»+  fr*  «i«  60°») * 

*(*  +  *.-f) 

((il+Ä,— j-)*  +  »*(l-Kl«w60,),+|»J'«»60,*)A 

.    '<«+«,+%+(4_|,)ji=0 


((B+Ä,  +  r)«+r«J 
und 


4.16        .K,  2.39         (.R+J?,) 

18,6  (.R1»+r*)V    18,6  ((Ä  +  iJ,)>+r*)V. 

3.16  (B+^-i)  .    16  1 


((tf  +  iJ1_0'+r»(l-j/§)*)V'      ((*+*,-  5)%r*(l  +  j/f)»y'" 

2  (*+*'- jr) 

((ü+.R,  -  ■g-y  +  r'tl  +^i  tos60°)*+|r»  sin  600*)* 

!_(^+^zi) 

((.R  +  .B,  -  0*+  r*(l  -j/f  c<w60°)»  +  |r»  «/i  60°*)''' 

2(.R  +  .R1  +  r)  16.39         1  16*      1  4.R, 


((ü + iJj + ;•)*  +  /•*/'•      1 8,6*  (Ä  +  ü,)*     1 8,6»  iJx*     (M*  +  2  r*)*'» 

Hier  haben  wir  R(KO)  =  1,0022  und  Ät (00)  =  1,0103. 

Das  Minimum  der  Abstossuug  bei  dem  zweiten  Kaliumsuperoxyd  ist 
durch  die  Gleichungen  20)  gegeben  und  es  ist  die  ihnen  zu  Grunde 
liegende  Stellung  als  die  der  Natur  entsprechende  anzunehmen.  Die  Ver- 
bindung entsteht,  wenn  Kali  am  bei  genügender  Quantität  des  Sauerstoffs 
in  letzterem  verbrennt,  und  der  Vorgang  ist  der,  dass  bei  den  während 
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des  Verbrennens  stattfindenden   Schwingungen  je  ein   Kaliumatom  sich 

einem  Sauerstoffmolecul  anschliesst. 

Im  Nachstehenden   ist   eine  Zusammenstellung   der  drei  Oxyde   des 

Kaliums    gegeben.     Die    zwischen    den    einzelnen    Th  ei  leben    stehenden 

Zahlen    geben   die  jeweilige  Entfernung   für   den   Stand   der   geringsten 

Abstossung. 

Oxyd. 

K  0  K 

13)  1,0653      1,0653. 

Erstes  Hyperoxyd. 

K  0  A 

16)  0,9427       1,1206 

oder  auch 
K  O  O  K. 

Zweites  Hyperoxyd. 

K  O  0 

20)  0,9640      1,0234. 

Die  Vergleichung  ergiebt,  das  die  Entfernung  KO  unter  allen  drei  Oxy- 
den bei  dem  ersten  den  grössten  Werth  hat,  und  dadurch  ist  es  erklär- 
lich, das 8  bei  gehöriger  Quantität  des  anwesenden  Sauerstoffes  bei  dem 
Verbrennen  des  Kaliums  sich  nicht  Oxyd,  sondern  Superoxyd  bildet. 
Soll  Oxyd  gebildet  werden,  so  muss  eine  Trennung  der  Sauerstoffmole- 
cule  in  Atome  stattfinden,  was  wegen  der  geringen  Entfernung  der  Atome 
im  Sauerstoffmolecule  (0,8930)  seine  Schwierigkeiten  hat.  Leichter  geht 
die  Verbindung  bei  den  Superoxyden  vor  sich,  weil  hier  nur  der  An- 
schluss  eines  oder  zweier  Kaliumatome  an  ein  Sauerstoffmolecul  statt- 
findet. Hat  sich  auf  der  einen  Seite  eines  Sauerstoffatoms  ein  Kalium- 
atom  angeschlossen,  so  rückt  nach  20)  auf  der  andern  Seite  das 
zweite  Sauerstoffatom  weiter  weg  (von  0,8930  auf  1,0234),  und  eine 
rollständige  Abtrennung  wird  dadurch  eingeleitet.  Man  stellt  das  Kalium- 
oxyd dar,  indem  man  eines  der  Superoxyde  mit  soviel  Kalium  glüht, 
dass  bei  gleichmässiger  Vertheilung  des  Sauerstoffs  auf  je  zwei  Kalium- 
atome ein  Sauerstoffatom  trifft.  Das  erste  Superoxyd  wird  also  mit  soviel 
Kalium  geschmolzen,  als  schon  darin  ist,  das  zweite  Superoxyd  mit  der 
dreifachen  Menge.  Wird  das  zweite  Superoxyd  verwendet,  so  nimmt 
jedes  Sauerstoffmolecul  noch  ein  zweites  Kaliumatom  auf  und  es  entsteht 
ein  Doppelatom  des  ersten  Superoxyds.  Bei  der  Bildung  des  zweiten 
Superoxyds  hat  sich  das  erste  Atom  Kalium  bis  auf  0,9640  an  seinen 
Sauerstoff  angeschlossen ;  dafür  aber  ist  das  zweite  Sauerstoffatom  auf  der 
andern  Seite  des  ersten  aus  seiner  ursprünglichen  Entfernung  0,8930  bis 
1,0234  weggerückt.  Legt  sich  nun  auch  auf  der  Seite  dieses  zweiten 
Sauerstoffatoms   nochmals   ein  Kaliumatom  an,   so  muss  dieses  ein  aber- 
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maliges  Auseinanderrücken  der  Saaentoffatome  nach  sieh  ziehen,  und 
dieses  braucht  von  1,0234  gar  nicht  mehr  weit  an  gehen,  am  die  Grense 
1,0653  zv  fiberschreiten.  Sowie  nun  in  der  Verbindung  KOOK  die  Ent- 
fernung 00  die  Grense  1,0653  fiberschritten  hat,  tritt  die  Verbindung 
KOK  in  ihr  Recht  ein  und  es  schieben  sich  swischen  die  beiden  Sauer- 
stoffatome  zwei  Atome  Kalium  ein,  da  dieselben  eine  geringere  Distanz 
von  dem  Sauerstoff  beanspruchen;  es  bilden  sich  zwei  Holecule  KOK. 
So  geht  die  Zerlegung  der  Sauerstoffmolecule,  die  direet  nicht  möglich 
war,  auf  iudireetem  Wege  vor  sich. 


Kalium  und  Wasserstoff. 

Ehe  ich  auf  die  Besiehungen  zwischen  Kalium  und  Wasserstoff  ein- 
gehe, muss  ich  eine  kleine  Erörterung  über  den  auf  das  Wasserstoffatom 
ausgeübten  Aetherdruck  vorausschicken.  Dieser  Druck  ist  bei  einer 
gegebenen  Kugel  dem  Radius  proportional,  und  er  sucht  ein  Aetber- 
theilehen  gegen  den  Mittelpunkt  zu  fähren,  während  bei  dem  Massen- 
theilchen  das  Entgegengesetzte  stattfindet.  Die  kleinsten  Theilchen  der 
Körper,  die  man  Atome  zu  nennen  pflegt,  sind  mit  mehr  oder  weniger 
Aethertheilchen  verbundene  Massenkugeln,  und  die  Wirkung,  die  der 
äussere  Aether  auf  ein  Atom  ausübt,  ist  daher  eine  gemischte.  Ist  die 
Zahl  der  Aethertheilchen  eines  Atoms  grösser  als  1,  so  gruppiren  sie  sich 
so,  dass  ihre  Gesammtwirkung  derart  ist,  als  seien  die  Aethertheilchen 
alle  in  dem  Mittelpunkte  des  Massentheilchens  vereinigt,  und  es  wurde 
darum  im  Vorstehenden  der  auf  ein  Kaliumatom  ausgeübte  äussere  Druck 

(39  \ 
4  — yö~ä)^   bezeichnet,    weil   die  Zahl   der  mit  der  Massenkugel 

verbundenen  Aethertheilchen   4  ist  und   das  Kaliummassentheilchen   die 

39 
Wirkung  von  t-q—  Aethertheilchen  neutralisirt,  während  die  Entfernung 
lo,b 

von  dem  Mittelpunkte  der  um  das  mittlere  Molecul  gezogenen  Kugel  R 
beträgt.  Bei  dem  Wasserstoffe,  der  nur  ein  einziges  Aethertheilchen  hat, 
ist  die  Sache  etwas  anders,  denn  der  Werth  von  R  ist  verschieden,  je 
nachdem  man  von  dem  Mittelpunkte  der  Kugel  zum  Mittelpunkte  des 
Massentheilchens  oder  zu  demjenigen  des  Aethertheilchens  rechnet.  In 
meiner  vorigen  Abhandlung  habe  ich  analog  dem  Verfahren  bei  den  an- 
deren Elementen  die  Grösse  R  bis  zu  dem  Mittelpunkte  der  Massenkugel 
gemessen,  doch  sind  mir  gegen  dieses  Verfahren  Bedenken  gekommen. 
Das  Aethertheilchen  wirkt  (allerdings  im  entgegengesetzten  Sinne)  18,6 mal 
so  stark  als  das  Massentheilchen ,  und  es  dürfte  daher  vorzuziehen  sein, 
die  Grösse  R  bis  zu  dem  Aethertheilchen  zu  messen.  Thut  man  dieses, 
bo  erhält  R  einen  um  die  Distanz  der  zwei  Mittelpunkte,  also  um  r  oder 
0,37296  grössern  Werth,  und  ist  in  der  vorigen  Abhandlung  (Gleichg.  5) 


Von  Prof.  Dr.  W.  C.  Wittwbr.  305 

bei  dem  Wasser  12  =  0,6158  gefunden  worden,  so  ist  R  für  das  Aether- 
tbeilchen  0,6158  +  0,3730  =  0,9888.  Es  handelt  sich  hier  nur  darum, 
was  man  als  den  Repräsentanten  des  Atomes  betrachtet.  Ist  R  •=  0,9888 
angenommen,  so  kann  dieser  Annahme  wieder  der  Vorwurf  gemacht  wer- 
den, dass,  wenn  auch  das  Massentheilchen  weniger  stark  wirkt,  als  das 
Aethertheilchen ,  es  doch  nicht  ganz  vernachlässigt  werden  dürfe,  und 
ich  habe  daher  vorgezogen ,  das  22  bis  zu  einem  Punkte  zu  messen ,  der 
zwischen  Aethertheilchen -  und  Massentheilchenmittelpunkt  ist,  und  zwar 
um  so  näher  an  ersterem,  je  mehr  dessen  Wirkung  überwiegt.  Wird 
also  die  Distanz  r  =  0,37296  in  19,6  Theile  getheilt,  so  ist  die  Entfer- 
nung des  Mittelpunktes  des  Druckes  von  dem  Aethermittelpunkte  1,  von 
dem  Massenmittelpunkte  18,6.  Ich  bestimme  nun  im  Nachstehenden  für 
die  Wasserstoffatome   die  Grösse  22  als   die  Entfernung  des  Aethertheil- 

ebene   und  ziehe  dann     '      0     =0,0190  ab.     Bei  dem  Wasser  ist,   wie 

iy,o 

oben  erwähnt,  die  Entfernung  vom  Mittelpunkte  der  Kugel  bis  zu  dem- 
jenigen des  Wasserstoffmassentheilchens  0,6158,  bis  zu  dem  Mittelpunkte 
des  Aethertheilchens  0,6158  +  0,3730  =  0,9888  und  bis  zum  Mittelpunkte 
des  Druckes  0,9888  -  0,0190  =  0,9698.  Ein  analoges  Verfahren  ist  nöthig, 
wenn  man  die  Entfernungen  der  Wasserstoffatome,  die  in  der  vorigen 
Abhandlung  bestimmt  sind,  mit  den  nachstehenden  vergleichen  will. 

Verbindung  von  einem  Atom  Kalium  mit  einem  Atom 
Wasserstoff.  Wenn  man  die  Reihe  Wasserstoff,  Kalium  und  Aether 
zusammenstellt,  so  richtet  sich  da6  Kalium  so,  dass  es  dem  Wasserstoff 
eine  Kante  zuwendet;  beide  Theilchen  des  Wasserstoffes  liegen  in  der 
Verbindungslinie,  das  Massentheilchen  ist  dem  Kalium  zugewendet.  Ist 
22  die  Entfernung  HK,  Rt  die  Entfernung  K A,  so  ergeben  sich  die 
Gleichungen : 

'  18,6  ^"r18,6[(B_r(l+/|))»+|r*f, 

_2_  (ü-r(l-j4))  1 

18,6   [(2J_r(1  _,/£))» +  |r»jV,  T  18,6  (li+I^-r) 


i* 


2(B-ryj) 2(.R-j-r^)       _        1 

«R-rj/W+iryh      ((R+ryW+lr>)'h      (U  +  Hf 
39  1        ,17,6  p,     r 


18,6»  (E  -  r)s  Ti  8,6     ^  18,6 
nnd  _ 

_39_     1     ■  1 2(.R1-r^) 

J8,6*iJi»"'"l8,6(ü+2J1-r)*      ((2*,-rf4)»  +  |r») 
?(BL+r^)_  1  ,  Jt=0 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik  XX VII,  5.  20 
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Hieraus  entziffert  sich  12=  1,2521,  und  ist  P  die  Entfernung  des  Mittel- 
punktes des  Druckes  von  dem  Kalium,  so  ist  /)=  1,2521 —0,0190 
=  1,2331.     Rt  hat  den  Werth  1,2778. 

Verbindung  von  einem  Atom  Kalium  und  zwei  Atomen 
Wasserstoff.  Hier  ist  gegen  den  vorigen  Fall  die  Aenderung  ein- 
getreten, dass  das  Aetherth eilchen  durch  ein  Wasserstoffatom  ersetzt 
wurde,  so  dass  also  die  Reihe  HKH  entstanden  ist.  Hier  kommt  die 
Gleichung: 
^  fü -AI  4--E-  <H-r(l  +  rt)) 

Zö)  Vl8,6     VB> ^18,6  [(R-r{l  +  yi)y  +  lr*]*/> 

2  (JB-r(l-j/?))  2  1  (W+i\      1 

M8,Ö  [(R-rQ-yffl  +  lttyh^lSfi  (2B-r)»     \l*,VJ(R-r)* 

2(R-r]/j) 2(JR  +  rj/j)  17,6  r     _0 

((i?-r/i)>+fr*)'*      ((B+r  ^^+1^)7,^18,6  18,6 

iJ  hat  den  Werth  1,2492,  also  ist  />=  1,2492  -  0,0190=  1,2302. 

Man  erkennt  aus  den  Werth en  von  P  in  den  vorstehenden  Gleich- 
ungen, dass  die  Verbindung  von  Kalium  und  Wassertoff  jedenfalls  nur 
eine  sehr  lockere  sein  kann,  wenn  überhaupt  eine  solche  existirt,  was 
durchaus  nicht  sicher  ist.  In  dem  Lehrbuche  der  Chemie  von  Graham- 
Otto,  4.  Aufl.,  II,  2,  S.  106,  befindet  sich  hierüber  nachstehende  An- 
gabe: „Wasserstoffkalium.  Wird  Kalium  in  Wasserstoff  erhitzt,  so 
mengt  sich  dem  Gase  Kaliumdampf  bei ;  das  Gas  erhält  die  Eigenschaft, 
sich  an  der  Luft  zu  entzünden  und  unter  Bildung  von  alkalischen  Nebeln 
zu  verbrennen.  Bei  dem  Erkalten  setzt  sich  das  Kalium  aus  dem  Gase 
wieder  ab.  Sementini,  welcher  das  Auftreten  eines  solchen  selbstent» 
zttndlichen  Wasserstoffgases  bei  der  Darstellung  des  Kaliums  (mit  Hilfe 
von  Kalihydrat  und  Eisen)  beobachtete,  hielt  dasselbe  für  ein  Kalium- 
wasserstoffgas/' Dieses  Kaliumwasserstoffgas  zerlegt  sich  also  bei  dem 
Erkalten  und  da  die  vorstehenden  Formeln  für  0°  absoluter  Temperatur 
gelten,  so  ist  der  grosse  Werth  von  P  dahin  zu  deuten,  dass  die  frag- 
liche Verbindung  in  diesem  Falle  nicht  existirt. 

Kalium,  Sauerstoff  und  Wasserstoff« 

Sollen  diese  drei  Körper  sich  verbinden,  so  giebt  es  verschiedene 
Zusammenstellungen.  Die  Reihe  kann  sein:  KOE^  wobei  wieder  das 
Kalium  dem  Sauerstoffe  eine  auf  der  Verbindungslinie  normale  Kante 
oder  eine  auf  der  Verbindungslinie  normale  Fläche  zugewendet  haben 
kann.     Die  Reihe  KOH  kann  jedoch   auch  durch  OKH  ersetzt  werden. 

Bei  der  Reihe  KOH  mit  auf  der  Verbindungslinie  rechtwinkligen 
Kanten  des  Kaliums  ist  die  Axe  des  Sauerstoffes  gegen  die  ihr  zugewen- 
dete Kaliumkante  gekreuzt.  Das  Massentheilchen  des  Wasserstoffes  ist  dem 
Sauerstoffe  zugewendet.     Man  erhält  nun  als  Gleichgewichtsbedingungen : 
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2^39         R  2.16  (R-rVÜ 

>   18,6  ilP+W*  18,6  ((B-r^+lr*)'* 
2.16  (.R+rj/$)  39_  l' 

18,6  ((i?+r^)*+|r«)'/,i'  18,6  (B+li,)* 

2  ((Jt  +  jB,-r(l  +  rt)) 

18.6  [(JB  +  ^-ra+^^  +  ^r»]'/. 

2  (B+B.-rCl-^)) 

18,6  ^B  +  Rl-r(l-j/i)y  +  ir^ 

16.39    1  4(JR-rf/^ 2(R+r}/±) 

18,6» '.R»      ((B-r^  +  lr«)'/.      ((B+r^|)»+:.(i_K'|)T, 

2J.R+r/j) 2(R+Rl-rj/t) 

((R+r}/l)*  +  r*(l+y$*yi>       ((R+R^rrif+W*. 

2(R+Rl  +  ryi)  39  1  /        39  \ 

((ä+i^  +  r^+fr»)'/,      18,6'  (JR+B,-r)»  +  V*      18,6/ Ä-W 
and 

_2 (Bj-r) _16_    J_     j»9_         1 

18,6  '((ß1-r)*  +  r*),/.+  18,6  JJ,«+18,6  (-R  +  I*,)» 
+  _L           (*  +  g,-r(l  +  /j)) 
■•"18,6  KU+Ui-r(l  +  j/*))»+fr»]V. 
2(J?+J?1-r(l-j/^) 

18,6  [(U  +  Ä!  -r(l-  j/*))*+tr»f. 
__2Bj 16__J ^(B+^-r/l) 

W+r»)'/,        18,6»  (£,-r)»      ((JJ  +  Jf^r^  +  l^ 

2(.B+.R,  +  >V|) 39  1  17,6  R         r 

((B+^  +  r^+lr»)'/,      18,6»  (.R+^-r)» ^  18,6  ^  18,6      "' 

Hier  ist  R  die  Distanz  ifO  und  berechnet  sich  zu  0,9339,  während 
üj  =  1,0991  ist.  Die  Entfernung  des  Mittelpunktes  des  Druckes  des 
Wasserstoffes  von  dem  Sauerstoffe  ist  1,0991—0,0190=1,0801. 

Hat  das  Kalium  dem  Sauerstoffe  eine  Fläche  zugewendet,  so  ergeben 
sich  als  Bedingungen  des  Gleichgewichtes: 

og,  3.16  \B~j)  16         1  2.39        R 

'  18.6  ff-      r\»      -   A%+18.6  rB+^*  + 


J'6  (Yfl-lY+^Y'     18»6(B+0 *      l8>6  (-R»+r«)". 

3  (R+Rt-jr) /l  +  39\        1  16.39  J_ 

'  18,6  ((R+Rl-tr)*  +  |r»)'/.  +  V  18,6  /{R+Rj*     18,6»  ' R> 

».(f-t)  ;(B-i) 

((if-^  +  ^l  +  f))'"      ((JR-l)i  +  r»(l-^f)»+|r»)V' 

«0» 
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2\R~j) *(B+r) 

»(«  +  «.-?)  1  39 


J6_     1       p  +  39\         1  3  (R+R,-$r) 

18,6 '.B^V  18,6  /*(Ji  +  üI)*i"l8,6((ü+if1-t0*H-t'-1'),/' 

2  (ß,-r) 2.R,  16  1  _1 

+  18,6((JS1-r)»+r*)V.      (JJ,»+r«)%      18,6»  (li.-r)*      (R+Rt+r)* 

((B+B--i),+*rJ) 


39_  1  ■  17,6„         r 

A-«      18,6*  (ü+JR1-r)*"r18,6^"r  18,6        ' 


Hier    kommt  man   zn   den   Werthen    ß  (AT  0)  =  1,0020  und   Ä,  =  1,0860 
oder,  nach  Abzog  von  0,0190,  =  1,0670. 

Bei  Bentttznng  der  Reihenfolge  0  KR  ergeben  sich  die  Gleichungen : 

2.16  (B-ryj)  2.16  (R  +  rj/j) 

'    18,6  ((B-r^'+lr*)'/.      18,6  ((JS+r^  +  «r»)% 
2.39        ü        _^l^         L      _!___? _(B+JB,-r) 


18,6  (2P+r«/A      18,6  (-R+.R,)*  M8,6  ((.B+i^-rf  +  i^V» 

16.39    1  4(.R-rj/j) 2(J?+r?/;) 

18,6«   2?      ((B-r^)*+«r*/A       ((B+r«/^  +  r«(l-j4)«j* 
2(J?+r^j)  16  1 


((B+r^)*  +  r«(l  +  ^|)»)%       18,6»  (.ß+ii.-r)* 
2(3+*,)         /        16W-o 

((B+BiP  +  r^  +  V      18,6/  " 

J?_  1  +  J-  (fl-rO+Ff)) 

18,6*  B»"rl8,6  [(iJ_r(i  +  ^))2  +  |rrj% 

2  (E-r(l-^/|))  16  1 

18,6  [(B-r(l— ^|))*+f r*]^"1"  18,6  (H  +  ü,)* 

.  J (fl+B,-r) 39_    _J 2(B,-rj4) 

'l"l8,6((B  +  BI-r)»  +  r«)%      18,6*  (B,-r)*      ((*,-•■»/$)■+ fr)'« 

2(J?+ry/|) 16 l 20R+.R,! 

((2J  +  r^i)*  +  |r»)'A      18,6*  (B  +  ^-r)«      ((R  +  B,)»  +  r*)% 

17,6  r    _ 

+r8;6Bi+ip-0- 

Hier  ist  die  Entfernung  R(OK)  =  1,1534  und  Ä,- 0,0190=  1,2435. 
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Die  Vergleichung  der  Werthe  von  R  und  Rt  in  24),  25)  und  26) 
ergiebt,  dass  die  Stellang  24)  ein  Minimum  der  Abstossung  bietet,  und 
die  beiden  anderen  Voraussetzungen  können  daher  einstweilen  ausser 
Berücksichtigung  bleiben. 

Bei  24)  muss  sofort  die  bedeutende  Annäherung  des  Kaliums  an  den 
Sauerstoff  auffallen,  und  es  besteht  demnach,  um  mich  in  der  Sprache 
der  Chemiker  auszudrücken,  zwischen  Kalium  und  Sauerstoff  eine  sehr 
grosse  Verwandtschaft.  Weniger  gross  ist  die  Annäherung  des  Wasser- 
stoffes an  den  Sauerstoff,  sie  ist  sogar  kleiner  als  bei  dem  Wasser.  In 
der  Verbindung  KOK  ist  nach  13)  die  Entfernung  K0  =  1,0653,  sie  ist 
also  kleiner,  als  die  Entfernung  HO  in  24)  =  1,0801,  und  durch  Glühen 
von  Kaliumoxydhydrat  mit  ebensoviel  Kalium,  als  schon  darin  ist,  wird 
unter  Abscheidung  von  Wasserstoff  aus  KOH  die  Verbindung  KOK  her- 
gestellt. In  Graham-Otto*  heisst  es:  „Auch  durch  Erhitzen  von 
1  Acq.  Kalihydrat  mit  1  Aeq.  Kalium  lässt  sich  wasserfreies  Kaliumoxyd 
erhalten ,  indem  das  Kalium  durch  den  Sauerstoff  des  Hydratwassers 
oxydirt  wird:  K 0  (0  =  8),  HO  und  K  geben  2KO  und  H.  Dies  dürfte 
noch  der  bequemste  Weg  zur  Darstellung  sein.u 

Bringt  man  Kalium  und  Wasser  zusammen ,  so  wird  Wasserstoff  aus- 
geschieden und  Kalihydrat  gebildet.  Die  Entfernung  OH  im  Wasser  ist 
nach  dem,  was  oben  hierüber  erwähnt  wurde,  =0,9698.  Kommt  nun 
Kalium  hinzu,  so  kann  sich  dieses  näher  an  den  Sauerstoff  legen,  als 
ein  Wasserstofftheilchen  es  zu  thun  vermag,  und  letzteres  muss  weg. 
Sowie  nun  das  Kalium  an  seine  Stelle  getreten  ist,  rückt  das  zweite 
Wasserstofftheilchen  des  früheren  Wassers  von  dem  Sauerstoffe  weg,  es 
entfernt  sich  nach  24)  bis  1,0801  und  darum  wird  es  möglich,  dass  auch 
dieses  zweite  Wasserstoffatom  abgeschieden  wird;  doch  geht  es  jetzt 
weniger  leicht,  als  bei  dem  ersten  Atom,  denn  die  hier  ausschlaggebende 
Differenz  1,0801  (24)  — 1,0653(13)  ist  bedeutend  kleiner,  als  im  vorigen 
Falle  0,9689  -  0,9339. 


*  A.  a,  O.  S.  98. 

(Sohluas  folgt.) 
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XVI.  Zur  Reflexion  und  Refraction  des  Lichtes  an  Curven  and  Flächen. 

Die  um  &wei  Punkte  als  Brennpunkte  beschriebenen  Ellipsen  sind 
die  einzigen  ebenen  Curven  von  der  Eigenschaft,  dass  jeder  von  dorn 
einen  Punkte  ausgehende  Lichtstrahl  nach  dem  andern  Punkte  reflec- 
tirt  wird. 

Sind  nun  eine  ebene  Curve  c  und  zwei  Punkte  A  und  B  in  ihrer 
Ebene  gegeben,  so  gelangt  man  zu  jenen  Punkten  von  c,  an  welchen 
ein  von  A  ausgehender  Lichtstrahl  reflectirt  werden  muss,  damit  er  nach 
B  zurückgeworfen  werde,  auf  folgende  Weise.  Man  denke  in  der  Ebene 
der  c  um  A  und  B  als  Brennpunkte  die  kleinste  Ellipse  beschrieben, 
welche  mit  der  Strecke  AB  doppelt  zusammenfällt;  denke  sodann  unter 
Beibehaltung  dieser  Brennpunkte  die  grosse  Axe  derselben  stetig  ver- 
größert, so  dass  die  immer  sich  erweiternde  Ellipse  über  die  ganze  Ebene 
der  Curve  fortschreitet.  Diese  Ellipse  wird  nach  und  nach  c  in  allen 
ihren  Punkten  schneiden,  und  zwar  in  den  meisten  Punkten  Mt  einfach, 
in  einigen  besonderen  Punkten  P*  in  zwei  oder  mehr  zusammenfallenden 
Punkten.  Die  Curve  und  die  Ellipse  werden  sich  in  diesen  letzteren 
Punkten  berühren;  von  Doppel-  und  Rückkehrpunkten  wird  abgesehen. 
In  den  Punkten  Pk  und  Mt  haben  c  und  die  Ellipse  gemeinsame,  be- 
ziehungsweise nicht  gemeinsame  Tangenten,  ein  von  A  nach  Pk  oder  Mt 
gelangender  Strahl  wird  also  von  c  nach  B  reflectirt  oder  nicht. 

Diese  Punkte  haben  aber  noch  eine  andere  interessante  Eigenschaft. 
Denkt  man  nämlich  die  einen  Punkt  Pk  enthaltende  Ellipse  mit  den 
Brennpunkten  A  und  B  beschrieben,  so  ist  die  Summe  der  Entfernungen 
eines  ausserhalb  oder  innerhalb  dieser  Ellipse  befindlichen  Punktes  von 
den  Punkten  A  und  B  grösser  oder  kleiner  als  der  gebrochene  Weg 
APkB.  Daraus  folgt,  dass  der  Weg  AP  kB  kleiner  oder  grösser  ist,  als 
jeder  benachbarte  Weg  von  A  über  einen  Pk  benachbarten  Punkt  von  c 
nach  By  je  nachdem  nämlich  die  Pk  benachbarten  Punkte  von  c  ausser- 
halb oder  innerhalb  der  Pk  enthaltenden  Ellipse  liegen.  Nur  wenn  die  Pk 
benachbarten  Punkte  von  c  einerseits  dieses  Punktes  innerhalb,  anderer- 
seits desselben  ausserhalb  jener  Ellipse  liegen,  c  und  die  Ellipse  also 
3,  5,  ...  unendlich  nahe  Punkte  gemein  haben,  ist  der  Weg  APkB  weder 
ein  Minimum,  noch  ein  Maximum. 
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Tritt  an  Stelle  der  ebenen  Cnrve  c  in  der  vorhergehenden  Unter- 
suchung eine  unebene  Curve  oder  eine  Fläche  und  an  Stelle  der  ver- 
änderlichen Ellipse  ein  Rotationsellipsoid  mit  den  Brennpunkten  A  und 
By  so  kann  das  oben  abgeleitete  Resultat  verallgemeinert  und  folgender 
Satz  ausgesprochen  werden: 

Die  Zeit,  welche  ein  von  einem  Punkte  ausgehender  Lichtstrahl  bedarf, 
um  nach  der  Reflexion  an*  einer  Curve  oder  Fläche  nach  einem  zweiten 
Punkte  zu  gelangen,  ist  im  Allgemeinen  kleiner  oder  grösser,  ab  jene 
Zeit,  welche  das  Licht  brauchen  würde,  wenn  es  vom  ersten  Punkte  über 
irgend  einen  dem  reflectirendeu  benachbarten  Curven  •  oder  Flächenpunkt 
zum  zweiten  Punkte  ginge. 

Zu  diesem  Satze  kann  leicht  ein  analoger  für  die  Brechung  des 
Lichtes  an  Curven  oder  Flächen  auf  folgendem  Wege  gefunden  werden. 
In  zwei  Mitteln  habe  eine  gewisse  Lichtstrahlengattung  die  Geschwindig- 
keiten nc  und  c,  so  dass  der  Brechungsexponent  n  ist.  Welches  ist  die 
ebene  Trennungscurve  dieser  zwei  Mittel,  welche  die  Eigenschaft  hat, 
dass  ein  sich  im  ersten  Mittel  bewegender,  einen  Punkt  A  enthaltender 
Lichtstrahl  an  jener  Curve  60  gebrochen  wird,  dass  der  gebrochene  Strahl 
einen  zweiten  gegebenen  Punkt  B  enthalte?  „Ein  Lichtstrahl  enthält 
einen  Punkt "  hat  hier  und  im  Folgenden  die  Bedeutung,  daas  der  Licht- 
strahl entweder  von  diesem  Punkte  herkomme  oder  sich  gegen  diesen 
Punkt  bewege. 

Die  auf  ein  rechtwinkliges  Coordinatensystem  bezogenen  Ooordinaten 

der  Pnnkte  A,  B  irgend  eines  Punktes  M  der  gesuchten  Curve  und  eines 

Punktes  T  der  Curventangente  M T  seien :  0,  a;  0,6;  #»y;  li  iy.     Dann 

sind  die  Gleichungen  der  Geraden  AM,  BMy  MT  beziehungsweise 

r)X  —  S(y  —  <*)  —  aar=0, 

r)X  —  £(y  —  b)  —  bx  =  0, 

Aus  diesen  Gleichungen  folgt 

„  oAMT  x  +  (g—aW 

cos  A  m  I  =      — » 


cosBMT  =  —  - 


Nach  dem  BrechungMgesetze  ist 

cosAMT\cosBMTz=zn 
oder    mit  Hilfe    der    oben   gefundenen    Werthe   nach   Multiplication   mit 

Das  Integral  dieser  Gleichung  ist 

j/a;*  +  (y-<0*  +  n .  j/a*  +  (y  -  bf  =  conti. 
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Die  Carve  von  der  geforderten  Beschaffenheit  ist  hiernach  ein  Carte- 
sisches  Oval. 

Zu  dem  eben  gefundenen  Oval  führt  aber  auch  die  Frage  nach  der 
Trennungscurve  obiger  zwei  Mittel,  welche  -die  Eigenschaft  hat,  dass  die 
Zeit  /,  welche  das  Licht  braucht,  wenn  es  sich  von  A  bis  zu  irgend 
einem  Curvenpunkte  mit  der  Geschwindigkeit  nc  und  dann  von  diesem 
Curvenpunkte  bis  B  mit  der  Geschwindigkeit«  c  bewegt,  constant  sei. 

Es  ist  für  diesen  Fall 


nc  c 

oder  

V**+ (y  -  «)8 + *  V**+  (y  -  6)»  =  «  c/. 
Diese  Gleichung  stimmt   mit  der   oben  gefundenen  vollkommen  überein, 
wenn  man  die  Constante  der  obigen  gleich  ncl  setzt. 

Das  jetzt  auf  zweifache  Art  bestimmte  Cartesische  Oval  hat  folgende 
Eigenschaften : 

Jeder  A  enthaltende,  sich  im  ersten  Mittel  bewegende  Lichtstrahl 
wird  in  irgend  einem  Ovalpunkte  Qi  so  gebrochen,  dass  der  gebrochene 
Strahl  den  Punkt  B  enthält.  Weiters  ist  die  Zeit,  welche  das  Licht  zur 
Zurücklegung  der  Strecke  AQ\  mit  der  Geschwindigkeit  nc  und  der 
Strecke  Qi  B  mit  der  Geschwindigkeit  c  braucht,  constant. 

Es  seien  nun  wieder  jene  Punkte  einer  gegebenen  ebenen  Curve, 
welche  die  Mittel  mit  den  Lichtgeschwindigkeiten  nc  nnd  c  trennt,  auf- 
zusuchen ,  welche  die  Eigenschaft  haben ,  dass  ein  A  enthaltender  Licht- 
strahl in  einem  solchen  Punkte  so  gebrochen  wird,  dass  der  gebrochene 
Strahl  B  enthält. 

Man  findet  diese  Punkte  in  ganz  analoger  Weise  wie  früher  die 
reflectirenden  Punkte  Pk*  An  Stelle  der  sich  dort  stetig  erweiternden 
Ellipse  tritt  hier  das  sich  durch  Vergrösserung  von  l  stetig  erweiternde 
Oval.  Und  wenn  man  dann  die  Untersuchung  auch  auf  unebene  Gebilde 
erweitert,  zu  welchem  Zwecke  an  Stelle  des  Ovals  eine  Rotationsfläche 
tritt,  deren  Rotationsaxe  AB  und  deren  Meridian  jenes  Oval  ist,  so 
gelangt  man  zu  folgendem  Satze: 

Wird  ein  den  Punkt  A  enthaltender,  sich  im  ersten  Mittel  bewegen- 
der Lichtstrahl  im  Punkte  Qi  an  der  Trennungslinie  oder  Trennungs- 
fläche zweier  Mittel  so  gebrochen,  dass  der  gebrochene  Strahl  den  Punkt 
D  enthält,  so  ist  die  Zeit,  welche  der  Lichtstrahl  zur  Zurücklegung  der 
Strecke  AQi  mit  der  Geschwindigkeit  nc  und  des  Weges  Qi  B  mit  der 
Geschwindigkeit  c  bedarf,  im  Allgemeinen  kleiner  oder  grösser  als  jene 
Zeit,  welche  er  zur  Zurücklegung  eines  Weges  von  A  über  irgend  einen 
Qi  benachbarten  Curven-  oder  Flächenpunkt  nach  B  brauchen  würde. 

Nicht  unwichtig  scheint  noch  die  Bemerkung,  dass  man  vollkommen 
aplanatische  Linsen  construiren  könnte,   wenn  an  Stelle   der  gebrauch- 
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liehen  sphärischen  Begrenzung  der  Linsen  jene  durch  Stücke  der  früher 
erwähnten,  durch  Rotation  von  Cartcsischen  Ovalen  entstandenen  Flä- 
chen gesetzt  würden. 

Travnik  in  Bosnien,  1.  Mai  1882.  Johann  Morawetz. 


XVII.  Zur  Theorie  der  Punktmengen. 

In  der  Abhandlung  S.  193,  sowie  in  der  Mittheilung  8.  176  dieses 
Jahrganges  habe  ich  gezeigt,  dass,  wenn  auf  einer  endlichen  Linie  un- 
endlich viele  Theilpunkte  gegeben  sind,  die  unendliche  Reihe,  deren 
Glieder  die  abnehmend  oder  wenigstens  nie  zunehmend  geordneten  Theil- 
strecken  sind,  zur  Summe  auch  dann  nicht  nothwendig  die  ganze  Linie 
hat,  wenn  keine  noch  so  kleine  Strecke  durch  die  Theilpunkte  in  lauter 
unendlich  kleine  Theile  zerlegt  ist,  während  man  bis  dahin  das  Gegen- 
theil  annahm  und,  freilich  vergeblich,  zu  beweisen  suchte.  Eben  das- 
selbe hat  Herr  Harnack  in  einer  vorigen  Herbst  veröffentlichten,  mir 
erst  jetzt  zu  Gesichte  gekommenen,  ebenfalls  die  Fourier'sche  Reihe 
zum  Gegenstande  habenden  Abhandlung  dargethan.  Dass  auch  für  die 
Anordnung  von  Punkten  auf  einer  Fläche  Aebnliches  gilt,  ist  weder  in 
meiner  oben  genannten  Abhandlung,  noch  in  derjenigen  Harnack" s 
erwähnt  und  überhaupt  diese  Seite  des  Gegenstandes  dort  nicht  berührt 
worden;  in  der  Mittheilung  S.  176  aber  habe  ich  Andeutungen  darüber 
gegeben,  zu  welchen  ich  hier  Einiges  hinzufügen  will.  Zunächst  lasse 
ich  ein  einfaches  Beispiel  folgen  für  Punkte  auf  einer  Linie;  das  in 
obiger  Abhandlung  gewählte  ist  weniger  einfach,  weil  ich  bei  diesem 
noch  einen  Nebenzweck  hatte. 

Eine  gerade  Strecke  werde  durch  zwei  Theilpunkte  in  drei  Theile, 
ein  Mittelstück,  zwei  Endstücke,  zerlegt,  von  welchen  die  beiden 
letzteren  gleich  sind.  Jedes  der  beiden  Endstücke  werde  auf  gleiche 
Weise  behandelt,  jedes  der  dann  erhaltenen  vier  Endstücke  ebenso  und 
so  ins  Unendliche  fort.  Die  Zahl  der  Endstücke  verdoppelt  sich  nach 
jeder  Theilung,  wird  also  nach  der  mtcn  Theilung  =2m.  Die  Grösse 
derselben  soll  sich  nach  der  Formel 

bestimmen,  wo  Em  eines  der  Endstücke  nach  der  mten  Theilung  ist. 
Hiermit  ist  dann  zugleich  festgesetzt,  dass  nach  jeder  Theilung  die  End- 
stücke nicht  blos  paarweise,  sondern  sämmtlich  einander  gleich  sind.  Es 
ißt  b  >  1,  p  positiv,  £  >  a >0.  Nennt  man  die  ganze  Strecke  /,  so  ist  eines 
der  Endstücke  nach  der  mten  Theilung 

Da  die  Zahl  derselben  =2m,  so  ist  also  ihre  Summe 
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£Em=(2a)**b    '(j-  +  "•+»)|| 

mithin  die  Summe  der  bis  zur  mten  Tbeilung  inclusive  erhaltenen  Mittel 
stücke  /i  i\-, 

=4l  -  (2a)~&~'V*»+-"+  *,>J  /. 

Für  m  =  oo  wird  dies  =/  oder  </,  je  nachdem  «<^  oder  a=\  ist. 
Dem  geometrischen  Charakter  der  Theilung  nach  aber  ist  kein  wesent- 
licher Unterschied  zwischen  diesen  beiden  Fällen.  Wenn  ich  Häuftings- 
punkt  einer  Theilung  jeden  Punkt  nenne,  in  dessen  beliebiger  Nahe 
unendlich  viele  Theilpunkte  liegen,  wenn  ich  ferner  solche  Punkte, 
welche  irgend  eine  Strecke  in  lanter  unendlich  kleine  Theile  zerlegen, 
als  geschlossene  Punkt  folge  bezeichne,  so  hat  obige  Punktmenge 
in  beiden  Fällen  die  Eigentümlichkeit,  dass  jeder  Theilpunkt  ein 
Häufungspunkt  ist  und  dass  dennoch  gar  keine  geschlossenen  Punktfol- 
gen vorhanden  sind. 

Aus  einem  Quadrate  =  Q  werde  ein  Kreuz  herausgeschnitten ,  so 
dass  vier  gleiche  Quadrate  übrig  bleiben.  Jedes  dieser  Quadrate  werde 
auf  gleiche  Weise  behandelt  und  so  ins  Unendliche  fort.  Die  Zahl  der 
Quadrate  ist  nach  der  mtcu  Theilung  =  4m.  Die  Grösse  derselben  sei 
durch  die  Formel  bestimmt  /|  ,. 

Nach  der  mlcn  Theilung  ist  also  die  Summe  derselben 

=  (4a)~&~Pfe+'  +  */0, 
mithin  die  aus  sämmtlichen  Kreuzen  bestehende  zusammenhängende  und 
(geometrisch)  das  ganze  Quadrat  einnehmende  Fläche 

Für  ro  =  oo  ist  dies  =0  oder  <@,  je  nachdem  «<£  oder  a  =  \  ist. 
Betrachtet  man  die  Ecken  der  aus  den  Kreuzen  bestehenden  Fläche  ab 
singulare  Punkte  einer  Function,  so  sind  diese  sämmtlich  Häufungs- 
punkte der  Singularitäten  und  können,  wenn  a  =  ^,  nicht  in  Flächen  ein- 
geschlossen werden ,  welche  zusammen  beliebig  klein  sind.  Man  kann  auf 
der  genannten  Fläche,  wie  auf  jeder  andern,  eine  Function  durch  den 
Randwerth  ihres  reellen  Theiles  bestimmen,  wenigstens  wenn  an  den 
Rändern   der  zur  mten  Theilung  gehörigen  Kreuze  jener  Randwerth  mit 

—  gegen  Null  convergirt.     Wählt  man  nun  diesen  Rand wertk  so ,  dass 

derselbe  in  allen  Eckpunkten  endliche  Unstetigkeiten  hat,  so  erhält  auch 
die  Function  ebensolche  Unstetigkeiten. 

Frankenthal  i.d.  Pfalz.  W.  Vbltmanm. 
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XVÜL  Ein  Zusatz  zur  Methode  der  kleinsten  Quadrate. 

1.  Bekanntlich  bietet  die  Anwendung  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate  nicht  selten  eine  besondere  Schwierigkeit,  sobald  die  Function/ 
von  welcher  eine  Reihe  beobachteter  Werthe  vorliegt,  in  Bezug  auf  die 
zu  bestimmenden  unbekannten  Constanten  nicht  linear  ist,  also  entweder 
eine  höhere  algebraische  oder  eine  transcendente.  Gauss  giebt  für  Fälle 
dieser  Art  die  Vorschrift,  man  solle  zuerst  aus  soviel  Beobachtungen, 
wie  Constanten  zu  bestimmen  sind,  angenäherte  Werthe  dieser  Constan- 
ten berechnen  und  sodann,  indem  man  die  Function  nach  Massgabe  der 
noch  fehlenden  Correctionen  in  Reihen  entwickelt  und  von  diesen  Reihen 
nur  die  ersten  Potonzen  dieser  Correctionen  beibehält,  die  so  umgeformte 
Function  der  Methode  der  kleinsten  Quadrate  unterwerfen.  Es  ist  augen- 
scheinlich, dass  man  auf  diese  Weise  eine  Function  erhält,  welche  in 
Beziehung  auf  die  gesuchten  Correctionen  linear  ist,  und  somit  wäre 
scheinbar  Alles  in  Ordnung.  Aber  Gauss  selbst  hat,  unseres  Wissens, 
seine  Vorschrift  niemals  anders,  als  auf  lineare  Functionen  selbst  an- 
gewandt,  wo  die  Anwendung  derselben  unmittelbar  evident  ist,  und 
bezweckt  damit  im  Grunde  nur  eine  Erleichterung  der  Rechnung ,  welche 
dadurch  eintritt,  dass  man  mit  kleineren  Zahlen  zu  thun  bekommt.  Da- 
gegen in  Fällen,  wo  die«  Functionen  nicht  linear  sind,  hat  man  in  der 
Regel  im  Voraus  gar  keine  Garantie  dafttr,  dass  in  den  gedachten  Reihen- 
entwickelungen die  zweiten  und  höheren  Potenzen  der  Correctionen  wirk- 
lich weggelassen  werden  dürfen  und  nicht  vielmehr  diese  Weglassung 
einen  so  bedeutenden  Einfluss  ausübt,  um  die  ganze  Rechnung  illusorisch 
zu  machen.  Uns  ist  mehr  als  ein  Beispiel  bekannt,  wo  man  im  vollen 
Vertrauen  eine  Rechnung  in  der  vorbezeichneten  Weise  unternahm, 
jedoch  für  die  gesuchten  Correctionen  so  grosse  Werthe  fand,  ja  grösser 
als  die  zu  corrigirenden  Werthe  selbst,  dass  das  Resultat  geradezu  un- 
möglich war  und  die  Rechnung  aufgegeben  werden  musste. 

2.  Es  ist  kaum  abzusehen,  ob  diese  Schwierigkeit  jemals  allgemein 
beseitigt  werden  kann.  Wohl  aber  sind  wir  dahin  gelangt,  zu  entdecken, 
dass  dies  für  eine  gewisse  Classe  von  Functionen  allerdings  möglich  ist, 
nämlich  wenn  es  gelingt,  die  gegebene  Function  durch  die  gewöhnlichen 
Operationen  in  eine  andere  umzuformen,  welche  linear  ist,  wie  z.  B. 

y  =  $•+**  in         logy  =  a  löge +  bx  löge, 

yz=$in(a  +  bx)  in  arcsiny  =  a  +  bx 
etc.,  wo  die  neuen  Functionen  linear  in  Bezug  auf  die  unbekannten  Con- 
stanten a  nnd  b  geworden  sind.  In  Fällen  dieser  Art  ist  es  immer  mög- 
lich, die  Werthe  dieser  Constanten  vollkommen  genau  aus  den  neuen 
Functionen  zu  bestimmen,  sobald  man  dabei  nur  einen  Satz  beachtet, 
den  wir  hier  geben,  wie  folgt. 
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3.  Lehrsatz.  Wenn  von  einer  Function  y  eine  Reihe  von  beobach- 
teten Werthen  M  etc.,  mit  den  Gewichten  p  etc.  versehen,  gegeben  ist, 
so  kann  man  zur  Bestimmung  der  in  der  Function  enthaltenen  unbekann- 
ten Constanten ,  anstatt  die  Summe  der  Feh lerquad rate  dieser  Function 
zu  einem  Minimum  zu  machen,  vollkommen  correct  auch  so  verfahren, 
dass  man  die  Summe  der  Fehlerquadrate  einer  beliebigen  Function 
von  y,  welche  f(y)  sei,  zu  einem  Minimum  macht,  dabei  jedoch  jeder 
Beobachtung  ein  Gewicht  p  beilegt,  welches  zu  dem  vorigen  p  in  der 
Beziehung  steht 

pr"k'\~d¥~J  • 

wo  k  eine  willkürliche  und  für  alle  Beobachtungen  identische  positive 
Constante  bedeutet. 

Der  Beweis  liegt  einfach  darin,  dasB,  wenn  für  dieselben  Wert  he 
der  in  der  Function  y  enthaltenen  Constanten  gleichzeitig  sowohl 

2p(t/-M)*y 
als  auch 

2P'[ay)-nM)]* 

ein  Minimum  werden  soll,  dieses  nur  so  möglich  ist,  dass  alle  Theile  der 
einen  Summe,  Glied  für  Glied,  den  entsprechenden  Theilen  der  andern 
Summe  entweder  gleich  oder  von  denselben  um  einen  für  alle  Theile 
identischen  positiven  Factor  verschieden  sind.  Nennt  man  k  diesen  Factor, 
so  muss  man  also  haben 

P(y-MY  p_     (f(y)-f(M)y 

p'[f(y)-fm*~         V    \   y-»i    r 

woraus,  da  man  für  das  Verhältniss  der  kleinen  Differenzen  f(y)  —  f(M) 
und  y  —  M  ohne  Fehler  das  Verhältniss  der  Differentiale  setzen  darf, 
unmittelbar  der  oben  gegebene  Ausdruck  folgt. 

4.  In  den  Anwendungen  verfügen  wir  zur  Vereinfachung  der  Rechnung 
über  die  willkürliche  Constante  k  so,  dass,  wenn  der  Ausdruck 

wwy 

V  dM  ) 
einen    constanten  Factor  liefert,    d.  h.  welcher   für  alle  Beobachtungen 
den  nämlichen  Werth  hat,  wir  das  Product  aus  k  mit  diesem  Factor  =1 
setzen.     Ist  ein  solcher  Factor  nicht  vorhanden,  so  nehmen  wir  unmittel- 
bar *=1. 

So,  wenn  in  dem  obigen  Beispiel  die  Function 

y  =  ea+b*y     Gewicht  =  />, 
umgeformt  wird  in 

logy  =  a  löge -\~bx  löge.     Gewicht  =  p'% 
erhalten  wir 

p'=PM\ 
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mit  welchem  Gewicht  die  Constanten  dieser  letzten  Function,  aloge  und 
bloge,  berechnet  werden  müssen. 

Ebenso,  wenn  in  dem  zweiten  obigen  Beispiel  die  Function 

y  =  sin  (a  -f-  b  x) ,    Gewicht  =  p, 
umgeformt  wird  in 

arc siny  =  a  +  bx,    Gewicht  =  //, 
erbalten  wir 

p'=p(l-J!f*). 

5.  Wir  setzen  noch  hinzu ,  dass  nicht  selten  eine  gegebene  Function 
auf  mehr  als  eine  Art  sich  in  eine  lineare  Function  umformen  lässt,  so 
dass  man  auswählen  kann.    Ein  solcher  Fall  tritt  z.  B.  ein ,  wenn  man  aus 

1)  y  =  a*,    Gewicht  1 
ableitet 

2)  logy  —  x  Ioga}    Gewicht  M*y 

3)  ^  =  %«,        *    „        *«*», 

SC 
1  2-1 

4)  y*=",  „         **M      *. 

Wir  haben  ein  numerisches  Beispiel  zur  Bestimmung  der  unbekannten 
Oonstante  a  nach  allen  diesen  vier  Gleichungen,  mit  den  hier  beigesetz- 
ten Gewichten,  durchgerechnet  und  die  Arbeit  in  2),  3)  und  4)  nahe 
gleich  gross  gefunden,  während  sie  in  1),  wo  der  Weg  der  successiven 
Annäherung  eingeschlagen  werden  musste  und,  wie  wir  hinzusetzen,  mit 
Erfolg  eingeschlagen  werden  konnte,  ohne  Vergleich  grösser  war.  Das 
Endresultat  der  vier  Rechnungen  war  genau  dasselbe. 

Hannover,  im  Juni  1882.  Prof.  Dr.  Theodor  Wittstein. 


XIX.  Heber  Eeihenentwickelungen  fftr  gewisse  hyperelliptische 

Integrale. 

Von  0.  Schlömilch. 

Bekanntlich  hat  Legen dre  die  vollständigen  elliptischen  Integrale 
Fl(k)  und  E1(k)  in  Reihen  entwickelt,  die  nach  Potenzen  des  comple- 
mentären  Modulus  k'  fortschreiten,  also  in  dem  Falle  einen  Vortheil  ge- 
währen, wo  k  wenig  kleiner  als  die  Einheit  ist.  Die  von  Legendre 
gegebene  Herleitung  kommt  darauf  hinaus,  die  beiden  Differentialgleich- 
ungen 
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durch  unendliche  Reihen  mit  unbestimmten  Coefficienten  zu  integriren; 
sie  ist  daher  schon  an  sich  nicht  ganz  einwurfsfrei  und  würde  sich  über- 
dies auf  andere  als  elliptische  Integrale  nicht  ohne  Weiteres  anwenden 
lassen.  Vielleicht  erscheint  deshalb  der  Nachweis  nicht  ganz  überflüssig, 
dass  das  allgemeinere  Integral 

1 

f  dx 

(1-^(1  _  ^2)1-,,  *       0<f4<l, 

0 

mit  geringem  Rechnungsaufwande  nach  Potenzen  von  k'  entwickelt  wer- 
den kann. 

Wenn  in  dem  Doppelintegrale 

11* 

ian*-2P&.dxd& 


f« 


SSi 


( 1  -  x*)  cos*&  +  ( 1  —  k*x*)  sin*  & 
0   0 

das  eine  Mal  unter  Anwendung  der  bekannten  Formel 


}  J  (acos*&  +  bsm*#)P+i  2/\p  +  y/aPW 

0 


nach  #,  das  andere  Mal  nach  x  integrirt  wird,  so  entsteht  die  Gleichung 

1 
n       P dx 

siny.7i  J  (I-äVCI  — A**»)1-* 
0 

J  }/l  -  k'*  $in*$  \l  -  y\  -  k'*  sin*  &)       ' 


0 
die  rechte  Seite  kann  in  der  Form 


l  r*tan*-*t>&      i/2\        /    1   \        /  2  \j 


\\df> 


0 

dargestellt  werden,  und  somit  ist 
1 


2)        ^%J  ii-afyQ-#*y-'  =?2(p+Q-R)> 

0 


smt 


wo  Py  Q>  R  selbstverständliche  Abkürzungen  bedeuten. 

Der  Werth  von  P  findet  sich  durch  Entwich elung  von  (1  —  k'*sin*&)-K 
und  Integration  der  einzelnen  Tenne  nach  Nr.  1;  er  ist 

3>        />==/UJ'2^^2  T4X^i)    t"-^*    ' 
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Das  Summenzeichen  bezieht  sich  hier  auf  die  Werthe  w  =  0,  1,  2,  3  etc.; 
(n  —  (t)u  bezeichnet  den  nten  Binomialcoefficienten  für  den  Exponenten 
»  —  p. 

Die  zur  analogen  Entwiekelung  von  Q  erforderliche  Formel  erhält 
man  aus  Nr.  1)  für  «  =  6  =  1  und  durch  partielle  Differentiation  nach  q, 
nämlich 

J  2r(p+sr)|r(?)     r(p+?)j 

o 

oder  nach  einer  bekannten  Eigenschaft  der  Gammafnnctionen 

/^.-.•^•-.♦i(JL)^.n^)/>zi?rf-,-r. 

0  0 

Setzt  man  znr  Abkürzung 

4)  <.  =  */   V^'"rfj. 


»/^ 


0 
so  gelangt  man  zu  dem  Werthe 

5)  0-2*m^«^     2.4.6... (2»)    ("     «"t*    * 

Um  drittens  Ä  in  entwickeln,  sei  vorerst  bemerkt,  dass  bei  echt 
gebrochenen  o  der  Ausdruck 

0 
in  die  Potenzenreihe  i*?  +  ^t?2+  etc.  verwandelt  werden  kann,  dass  also 
auch  eine  Gleichung  von  der  Form 


j/lMiT7r^H<w+" 


bestehen  muss.     Multiplicirt  man  mit  j/l  —  p,  differenzirt  nach  9,  multi- 
plicirt  mit  2^1  —  p,   entwickelt  linker  Hand  yi  —  Q  und  vergleicht  die 
beiderseitigen  Coefficienten  von  o"— *,  so  erhält  man  die  Recursionsformel 
o  /o        ix  1.3.5... (2n-3) 

welche  durch  Substitution  von 

1.3.5...(2*-1)  , 

a"~     2.4.6...  (2«)    P" 
Übergeht  in 

Zur  Abkürzung  sei  noch 
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6)  *2n  =  W  +  i-..  -j;i 

es  ist  dann  ft.  =  52(I;  hieraus  folgt  aa  und 


7)      7 


1       ,/        2        \_'yl.3.5..(2fi-l) 
T^'ll^T^y--^     2.4.6. ..(!.)     *"* 


8)  B-2*inunZi     2.4.6. ...2«)     ("     ,l)"S?"*     ' 


wobei   s0  =  0   zn   nehmen   ist,   wenn  die  Snmmirung  mit  w  =  0  beginnen 
soll.     Als  Werth  von  B  findet  sich  nun 

_n <y  1.3.5.. .(2*-!), 

2si?i(m<*-J     2.4.6...i2»} 
und  aus  den  Formeln  2),  3),  5),  8)  zusammen 

Im  speciellen  Falle  p  =  £  wird  /„  =  /2  —  $2n  und 

was  mit  Legendre's  Angabe  übereinstimmt. 

Bei  6ehr  kleinen  k'  reducirt  sich  die  Reihe  in  Nr.  9)  auf  ihren  An- 

fangsterm;  es  ist  also  näherungs weise 

1  1 

r dx /2\       ,    r\-z*  dz 

0  0 

und  z.  B.  für  f*  =  J  und  |*  =  i 

1 


0 
1 

/  p(i-Ä»j(i-ifc*xi)»     uvTT      T 


0 
Als  beiläufige  Folgerung  aus  Nr.  10)  möge  noch  die  Relation 

1  1 

/• .dx^ r dx __  t 

0  0 

Erwähnung  finden. 

(Aub  den  Sitzungsberichten  der  K.  Sachs.  Gesell  seh.  d.  Wissensch.) 


XIII. 

Ueber  den  Mittelpunkt  der  Raumcurve  dritter 

Ordnung. 

Von 

Dr.  L.  Geisenheimer 

in  Tarnowit»  (Sohleiien). 


Hierzu  Taf.  V„Fig.  1. 


Unter  den  neuen  Entwickelangen,  durch  welche  Professor  Schrö- 
ter^ vorzügliches  Werk  „Theorie  der  Oberflächen  zweiter  Ordnung  und 
der  Raumcurven  dritter  Ordnung  als  Erzeugnisse  projectivischer  Gebilde" 
die  mathematische  Literatur  bereichert,  findet  sich  auch  der  Satz,  dass 
der  geometrische  Ort  für  den  Mittelpunkt  des  in  einer  Schmiegungs- 
ebene  enthaltenen  Kegelschnittes,  dessen  Tangenten  die  Schnittlinien 
dieser  mit  allen  übrigen  Schmiegungsebenen  der  cubischen  Raumcurve 
bilden,  selbst  ein  ebener  Kegelschnitt  sei.  (A.  a.  0.  S.  320.)  Dieser 
Kegelschnitt  ist  mit  p<2),  seine  Ebene  mit  p  bezeichnet.  Es  werde 
vorausgesetzt,  dass  die  Raumcurve  tfS)  drei  reelle  unendlich  ferne 
Punkte  Ogo,  6«,  c»  habe,  sich  also  durch  dieselbe  drei  (hyperbolische) 
Cylinder  legen  lassen,  deren  bezügliche  Axen  a,  6,  c  seien  und  auf 
welchen  die  Asymptoten  /a,  /&,  tc  verlaufen;  alsdann  ist  leicht  nachzuwei- 
sen, dass  der  Mittelpunktskegelschnitt  f*(2)  die  Cylinderaxen  und  Asym- 
ptoten trifft.  Die  Schnittpunkte  mit  den  Axen  a,  6,  c  seien  m,  n,  o, 
die  Schnittpunkte  mit  den  Asymptoten  ffl,  /&,  tt  seien  at,  Jlf  ct.  Die 
Verbindungslinien  |ajin|,  |b, n|,  |qo|  treffen  den  zugehörigen  Cylinder 
zum  zweiten  Male  in  Punkten  o0>  b0,  c0,  welche  auf  der  Raumcurve  O® 
liegen,  also  die  Schnittpunkte  dieser  mit  der  Mittelpunktsebene  p  dar- 
stellen. Diese  letzten  Geraden  jooaj,  |b06i|,  lcocil  nennt  Schröter 
Durchmesser  der  Raumcurve,  da  dieselben  die  aus  ihren  Punkten  an 
die  Raumcurve  gelegten  Secanten  halbiren.  Die  Secanten  selbst  bilden 
für  jeden  der  erwähnten  drei  Durchmesser  diejenige  Regelschaar  eines 
hyperbolischen  Paraboloids,  deren  Leitebene  zur  Asymptotenebene  des 
bezüglichen  unendlich  fernen  Punktes  parallel  läuft. 

Ausser  dem  System  dieser  drei  Durchmesser  werden  auch  die  Cylin- 
deraxen a,  6,  c  als  solche  bezeichnet,  da  sie  ebenfalls  die  Mitte  für  jede 
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sie  schneiden  de  Secante  der  C(3)  enthalten.  Zwei  paarweise  zusammen- 
gehörige Durchmesser,  wie  l^aj  und  a,  schneiden  sich  im  Punkte  m, 
bezüglich  n  und  o;  „will  man",  schließet  der  betreffende  Abschnitt  des 
angeführten  Werkes,  „einen  solchen  Punkt  einen  Mittelpunkt  der 
cubischen  Raumcnrve  nennen ,  weil  sich  in  ihm  zwei  Durchmesser  der 
Raumcnrve  treffen,  so  hat  die  cubische  Ellipse  nur  einen,  die  cubische 
Hyperbel  drei  reelle  Mittelpunkte". 

Es  erregt  Bedenken ,  einen  Punkt  als  Mittelpunkt  zu  bezeichnen, 
welcher  sich  in  dreifacher  Weise  ergiebt;  mir  ist  kein  Analogon  für  eine 
derartige  Bezeichnungsweise  bekannt.  Dieselbe  kann  aber  auch  im  vor- 
liegenden Falle  um  so  eher  entbehrt  werden,  als  sich,  wie  im  Folgenden 
gezeigt  werden  soll,  ans  den  Sc!hrÖter'schen  Entwickelun  gen 
die  Bestimmung  eines  Punktes  ergiebt,  dessen  zahlreiche 
Eigenschaften  eine  hohe  Uebereinstimmung  mit  denen, 
welche  man  vom  Mittelpunkte  einer  Figur  erwartet,  zeigen 
und  welchem  daher  in  der  That  die  Bezeichnung  als  Mittel- 
punkt der  cubischen  Baumcurve  beigelegt  werden  kann. 

Der  Durchmesser  |a0a,|  enthält  zwei  Punkte  der  Schmiegungsebene 
a0  in  a0,  nämlich  Oq  selbst  und  den  Mittelpunkt  m  de6  in  a0  enthaltenen 
Kegelschnittes  «0(2\  welchen  die  Schnittlinien  der  übrigen  Schmiegungs- 
ebenen  mit  <*0  umhüllen.  Demnach  ist  loottj  die  Schnittlinie  der  Mittel- 
punktsebene fi  mit  der  Schmiegungsebene  a0  des  p  und  £(8)  gemeinschaft- 
lichen Punktes  Oq.  Der  Durchmesser  |ooöi|  geht  also  durch  den 
Pol  xi  der  Ebene  fi;  ebenso  laufen  die  Durchmesser  |b0bx|  und 
| c0  cx |  durch  diesen  Punkt.  Da  die  unendlich  ferne  Gerade  der 
Ebene  p  als  die  Schnittlinie  zweier  (parallelen)  Schmiegungeebenen  n^ 
und  rc'co  betrachtet  werden  muss  (a.  a.  0.  §  38) ,  fällt  dieser  Punkt  u  mit 
dem  harmonischen  Pol  dieser  unendlich  fernen  Geraden  g™  in  Bezug  auf 
^(«o&oco)>  also  mit  dem  Schwerpunkte  dieses  Dreiecks  zusammen. 

In  Fig.  1  sind  die  gesammten,  in  die  Mittelpunkts  ebene  fi  fallenden 
Punkte  dargestellt,  wobei  zunächst  die  drei  sich  in  u  schneidenden 
Durchmesser  und  auf  diesen  die  Schnittpunkte  a19  bn  q  mit  den  Asym- 
ptoten der  Raumcnrve  als  gegeben  angesehen  wurden.  Da  die  Asym- 
ptotenebenen des  zu  o»  gehörigen,  durch  die  C<3)  gelegten  Cylinders  oj^ 
die  Asymptote  /*  und  tt  und  entsprechend  die  Asymptotenebenen  der 
anderen  Cylinder  b^  und  c£J  je  eine  Asymptote  enthalten,  bilden  die 
Schnittlinien  der  sämmtlichen  an  diese  drei  Cylinder  gelegten  Asymptoten- 
ebenen ein  Sechseck  mbjOCtjnc^  dessen  Gegenseiten  als  Schnittlinien 
paralleler  Ebenen  parallel  laufen  und  dessen  Hauptdiagonalen  sich  in 
einem  Punkte  treffen.  Hieraus  folgt  sofort,  dass  sich  diese  Diagonalen 
auch  halbiren,  also  mu  =  uaj,  nu  =  ubn  ou  =  uc,  ist.  Da  ferner  der 
Mittelpunktskegelschnitt  fi<2>  diesem  Sechseck  umschrieben  ist,  fällt  der 
Mittelpunkt  von  ft<2>  mit  u  zusammen. 
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Wenn  man  durch  jeden  Paukt  in  der  Schnittlinie  zweier  festen 
Schmiegungsebenen  die  dritte  Schmiegungsebene  der  Raumcurve  legt  und 
in  Bezng  auf  den  in  dieser  variablen  Schmiegnngsehene  enthaltenen ,  von 
der  Gesammtheit  der  übrigen  Schmiegnngsebenen  umhüllten  Kegelschnitt 
die  Polare  des  gewählten  Punktes  construirt,  so  bilden  diese  Polaren  die 
Regelschaar  eines  Hyperboloids,  welches  die  beiden  festen  Schmiegnngs- 
ebenen berührt.  Wird  dieser  Satz  auf  die  Gerade  g™  angewendet,  so 
treten  an  Stelle  der  festen  Schmiegung6ebenen  die  für  die  cubische 
Hyperbel  allerdings  imaginären  Parallelebenen  w«,  und  tt'«,,  und  u  fällt 
mit  dem  Mittelpunkte  dieses  Hyperboloids  zusammen. 

Punkt  u  kann  ferner  als  der  Schnittpunkt  der  drei  Durchmesser- 
ebenen in  den  drei  hyperbolischen  Cylindern  bestimmt  werden,  welche 
sich  durch  je  eine  Cylinderaxe  und  die  hierzu  parallele  Asymptote  legen 
lassen,  ist  also  der  Mittelpunkt  des  durch  die  drei  Asympto- 
ten gelegten  Hyperboloids. 

Die  drei  Asymptotenebenen  rfl,  r&,  rc,  welche  die  Leitebenen  zu 
der  Schaar  der  durch  die  Durchmesser  |xiOo|,  |ub0|,  |xic0|  halbirten  Se- 
canten  bilden,  schneiden  sich  im  unendlich  fernen  Pole  der  unendlich 
fernen  Ebene  **,,  sind  also  der  nach  diesem  Punkte  c<»  gerichteten  Ge- 
raden parallel.  Die  durch  den  Punkt  u  gelegte  Secante  g>  welche  den 
drei  Asymptoten  ebenen  parallel  läuft,  ist  also  nach  e«,  gerichtet.  Diese 
Secante  g,  welche  also  die  Pole  der  Ebenen  ft  und  e«  verbindet,  ist  im 
Nullsystem  der  C(3)  zur  Schnittlinie  g™  dieser  Ebenen  conjugirt  und  ent- 
hält daher  die  Berührungspunkte  der  parallelen  Schmiegungsebenen  a« 
und  rc'«,.  Da  die  Asymptotenebenen  der  drei  Cylinder  a£?,  &2\  c^  die 
Richtungen  la^b«,^  la^c»!,  jb^c«!  bestimmen,  folgt  nach  einer  bekannten 
Eigenschaft  der  Secante,  dass  c«  in  der  harmonischen  Polaren  der  Ebene 
fi  in  Bezug  auf  drei  nicht  parallele  Asymptoten  ebenen  dieser  Cylinder 
liegt.  Wird  p  parallel  zu  sich  selbst  unendlich  weit  verschoben,  so  bil- 
den die  Punkte  o«,,  fc»,  c»  in  der  so  erhaltenen  Ebene  *„  ein  Dreieck, 
welchem  die  Schnittlinien  der  Durchmesser  ebenen  [ata],  [6fj],  [cte]  mit 
f«,  umschrieben  sind.  Letztere  Schnittlinien  sind,  wie  aus  Fig.  1  folgt, 
den  Gegenseiten  des  eingeschriebenen  Dreiecks  parallel,  weshalb  auch 
der  Schwerpunkt  des  aus  den  Schnittlinien  der  Durchmesserebenen  gebil- 
deten Dreiecks  in  c»  fällt. 

Die  durch  den  Pol  u  der  Mittelpunktsebene  fi  gelegte 
Secante  g  ist  die  harmonische  Polare  dieser  Ebene  fi  sowohl 
in  Bezug  auf  das  Dreikant  der  aus  u  nach  den  unendlich  fer- 
nen Secanten  derRaumcurve  gelegten  Ebenen,  wie  in  Bezug 
auf  das  Dreikant  der  Durchmesserebenen  [«ffl]>  [6/*],  [cfc]. 

Die  Secante  g  kann  im  Allgemeinen  in  keine  Durchmesserebene 
fallen;  auf  besondere  Ausnahmefälle  kommen  wir  später  zurück.  Diese 
Durchmesserebenen   können  auch  nicht  alle  drei  einer  Richtung  parallel 
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laufen ,  sich  also  nicht  in  einem  einzigen  Strahle  schneiden ,  da  ihre  Pole 
das  Dreieck  a0b0z^  bilden,  in  dessen  Ecken  sich  je  zwei  selbstconjugirte 
Strahlen  der  Ebenen  schneiden. 

Aus  vorstehender  Entwickelang  folgt,  dass  die  Secante  g  in  Beatig 
auf  das  durch  die  Asymptoten  la »  '*  i  k  gelegte  Hyperboloid  zur  Geraden 
g™  conjugirt  ist.  Die  Geraden  ata,  6/j,  c(t  bilden  ein  auf  diesem  Hyper- 
boloid verlaufendes  windschiefes  Sechsseit,  welches  den  halben  Umlauf 
eines  Parallelopipedons  darstellt.  Man  findet  elementar  sehr  leicht,  dass 
die  Schnittpunkte  derjenigen  Ebene,  welche  alle  Seiten  dieses  Sechsseits 
halbirt,  das  einzige  ebene  Sechsseit  liefern,  dessen  Hauptdiagonalen  den 
Gegenseiten  parallel  laufen.     Die  Ebene  dieses  Sechsecks  ist  also   fc. 

Die  Mittelpunktsebene  p  halbirt  die  Seiten  des  abwech- 
selnd aus  den  Axen  a,  6,  c  der  durch  die  Ranmcnrve  (cubische 
Hyperbel)  möglichen  Cylinderflächen  und  den  Asymptoten 
*a>  hi  ^gebildeten  windschiefen  Sechsseits. 

Die  durch  collineare  Umbildung  erhaltene  Verallgemeinerung  dieses 
Satzes  lautet: 

Die  Tangenten  /a,  /*,  ic  dreier  beliebigen  Punkte  a,  b,  C 
der  Raumcnrve  dritter  Ordnung  und  die  Polaren  a,  6,  c  der 
Ebene  [abc]  in  Bezug  auf  die  durch  die  Curve  gelegten  Kegel- 
flächen  aw,  b^,  C(2)  bilden  ein  windschiefes  Sechsseit  a^6/ac/*, 
welches  auf  dem  durch  die  Tangenten  gelegten  Hyperboloid 
verläuft.  Wird  zu  den  beiden  sich  in  der  Ebene  [abc]  schnei- 
denden (reellen  oder  imaginären)  Schmiegungsebenen  it  und 
n  die  zur  erstgenannten  Ebene  [abc]  conjugirte  vierte  har- 
monische Ebene  p'  gelegt,  so  wird  diese  von  den  Seiten  des 
windschiefen  Sechsseits  in  den  Eckpunkten  eines  ebenen 
Sechsecks  geschnitten,  dessen  Gegenseiten  sich  in  der 
Schnittlinie  qx  =  \nri\  der  vier  harmonischen  Ebenen,  und 
dessen  Hanptdiagonalen  sich  im  Pol  u  seiner  Ebene  in  Be- 
zug auf  das  Nullsystem  der  C(8>  treffen.  Der  diesem  Sechseck 
umschriebene  Regelschnitt  ist  der  Ort  aller  Pole,  welche 
der  Schnittlinie  der  Ebene  [abc]  mit  einer  Schmiegungs- 
ebene  in  Bezug  auf  den  in  dieser  Schmiegungsebene  enthal- 
tenen Kegelschnitt  entsprechen. 

Das  durch  die  Tangenten  ffl,  /&,  tc  gelegte  Hyperboloid  kann  übri- 
gens mit  dem  Hyperboloid  der  Polaren,  welche  den  Punkten  von  gx  in 
Bezug  auf  die  Kegelschnitte  der  durch  diese  Punkte  gehenden  dritten 
Schmiegungsebenen  entsprechen,  nicht  zusammenfallen.  Denn  da  das 
letztere  Hyperboloid  die  Schmiegungsebenen  n  und  n  in  den  Curven- 
punkten  berührt,  würde  bei  einer  Coincidenz  beider  Flächen  dasselbe 
acht  Punkte  der  C<3>,  also  diese  selbst,  enthalten.  Letzteres  ist  unmög- 
lich,  da  ein  durch  die  Ranmcnrve  gelegtes  Hyperboloid  nur  durch  zwei 
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ihrer  Tangenten  geben  kann.  Da  die  Ebene  p'  für  beide  Hyperboloide 
denselben  Pol  besitzt,  berühren  sich  diese  Hyperboloide  längs  des  ihnen 
gemeinschaftlichen,  in  der  Ebene  p'  liegenden  Kegelschnittes. 

Wir  legen  zwei  zur  Mittelpunktsebene  p  parallele  Ebenen  in  glei- 
chem, "aber  entgegengesetzt  gerichtetem  Abstände  von  p.  Da  diese  Pa- 
rallelebenen dnrch  die  unendlich  fernen  Lirfien  g™  von  p  gehen  und 
letztere  —  stets  eine  cnbische  Hyperbel  vorausgesetzt  —  eine  uneigent- 
liche Schnittlinie  zweier  Schmiegungsebenen  ist,  so  schneidet  jede  Paral- 
lelebene die  C®  wieder  in  drei  reellen  Punkten ,  und  zwar  wird  die  Ver- 
bindungslinie irgend  eines  Schnittpunktes  der  einen  Ebene  mit  einem 
beliebigen  der  drei  Schnittpunkte  der  andern  parallelen  Ebene  durch 
einen  bestimmten  Durchmesser  der  Ebene  p  halbirt,  läuft  also  auch  der 
entsprechenden  Asymptotenebene  der  Curve  parallel.  Projicirt  man  die 
beiden  Schnittdreiecke  aus  c«,  auf  p,  so  erkennt  man,  dass  die  Projec- 
tionen  dieser  Dreiecke  (also  auch  die  zu  p  parallelen  Dreiecke  selbst) 
affin -gleich  sind  und  die  Affinitätsaxe  in  einem  beliebigen  Durchmesser 
angenommen  werden  kann;  die  zugehörigen  Affinitätsstrahlen  laufen  als- 
dann derjenigen  Seite  des  Dreiecks  O^Co  parallel,  welche  von  dem  zur 
Affinitätsaxe  gewählten  Durchmesser  halbirt  wird.  Da  die  Secante  g 
oder  |uCoo|  zu  9™  conjugirt  ist,  enthält  g  die  Pole  der  Parallelebenen, 
also  die  Schwerpunkte  der  Schnittdreiecke.  In  elementarer  Weise  lässt 
sich  ferner  nachweisen,  dass  auch  die  Schwerpunkte  derjenigen  Dreiecke, 
deren  Ecken  die  Durchbohrungspunkte  der  drei  Asymptoten  fü,  fy,  tt  mit 
einer  zu  p  parallel  gelegten  Ebene  sind,  in  eine  Gerade  fallen.  Die 
Schwerlinie  dieser,  mit  den  Ecken  in  die  Asymptoten  fallenden  Dreiecke 
fällt  für  die  unendlich  ferne  Ebene  f„  und,  wie  Fig.  1  lehrt,  für  die 
Mittelpunktsebene  p  und  daher  überhaupt  mit  der  Schwerlinie  der  erst- 
genannten Schnittdreiecke  zusammen. 

Zwei  von  der  Mittel punktsebenep  gleichweit  abstehende, 
zu  dieser  parallele  Ebenen  schneiden  die  cubische  Hyper- 
bel in  Punkten,  welche  einander  gleiche  Dreiecke  bilden.  Der 
Mittelpunkt  (Schwerpunkt)  eines  solchen  Dreiecks  fällt  mit 
dem  Schwerpunkte  des  durch  die  Dnrchbohrungspunkte  der 
Asymptoten  mit  seiner  Ebene  bestimmten  Dreiecks  und  mit 
dem  Pol  seinerEbene  zusammen.  DieGerade  g  bildet  daher 
die  Schwerlinie  aller  dieser  parallelen  Dreiecke. 

Denkt  man  sich  diese,  mit  ihren  Ecken  auf  der  Baumcurve  liegen- 
den parallelen  Dreiecke  mit  homogener  Masse  ausgefüllt,  so  entsteht  ein 
Körper,  für  den  der  Schwerpunkt  eines  jeden  Theiles,  welcher  durch 
zwei  zu  p  parallele  und  hiervon  gleichweit  entfernte  Ebenen  begrenzt 
wird,  in  u  fällt.  Hierauf  und  auf  die  früher  entwickelten  Sätze  gestützt, 
scheint  es  gerechtfertigt,  den  Pol  u  der  Mittelpunktsebene  p  als  Mittel- 
punkt der  cubischen  Baumcurve  zu  bezeichnen.     Mit  gleichem  Rechte 
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würde  die  Mittelpunktsebene  p  die  Mittelebene,  die  durch  den  Mittel- 
punkt u  gelegte  Secante  g  die  Mittellinie  der  Curve  genannt  werden 
dürfen. 

Aus  Fig.  1  folgen  weitere  Eigenschaften  der  Raumcurve.  Der  die- 
selbe enthaltende  hyperbolische  Cylinder  a£*  wird  von  der  Ebetie  p  in 
einer  durch  a,b0c0  laufenden  Hyperbel  geschnitten,  deren  Asymptoten 
mbl  und  mct  sind;  die  Tangente  dieser  Hyperbel  in  a,,  also  die  Spur 
der  Asymptoten  ebene  *a,  ist  daher  mit  b0Co  parallel.     Hieraus  folgt: 

Die  zur  Mittellinie  g  parallelen  Schnittlinien  der  drei 
Asymptotenebenen  der  Baumcurve  schneiden  die  Durch- 
messer der  Mittelebene,  auf  welchen  sie  die  Strecken  |dom|, 
l&o*1!»  \W\  halbiren. 

Die  Schmiegungsebenen  der  Raumcurve  schneiden  die  Asymptoten 
'dl  'fii  fc  in  drei  projecti vischen  Punktreihen.  In  jeder  Asymptote  finden 
sich  hiernach  zwei,  den  unendlich  fernen  Punkten  der  beiden  anderen 
Asymptoten  entsprechende  Gegenpunkte,  welche  z.  B.  auf  ta  durch  den 
Schnitt  dieser  Geraden  mit  t$  und  rc  bestimmt  sind.  Berücksichtigt  man, 
dass  sich  die  drei  Asymptotenebenen  ra,  r&,  tc  in  parallelen  Geraden 
schneiden ,  so  folgt  aus  der  Figur,  dass  at  die  Mitte  der  auf  /a  gebildeten 
Gegenpunkte  ist 

Die  Mittelebene  p  geht  durch  die  Mitte  der  Gegenpunkte, 
welche  auf  jeder  Asymptote  durch  die  beiden,  dieser  nicht 
zugehörigen  Asymptoten  ebenen  ausgeschnitten  werden. 

Wählt  man  drei  durch  einen  Durchmesser,  etwa  |uOo|>  halbirte  Se- 
canten  der  Raumcurve,  so  lassen  sich  durch  die  2.3  Endpunkte  der- 
selben zwei  Ebenen  legen,  welche  keinen  dieser  Endpunkte  gemein- 
schaftlich haben.  Diese  Ebenen  schneiden  sich  in  einer  den  Durchmesser 
| u OqI  treffenden,  zu  tö  parallelen  Geraden.  Bücken  die  gewählten  drei 
Secanten  unendlich  nahe,  so  gehen  die  Ebenen  in  die  Schmiegungsebenen 
der  Endpunkte  einer  durch  |uOo|  halbirten  Secante  über. 

Die  Schmiegungsebenen  der  Raumcurve  in  den  Endpunk- 
ten einer  zu  einer  Asymptotenebene  parallelen,  also  durch 
den  zugehörigen  Durchmesser  halbirten  Geraden  schneiden 
sich  in  einer  zu  dieser  Asymptotenebene  ebenfalls  paral- 
lelen Linie,  welche  den  erwähnten  Durchmesser  trifft. 

Der  letzte  Satz  ist  insofern  für  die  betrachtete  Curve  nicht  charak- 
teristisch, als  derselbe  für  jede  Raumcurve  gilt,  welche  einen  Durch- 
messer in  dem  hier  gebrauchten  Sinne  besitzt.  Eine  Folge  des  Satzes 
ist,  dass  die  Schmiegungsebenen  in  den  Endpunkten  der  aus  u  an  die 
C(3>  gelegten  Secante  parallel  laufen. 

Aus  Fig.  1  folgt  endlich  noch,  da  die  Sehne  |no|  dem  Durchmesser 
ImaJ  für  den  Mittelpunktskegelschnitt  ft(?)  conjugirt  ist,  dass  dieser 
Kegelschnitt  die  Asymptotenebenen  der  Raumcurve  berührt ,  ein  aus  den 
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von  Schröter  angegebenen  Eigenschaften  dieses  Kegelschnittes  leicht 
herleitbares  Resultat.  — 

Die  sämmtlichen  Sätze  gelten  selbstverständlich  auch  für  die  cnbische 
Ellipse;  nur  werden  zwei  Asymptoten  dieser  Curve  und  die  diese  ent- 
haltenden Cylinder  imaginär,  dagegen  die  parallelen  Schmiegungsebenen 
jtqo  und  jt'oc  reell.  Jede  derselben  schneidet  das  den  Punkten  von  g™ 
entsprechende  Hyperboloid  der  in  Bezug  auf  die  Kegelschnitte  der 
Schmiegungsebenen  genommenen  Polaren  in  einem  Linienpaare,  welches 
die  Berührungspunkte  von*  rc^,  bezüglich  n&>  mit  denjenigen  Punkten 
verbindet,  in  welchen  g™  die  in  den  parallelen  Schmiegungsebenen  ge- 
legenen Kegelschnitte  berührt.  Die  Geraden  des  Linienpaares  laufen 
daher  den  Tangenten  in  den  Endpunkten  von  g  parallel  und  das  Hyper- 
boloid wird  von  ft  in  einer  Hyperbel  geschnitten,  deren  Asymptoten  die 
gleiche  Richtung  haben. 

Der  Mittelpunktskegelschnitt  der  cubischen  Ellipse  ist 
eine  Hyperbel,  deren  Asymptoten  den  Tangenten  der  Raum- 
curve  in  den  Endpunkten  der  Mittellinie  parallel  sind. 

Ist  |a0aj  der  in  diesem  Falle  einzige  reelle  Durchmesser,  so  ergeben 
sich  der  Mittelpunkt  u  und  ein  weiterer  Punkt  vx  dieser  Hyperbel  p<2), 
indem  |Oodi|  nach  dem  Verhältnisse  3:1,  bezüglich  1:1  getheilt  wird. 
Wenn  auch  mit  b«,  und  c^  die  Schnittpunkte  b0  und  Co  imaginär  werden, 
bleiben  doch  die  Secanten  Ib^Ct»!  und  |b0C0|  reell;  erstere  ist  die  unend- 
lich ferne  Gerade  der  dritten  reellen  Asymptotenebene,  welche  mit  der 
zum  Durchmesser  (c^aj  parallelen  Leitebene  des  einzigen  durch  C<3>  zu 
legenden  hyperbolischen  Paraboloids  zusammenfällt,  letztere  eine  Parallele 
zur  Spar  der  Asymptotenebene  xa  mit  /u,  welche  uax  im  Yerhältniss  3:1 
verlängert.  In  gleicher  Weise  lässt  sich  in  jeder  parallel  zu  p  gelegten 
Ebene  mit  Hilfe  des  einen  reellen  Schnittpunktes  mit  £<*)  die  Mitte  der 
in  dieser  Ebene  verlaufenden,  die  beiden  imaginären  Schnittpunkte  ver- 
bindenden Secante  und  hiermit  diese  selbst  construiren.  Der  Satz,  dass 
g  Schwerlinie  der  aus  den  Schnittpunkten  dieser  parallelen  Ebenen  mit 
der  Curve  gebildeten  Dreiecke  werde,  wird  natürlich  illusorisch.  Der- 
selbe lässt  sich  dahin  umformen,  dass  man  die  imaginären  Schnittpunkte 
der  in  den  Parallelebenen  liegenden  Secanten  durch  die  reellen  Potenz- 
punkte der  auf  diesen  Secanten  durch  die  Curve  inducirten  Involution 
ersetzt.  Die  stetige  Folge  der  aus  dem  reellen  Schnittpunkte  und  diesen 
beiden  Potenzpunkten  gebildeten  Dreiecke  stellt  einen  Körper  dar,  für 
welchen  wieder  der  Schwerpunkt  eines  jeden  Theiles,  der  durch  zwei 
von  fi  gleichweit  abstehende  Parallel  ebenen  begrenzt  wird,  nach  u  fällt 
und  die  »wei  in  den  begrenzenden  Ebenen  gelegenen  Dreiecke  gleichen 
Inhalt  haben. 

Für  den  angedeuteten  Ausnahmefall,  in  welchem  die  Mittellinie  g  in 
einer  der  Durchmesserebenen  liegt,  mu68  dieselbe  mit  der  in  dieser  Ebene 
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verlaufenden  Asymptote,  u  demnach  als  Mitte  der  Schnittpunkte  der 
durch  diesen  Punkt  gelegten  Secante  mit  einem  unendlich  fernen  Punkte 
zusammenfallen.  Daher  muss  g™  als  Schnittlinie  zweier  Schmiegungs- 
ebenen  mit  der  Tangente  dieses  Punktes  coincidiren ,  die  Raumcurve  also 
eine  unendlich  ferne  Tangente  haben,  deren  Schmiegungsebene  sich  als 
Mittelebene  p  darstellt.  Bei  der  cubischen  parabolischen  Hyper- 
bel, wo  b«,  mit  Co»  zusammenfällt  und  die  Tangente  dieses  Punktes  un- 
endlich weit  rückt,  wird  also  die  Schmiegungsebene  r*  dieses  Punktes  zur 
Mittelebene.  Die  Gerade,  welche  den  Schnittpunkt  at  dieser  Ebene  und 
der  endlichen  Asymptote  ta  mit  dem  unendlich  fernen  Mittelpunkte  b« 
verbindet,  ist  ein  im  Endlichen  gelegener  Durchmesser  der  Curve;  diese 
Gerade  fällt  mit  der  Axe  des  durch  die  cubische  parabolische  Hyperbel 
möglichen  hyperbolischen  Cylinders  zusammen.  Die  beiden  anderen 
Durchmesser  |ubx|  und  (ucj  decken  sich  mit  der  unendlich  fernen  Tan- 
gente des  doppelt  zu  zählenden  unendlich  fernen  Punktes  $«• 

Bei  der  cubischen  Parabel,  wo  die  Punkte  Oqi  60  un<*  °o  *m 
Berührungspunkte  der  unendlich  fernen  Ebene  zusammenfallen,  liegt  u 
in  diesem  Berührungspunkte,  welcher  durch  die  Erzeugende  des  die 
Curve  enthaltenden  parabolischen  Cylinders  bestimmt  wird.  Die  Mittel- 
ebene fi  reducirt  sich  auf  die  unendlich  ferne  Tangente  /„,  da  die 
sämmtlichen  in  den  Schmiegungsebenen  enthaltenen  Kegelschnitte  die 
unendlich  ferne  Ebene  *«,  in  einem  Punhte  dieser  Geraden  f«  berühren. 
Die  Durchmesser  der  Curve  lassen  sich  als  Schnitt  der  zu  /„  gehörigen 
Durchmesserebene  mit  der  Schmiegungsebene  des  in  letzterer  enthaltenen 
Curvenpunktes  bestimmen;  da  jede  Erzeugende  des  parabolischen  Cylin- 
ders in  einer  solchen  Durchmesserebene  liegt,  folgt,  dass  jede  Schnitt- 
linie zwischen  der  Durchmesserebene  und  Schmiegungsebene  eines  Punktes 
der  cubischen  Parabel  als  Durchmesser  derselben  betrachtet  werden  muss. 


XIV. 
Orundzüge  der  mathematischen  Chemie. 

Von 

Prof.  Dr.  W.  C.  Wittwer 

In  Regensburg. 


m. 

(Soblun.) 

4.  Natrium« 

Atomgewicht  Na  =  23. 

Beträgt  die  Quantität  der  trägen  Substanz  einer  Massenkugel  23  mal 
soviel,  als  diejenige  einer  Wasserstoff kugel ,  so  erbalten  wir  das,  was  die 
Chemiker  Natriumatom  nennen  und  mit  Na  bezeichnen. 

Befindet  sich  ein  solches  Natriumatom  in  einem  äthererfttllten  Räume, 
so  werden  sich  vermöge  der  gegenseitigen  Anziehung  von  Massen-  und 
Aethertheilchen,  sowie  unter  Mithilfe  des  äussern  Aetherdruckes  drei 
Aethertheilchen  unmittelbar  mit  dem  Massen theilchen  verbinden  und 
sich  darauf  so  stellen,  dass  ihre  Mittelpunkte  die  Ecke  eines  gleich- 
seitigen Dreiecks  darstellen,  dessen  Mittelpunkt  mit  demjenigen  der 
Massenkugel  zusammenfällt  und  durch  welchen  die  auf  der  Ebene 
normale  Axe  des  Atomes  geht.  Hat  sich  so  das  Natriumatom  con- 
stituirt,  so  wird  es  auf  die  Gruppirung  der  benachbarten  Aethertheilchen 
anders  wirken ,  als  ein  Aethertheilchen  an  seiner  Stelle  thun  würde.  Am 
nächsten  kommen  ihm  jedenfalls  zwei  Aethertheilchen,  die  sich  in  der 
Verlängerung  der  Atomaze  befinden  und  deren  Entfernung  R  von  dem 
Atommittelpunkte  durch  nachstehende  Formel  bestimmt  wird: 

l}  18,6   Ä»     (Ä*+r»)V.     4Ä8^ 

Der  Werth  von  R  ist  1,1718. 

Ersetzt  man  nun  das  eine  Aethertheilchen  durch  ein  zweites  Natrium- 
atom, dessen  Axe  in  der  Verlängerung  der  Axe  des  ersten  liegt,  während 
das  Aetherdreieck  um  60  Grade  gegen  das  des  ersten  Atoms  gedreht  ist, 
so  findet  man: 
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2tt   fi/23        \        R  23  1 3ft 

'      \18,6       J (R*+r*Y'*'r  18fi  (Ä+V     (Ä»+4r*)'A" 


23»     J^ 
18,68Ä* 


und 


3(ft+*>)        .  f,      23\ 
((Ä+ÄJ)8  +  rSJ//."r  V        18,6/ 


23/1  1       \  3^ 3(7?+/?,) 

18,6  \/?x*  +  (Ä+/?,)*/     (V+^)%      ((Ä  +  V  +  r*)% 


4-^  =  0. 


B(NaNa)  ist  =1,1093,  während  i?1==  1,2568  wird.  Kommt  also 
ein  zweites  Natriumatom  in  die  Nähe  des  ersten,  so  wird  es,  wenn  es 
sich  in  der  richtigen  Stellang  befindet  —  und  in  diese  begiebt  es  sich 
selbst,  sobald  es  in  den  Wirkungskreis  des  ersten  kommt  — ,  weniger  ab- 
gestossen,  als  das  demselben  zunächstliegende  Aethertheilchen,  es  drängt 
also  dieses  weg  und  setzt  sich  an  seine  Stelle.  Sobald  dieses  geschehen, 
rückt  das  auf  der  abgewendeten  Seite  befindliche  zweite  Aethertheilchen 
in  eine  grössere  Entfernung,  geht  von  1,1718  nach  1,2568.  Es  kann 
nun  auch  das  zweite  Aethertheilchen  durch  ein  Atom  ersetzt  werden, 
welches  gegen  das  mittlere  ebenfalls  um  60  Grade  gedreht  und  also  mit 
dem  ersten  äussern  gleich  gerichtet  ist.     Dieses  führt  zu  der  Gleichung: 

29)  G(23       i)        R         |    23  i2R  (  23>jliV 

3Ä  12Ä 


■(-&-* 


Es  bestimmt  sich  B  zu  1,1643,  und  da  das  Aethertheilchen,  welches 
weggedrängt  werden  soll,  den  Abstand  1,2568  hat,  so  ist  diese  Ver- 
drängung sehr  gut  möglich. 

Seitwärts  von  der  die  drei  Atome  verbindenden  Geraden  befinden 
sich  zunächst  Aethertheilchen,  und  es  wäre  nun  die  Aufgabe,  da  auch 
wieder  eines  nach  dem  andern  durch  ein  Natriumatom  zu  ersetzen  und 
so,  wie  bei  dem  Kalium,  nach  und  nach  einen  Kryst all  aufzubauen.  Es 
ist  jedoch  die  Zahl  der  zu  berücksichtigenden  Theilchen  hier  eine  viel 
grössere,  und  dazu  kommt  noch,  dass,  da  der  entstehende  Krystall  nicht 
wie  das  Kalium  dem  tesperalen,  sondern  dem  hexagonalen  System  an- 
gehört, die  Verschiedenheit  der  krystallographischen  Axen  zu  berücksich- 
tigen ist.  Dadurch  wird  die  Zahl  der  Unbekannten  um  1  grösser,  wäh- 
rend die  Gleichgewichtsbedingungen  durch  viel  weitläufigere  Formeln 
ausgedrückt  werden.  Aus  diesen  Gründen  habe  ich  mich  wenigstens  a*uf 
so  lange  von  der  Bestimmung  dispensirt,  bis  die  genauere  Feststellung  der 
Constanten  ein  anderes  Resultat,  als  ein  blos  provisorisches  als  Frucht 
der  Arbeit  erwarten  lässt. 

Natrium  und  Sauerstoff* 
Wie  bei   dem  Kalium,   giebt  es  auch  hier  Verschiedenheiten  rück- 
sichtlich  der  Zahl   der  sich  verbindenden  Atome  sowohl ,   als  auch  ihrer 
Reihenfolge. 
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Verbindung  von  zwei  Atomen  Natrium  mit  einem  Atom 
Sauerstoff,  Na%0  oder  Natron.  Hier  kann  die  Reihenfolge  der 
Atome  sein  NaONa,  sie  kann  aber  auch  sein  NaNaO. 

Im  ersten  der  vorstehenden  Fälle  steht  die  Axe  des  Sauerstoffes 
normal  auf  der  Verbindungslinie  der  drei  Atome,  während  die  Axen  der 
Natriumatome  in  diese  Verbindungslinie  hineinfallen.  Die  Axe  des  Sauer- 
stoffes ist  gegen  die  Verbindungslinie  eines  jeden  Natriummassentheil- 
chens  und  eines  seiner  Aethertheilchen  um  90  Grade  gedreht,  die  zwei 
Natriumatome  sind  gegen  einander  um  60  Grade  gedreht.  Es  ergiebt 
sich  so  die  Gleichung: 

/3. 16  +  2. 23        \        R  /23         \        2/? 

*V)       \        18,6  V(R>+r*y*  +  °Vl8,6      V(4Ä*  +  r*)% 

23_  /16  +  5,75\   1 2Ä 2R 

18,6V     18,6     /fl*      (/?*+4r*«n150VA     (&+*>*)'" 


2R 


•(-£)-* 


(iP  +  4r*sin750»)*A 
Der  Werth  von  R  ist  1,0328. 

Nimmt   man   die  Reihenfolge   NaNaO,    so  bleibt  die  Drebnng  der 
Atome  uiigeändert,  nnd  es  folgen  die  Gleichungen: 

,n  fi/23,     A        ß        ,  /2.23  +  3.16\        (R+R,) 
;     V18.6       /W  +  W^K        18,6        /  ((«  +  V  +  r*)% 
23»    1  3A  16.23         1 


18,6»  Ä*     (Ä*+4r»)%      18,6*  (Ä  +  Ä,)* 

2(fl+fl,)  2(ft+/?,) 


0«X»/_  SIW>        I       Kl!      I        Ä    _*        ..HC« 


((Ä+  Äj»  +  4  r»  «n  1 5°  *)*A      ((«i  +  *)8  +  4  r*  «in  75 
2(fi+fl1) 


«V/i 


und 


((Ä+V  +  2'"VÄ+V      18,6/  B~° 

/3.16  +  2.23X/       R,  (*,  +  *,)       \ 

V        18,6       A(Ä1*+r")%     C(Ä  +  Äi)*  +  r,)%' 

16.23/1  1      \ 2_Rj 2fl, 

18,6*  U1»  +  (Ä  +  Ä1W     (Ä1»+4r*S.»15°»)V.     W  +  är»)* 
2Ä, 2(i?+/?,) 

(Äi*  +  4  r»  sin  75°  *)'/•      ((Ä  +  Ä,)»  +  4  r»  «in  1 5°  ')"'' 
_         2(7?+/?,) 2(Ä+fi,) 

((Ä  +  Ä1)»+2r»j%      ((/?+«/+ 4r»tt/i75u*)V' 

R(NaNa)  ist  =  1,1183,  während  Rx(NaO)=*  1,1705  ist.  Diese  Werthe 
sind  viel  grösser,  als  derjenige  von  R  in  30) ,  und  wenn  auch  die  durch 
31)  angegebene  Stellung  einmal  zum  Vorschein  kommen  sollte,  so  müsste 
sie  sich   bei  der  nächsten  Schwingung  in   diejenige  von  30)  umändern. 
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Verbindung  von  einem  Atom  Natrium  mit  einem  Atom 
Sauerstoff.  NaO,  erstes  Natriumhyperoxyd.  Hat  man  nur  je 
ein  Atom  Natrium  und  Sauerstoff,  und  bildet  man  aus  ihnen  mit  Zu* 
Ziehung  eines  Aethertheilchens  eine  Reihe,  so  sind  die  zwei  Fälle  NaOA 
und  ONa  A  zu  betrachten.  Die  Sauerstoffaxe  steht  wieder  normal  auf 
der  Verbindungslinie,  während  die  Natriumaxe  in  dieselbe  hineinfallt. 
Die  gegenseitige  Drehung  von  Sauerstoff  und  Natrium  ist  die  nämliche, 
wie  in  den  beiden  vorhergehenden  Fällen. 

Nimmt  man  die  Reihenfolge  NnOA,  so  ergiebt  sich: 

'2.23  +  3. 16\         R  23^  1        _  16.23  J_ 

18,6        )  (B*  +  r*)%!*+  iZfi'^R  +  RJ*      18,6»  '/?» 
2R  2Ä  2ä 


32)     (1 


{ff+4i*sinlb°*f<*      (Ä*  +  2r*)'/'      (jp  +  4  r*  sin  75°  2)'A 

3(B  +  fr)  /         23U-0 

P  +  V  +  ^      V      18,6/ 
und  % 

J6_.JL        23_ 1  2flt  3(fl+fl.)  _ 

18,6  A^IS.Ö  (Ä+Ä,)»     (V+'*)%     C(ß  +  Ä1)»  +  ^)%       1_ 
Die  Entfernung  R(NaO)  ist  0,9655,   die  Entfernung  Rx{OA)  ist  1,0880. 
Benutzt  man  die  Eeibenfolge  ONaA,  so  entstehen  die  Gleichungen: 

/3.16  +  2.23X        R  16  1  16.23  J_ 

'      \        18,6        /(Ä»+r»)V.+  18,6"(Ä  +  Ä1)»      18,6*    W 
2Ä  2ä  2ä 


(Ä8  +  4r*«nl5°»)V'      (*■  +  >»*)*      (Ä*  +  4  r*  «n  75°  *)V« 
___2JÄ  +  Ä1)_      /         16  \ 

öfi+Ä/T^+r   i83JÄ-° 

und 

**_    I4.JL6-  1  3*t  >(B+Jk)         ■  »  _ft 

18,6 'Ry  18,6 "(B+i21)2     (V+'1)*      ((B+^  +  r^A  +Ai  -u- 
Es  ist  Ä(07Va)  =  1,1192  und  Ä^/Va/T)  -  1,1116,  also  beide  grösser  als  im 
vorigen  Falle. 

Wir  begegnen  so  dem  nämlichen  Verhältnisse  wie  bei  dem  Kalium, 
und  aus  dem  nämlichen  Grunde  wie  dort  ist  auch  hier  anzunehmen,  dass 
sich  ein  Natriumhyperoxyd  bildet,  welches  die  Zusammensetzung  2 (NaO) 
oder  Na  00  Na  hat.  Dieses  Natriumhyperoxyd  entsteht  bei  dem  Verbren- 
nen des  Natriums  in  einem  Strome  von  Luft  oder  Sauerstoff,  und  der 
hierbei  stattfindende  Vorgang  ist  wieder  ganz  einfach  der,  dass  an  ein 
Molecul  Sauerstoff  beiderseits  je  ein  Atom  Natrium  sich  anhängt. 

Verbindung  von  einem  Atom  Natrium  mit  zwei  Atomen 
Sauerstoff.  NaO%  oder  zweites  Natriumhyperoxyd.  Man  kann 
die  Frage  aufstellen,  wie  es  sich  mit  der  Stellung  der  Atome  verhalte, 
und  als  Antwort  ergiebt  sich  sehr  leicht,  dass  dabei  die  Reihenfolgen 
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Na  00  oder  ONaO  zu  berücksichtigen  seien.  Im  ersten  Falle  ist  die 
Drehung  der  Axe  des  mittlem  Sauerstoffe  gegen  das  Natrium  die  näm- 
liche, wie  bisher,  der  äussere  Sauerstoff  hat  gegen  den  in  der  Mitte 
befindlichen  seine  Axe  gekreuzt.  Im  letzteren  Falle  sind  die  beiden 
Sauerstoffaxen  gegen  einander  um  60  Grade  gedreht  und  auch  je  um 
90  Grade  gegen  eine  der  Geraden,  die  den  Mittelpunkt  des  Natrium- 
massentheilcbens  mit  einem  der  Aethertheilchen  verbindet. 
Bei  der  Reihenfolge  Na 0.0  ergiebt  sich: 
/3.16  +  2.23X        R  //3.16  +  2.23\     n\  H+Rl 

a)\        18,6        J  (R>+r*)'/'T\\         18,6         /        /  ((Ä+Ä,)»  +  r»)V. 

23.16    1       /23.16       \        1 2fl 

18,6»"',«»     V  18,6*  "*■  )(B+Bt)»      (Rt  +  Wsinlb0*)'!* 

2R 2Ä 2(^+JB,) 

(Ä»  +  2r»)V.     (Ä*  +  4r»««75,,»),A     ((*+*,}»+ 3  r»)V, 

(*+*,)  (        23  N 

■((Ä+V  +  4r)V.  +  l3-l876Jfi-° 
4.16         fi,  //3.16  +  2.23N       \        (ft+fl,) 

18,6  (V+'-V'W         18,6         /        J({R+Rt)*  +  r*y/' 

16^     1 j4Ä, /23.16       \        1 2  (/?,  +  /?,) 

18,6»*V     (ßI»  +  2r*)V.     \18,6»+/(Ä  +  V     ((Ä+Ä^+Sr*)"/. 

-((Ä+Äi)»  +  4r»y/,+  Vz     18,6/    l      "' 
R(NaO)  hat  die  Grösse  0,9801,  Rt(00)  ist  =0,9869. 

Bei  Benutzung  der  Reihenfolge  ONaO  entsteht  die  Gleichung: 


und 


35) 


(3.16  +  2.23)  R  /2 .16       \  R 

18,6  (Ä»  +  r»)'/.+  4Vl8,6      V(4Ä*  +  r»)V. 

2Ä  2Ä  2ft  4A 


(Ä»  +  4r»SI«15°T'      («*+2'T*     (Ä»+4^»«•»750»^     (4Ä»+3r»)V. 

-ip-»(23  +  4)^  +  (2-i^)B=0- 
R  hat  den  Werth   1,1238. 

Die  Vergleichung  der  Resultate  von  34)  und  35)  zeigt,  dass  die 
Reihenfolge  Na 00  die  naturgemässere  ist,  and  sie  soll  es  daher  sein, 
welche  der  nachfolgenden  Betrachtung  zu  Grunde  liegt. 

Die  Verbindung  NaOO  entsteht  am  einfachsten  in  der  Weise,  dass 
ein  Natriumatom  sich  an  ein  Sauerstoffmolecul  anschliesst.  Dieses  ist 
möglich,  denn  nach  29)  nähern  sich  die  Natriumatome  einander  nicht 
üher  1,1643,  und  hat  also  eines  derselben  die  Wahl  zwischen  einem 
Sauerstoffmolecui  und  einem  andern  Natriumatom,  so  ergiebt  sich,  dass 
es  von  ersterem  eine  geringere  Abstossung  erfährt,  sich  ihm  also  mehr 
nähern  kann ,  als  dieses  bei  dem  benachbarten  Natriumatom  der  Fall  ist 
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Sowie  dieser  Anschluss  des  Natriums  an  den  Sauerstoff  erfolgt  ist,  rücken 
die  Atome  des  Moleculs  des  letzteren  auseinander,  sie  gehen  von  0,8930 
auf  0,9869.  Auf  der  andern  Seite  des  Moleculs  kann  sich  ebenfalls  ein 
Natrinmatom  anschliessen,  und  es  entsteht  so  die  Verbindung  Na  00 Na, 
die  bereits  oben  erwähnt  wurde.  Es  geht  nun  hier  wieder,  wie  bei  dem 
Kalium,  und  wenn  man  die  Verbindung  Na 00 Na  mit  ebensoviel  Natrium 
glüht,  als  schon  darin  ist,  so  entsteht  die  Verbindung  NaONa,  es  braucht 
nämlich  infolge  des  Anschlusses  des  zweiten  Na  an  NaOO  nur  ein  weite- 
res Auseinanderrücken  der  zwei  Sauerstoffatome  von  0,9869  bis  über 
1,0328  stattzufinden,  und  die  Entstehung  der  Verbindung  NaONa  ist 
möglich. 

Vergleicht  man  die  Werthe  von  R  und  Bi,  wie  sie  sich  in  den 
Gleichungen  des  Kaliums  ergeben,  mit  den  entsprechenden  Natriumgleich- 
ungen, so  ergiebt  sich,  da68  dieselben  in  letzteren  kleiner  sind.  Aus- 
genommen von  dieser  Regel  sind  die  zwei  Hyperoxyde,  in  denen  die 
Annäherung  des  Metalles  an  den  Sauerstoff  bei  dem  Kalium  grösser  ist, 
als  bei  dem  Natrium.  Die  Grösse  der  Annäherung  zweier  Theilchen 
an  einander  ist  jedenfalls  maassgebend  für  die  Wahrscheinlichkeit  des 
Eintrittes  einer  Verbindung,  und  wenn  sie  derselben  auch  nicht  propor- 
tional ist,  muss  man  doch  schliessen,  dass  die  Kaliumhyperoxyde  sich 
leichter  bilden,  als  diejenigen  des  Natriums,  das  erste  (weisse)  Kalium- 
hyperoxyd leichter,  als  das  zweite  (gelbe).  Ueber  das  zweite  Natrium- 
hyperoxyd habe  ich  nirgends  etwas  in  den  Büchern  gefunden,  und  dieses 
lässt  mich  darauf  schliessen,  dasselbe  sei  noch  gar  nicht  hergestellt. 

Natrium  und  Wasserstoff* 

Der  Zusammenstellungen  von  Natrium  und  Wasserstoff  sind  zwei 
möglich,  nämlich  die  Verbindung  je  eines  Atomes  beider  Substanzen, 
wozu  als  drittes  Glied  der  Reihe  ein  Aethertheilchen  zu  nehmen  ist,  und 
die  Verbindung  von  einem  Atom  Natrium  mit  zwei  Atomen  Wasserstoff. 

Verbindung  eines  Atoms  Natrium  mit  einem  Atom  Was- 
serstoff. In  diesem  Falle  kommen  bei  der  Reihe  HNaA  nachstehende 
Gleichungen  zum  Vorschein: 

*m     *L   J_-l  J_  1.3  Ä-r 


18,6    Ä2^18,6    (Ä+Ä1-r)«n18f6    ((Ä-rf  +  r*)V. 
23  1  1  3Ä        ,17,6  r 


18,6*  (Ä-r)8      {R  +  RJ*     (Jß2  +  r*)V.  M8,6     ^18,6" 
und 

23     JL,_1 1 3Ä| 1 

l8lö'Äl«  +  18t6#(Ä1  +  Ä1-r)»      (R*+f*)*      (Ä+*,)2+     ' 

R{HNa)  ist  =1,1480,  während  für  Rx(NaJ)  1,1675  sich  entziffert.  Bei 
R  ist  die  Entfernung  bis  zum  Aethertheilchen  des  Wasserstoffatoms  ge- 
messen,  und  nach  dem,   was  oben  bei  dem  Kalium  erwähnt  wurde,   ist 


Von  Prof.  Dr.  W.  C.  Wittwbr.  335 

die    Entfernung    bis    zum    Mittelpunkte    des    Druckes    1,1480  —  0,0190 
=  1,1290. 

Verbindung  eines  Atomes  Natrium  mit  zwei  Atomen 
Wasserstoff.     Für  die  Combination   HNaH  crgiebt  sich: 

37}   (23_       V±  +  _3_.        (R-r)  2  1 

;    \18,6     V   A*^18,6   (lA-r»J  +  H)%Tl8l6  (2Ä-r;* 
_23,25         1  dR  17,6  r 

18,6  '(Ä-r)2     (Ä^+r2)*/*"1"  18,6     ^18,6 

Hier  ist  i?=  1,1315,   die  Entfernung  bis  zum  Mittelpunkte  des  Druckes 
1,1315-0,0190=1,1125. 

In  beiden  Fällen  sind  die  Entfernungen,  in  welchen  sich  die  Theil- 
chen  einstellen,  so  gross,  dass  das  Zustandekommen  der  Verbindungen 
sehr  fraglich  ist.  Ich  habe  nirgends  eine  Nachricht  gefunden,  das«  die* 
selben  schon  einmal  hergestellt  worden  seien. 


Natrium,  Sauerstoff  und  Wasserstoff. 

Soll  eine  Verbindung  dieser  drei  Körper  untersucht  werden,  so  hat 
man  die  Wahl  zwischen  den  Zusammenstellungen  Na  OH  und  ONaH, 
Die  gegenseitige  Stellung  von  Na  und  O  ist  die  nämliche,  wie  bei  der 
Verbindung  NaO A. 

Die  Reihenfolge  Na  OH  führt  zu  nachstehenden  zwei  Gleichungen: 

23  1 


q<n  f2.23  +  3.16\         R 
}  \         18,6        /^*  +  r*)*'" 


18,6  (R+Rt)* 


3  (R  +  Rt-r)  23.16    1 2fi 

+  18,6^(Ä  +  ÄI-r)«  +  r«)%       18,6*  *Ä*     (iP+4r»rfiil5,«),A 
2ß  2Ä  23  1 


(Ä»  +  2r*)V.        (R*  +  4r*sin7b°*y/*      18,6'   (Ä  +  ^-r)* 

UR  +  Rtr  +  r*)*+\ö      18,6;Ä~U 
und 

2  (fi,-r)  3  (R  +  R,-r)  16     J_ 

1 8,6 '  ((fl,  - r)»  +  r*)'/> +  1 8,6 '  ((R  +  «,  -r)*  +  r*)"'» + 18,6 '  Ä,» 

23  1  16        '  1  23 1 

+  18,6'(ß+ßi)*      «^»'(Äj-r)»      IS,&' (R+ R\—rf 
2ff,  3(fl+fl,)  17,6  r    _ 

(Ä,»+»J,)'A      ((Ä+Ä1),+r»)*'rl8,6    1"r18,6 
Hier  erhält  man  Ä(iVa0)  =  0,9599  und  Ri(0B)=  1,0667  oder  O  bis  zum 
Mittelpunkte  des  Druckes  1,0667  —  0,0190=1,0477. 

Bei  Voraussetzung  der  Reihenfolge  ONaH  ergeben  sich  die  Gleich- 
ungen : 
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39)  ( 


2.23  +  3.16\         B  2  (B+Bt-r) 

18,6         /  ( A* + »■■)•■ + 1 8,6 '  ((Ä  +  Ä,  -  r )»  +  r*)'A 


16  1  23.16    1  2Ä  2ä 

T  lO  fi' 


18,6  (Ä+Ä,)8       18,6»    Ä*      (Ä»+4r»«Hl5°»)V.      (Ä»  +  2r«)V. 

2Ä 16 1 2(R+Ri) 

(Ä*  +  4r»Sm75°»)V       18,6»*  (Ä  +  Ät-r)»       ((Ä+Äl)*  +  r*)V. 

und 

3  (flj-r)  23     _1_        _J_  (£+*,-,■) 

l816\(/Jl-r)«  +  r0,^+l8l6'Äl1"1"i8>6'((i?+Ä1-r)»  +  r«)^ 

16  1 23_  _J 3Ä^ 2(7?  +  /?,) 

+  lSfi\h  +  B1)*       l^^-r)*      (V  +  'V*      ((Ä  +  /?x)8  +  r^ 

16  1  '   17'6Ä  4-     r    -0 


18,62  (Ä  +  i?1-r)fT18l6  *  M8.6 
Es  ergiebt  sich  R(ONa)  =  1,1107  and  Rx{NaH)*=  1,1569.  Zieht  man  von 
letzterem  0,0190  ab,  so  erhält  man  1,1379.  Beide  Werthe  sind  viel 
grösser  als  bei  der  Zusammenstellung  NaOH,  und  es  ist  daher  letztere 
als  die  naturgemässere  zu  betrachten. 

Bei  38)  sieht  man  sofort,  dass  die  Annäherung  des  Natriums  an  den 
Sauerstoff  grösser  ist,  also  R  kleiner  als  bei  einer  der  anderen  bisher 
besprochenen  Combinationen ,  und  die  Verbindung  Natronhydrat  muss 
daher  eine  sehr  feste  sein.  Nichtsdestoweniger  steht  sie  hinter  der  ent- 
sprechenden Kaliumverbindung  zurück,  oder  wie  die  Chemiker  sagen: 
das  Kalium  ist  stärker  als  das  Natrium.  Etwas  weiter  entfernt  von  dem 
Sauerstoff  ist  der  Wasserstoff,  und  es  muss  daher  leichter  sein,  diesen 
wegzubringen,  als  das  Natrium.  Glüht  man  Natriumoxydhydrat  mit 
ebensoviel  Natrium,  als  schon  darin  ist,  so  wird  es  zerlegt  und  es  bildet 
sich  NaONa,  indem  sich  an  die  Stelle  des  Wasserstoffes,  der  nach  38) 
die  Entfernung  1,0477  hat,  Natrium  mit  der  Entfernung  1,0328(30)  setzt. 
Es  ist  hier  die  nämliche  Reihenfolge  von  Erscheinungen,  wie  sie  oben 
bei  dem  Kalium  dargestellt  wurde. 


5*  Lithium. 

Atomgewicht:  £t  =  7. 

Wenn  die  Quantität  der  trägen  Substanz  eines  Massentheilchens  das 
Siebenfache  eines  Wasserstoffmassentheilchens  beträgt,  so  entsteht  das, 
was  die  Chemiker  ein  Lithiumatom  nennen  und  mit  Li  bezeichnen. 

Befindet  sich  ein  Lithiumatom  im  äthererfüllten  Räume,  so  lassen 
sich  unmittelbar  auf  demselben  zwei  Aethertheilchen  nieder  und  lagern 
sich  auf  zwei  einander  diametral  entgegengesetzten  Punkten  seiner  Ober- 
fläche.    Eine  Gerade,   welche   die  Mittelpunkte  der  Aethertheilchen  und 
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des   Massentheilchens    verbindet,    wird    im   Nachstehenden   die  Axe.des 
Atomes  heissen. 

Sind  in  einem  Räume  Lithiumatome  in  grösserer  Anzahl  mit  Aether- 
theilchen  untermischt,  so  werden  erstere  ihren  Einflnss  anf  die  Grup- 
pirung  der  umgebenden  Aethertbeilchen  ausüben,  während  andererseits 
auch  zwei  oder  mehrere  Lithiumatome  gegenseitig  aufeinander  einwirken 
können.  Suchen  wir  zunächst  die  Wirkung  auf,  welche  das  Atom  auf 
zwei  Aethertbeilchen  ausübt,  welche  sich  zu  beiden  Seiten  des  Atomes 
in  einer  Geraden  befinden,  die  durch  das  Massentheilchen  gebt  und  auf 
der  Atomaxe  senkrecht  steht,  so  hat  man,  wenn  /{'die  Entfernung  eines 
Aethertheilchens  von  dem  Massentheilchen  bedeutet: 
7       1  2  R  1 

40)  lHß"R*~  (Ä*+r»)V'-4Äi  +  Ä70- 

Dieser  Gleichung  entspricht  der  Werth  R=  1,1706. 

Wird  nun  das  eine  Aethertbeilchen  dnrch  ein  zweites  Atom  ersetzt, 
dessen  Axe  gegen  die  des  ersten  um  90  Grade  gedreht  ist,  so  erhält  man: 

41     i-7  *         -i— L  ! Z!_     1  2(Ä+Ä,) 

'  18^6"(Ä»  +  r«),Ä","i8,6'(Ä+Ä1)»     18,6*  'R*     Qß+ Rtf  + 1*)** 

~(R»  +  2r7'.  +  (2~i83)Ä==0 


und 


7    (1    ,         1       \  2fl, »(*+*,)         lR  =0 


18,< 

R(LiLi)  ist  gleich  l,09ß3,  während  A,  =  1,2162  wird.  Es  ergiebt  sich 
hieraus,  dass  die  zwei  Lithiumatome  6ich  in  einer  Entfernung  anziehen, 
in  welcher  das  Aethertheilchen  bereits  abgestossen  wird.  Darum  wird 
das  Aethertheilchen  weggedrängt  und  es  entsteht  die  Verbindung  Li  Li. 
Es  kann  nun  auch  das  zweite  Aethertheilchen  durch  ein  weiteres  Atom 
ersetzt  werden,  und  dieses  geschieht,  wenn  in  der  Gleichung: 
«      /4.7      ,\        R  8.7  B  /   7'  \  1 

'     V18,6     V(Ä2  +  r2)S+18,6  (4Ä2+rV/s     VIS,«1'*"1"*/** 

4*         I  U        7   \jg-o 
(Ä*+2r*),/.i\*      18,6/ 

der  Werth  von  R<  1,2162  ausfällt,  was  auch  in  der  That  der  Fall  ist, 
da  Ä=  1,1471  wird. 

Die  vorstehende  Ableitung  möge  genügen ,  um  die  Analogie  zwischen 
dem  Verhalten  der  Lithiumatome  mit  denen  des  Natriums  und  des  Ka- 
liums zu  zeigen.  Streng  genommen  ist  die  Sache  complicirtejr.  Es  wären 
nämlich  noch  die  Stellungen  der  Aethertheilchen  rings  um  das  erste  Atom 
zu  suchen  und  dann  eines  nach  dem  andern  durch  ein  weiteres  Atom  zu 
ersetzen,  dabei  aber  natürlich  nicht  zu  übersehen,  welchen  Einfluss  der 
neue  Ankömmling  auf  den  Ort  und  die  Drehung  der  übrigen  bereits  vor- 
handenen ausübt. 
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t  Ich  halte  es  für  wahrscheinlich ,  dass  sechs  anter  sich  parallele  Atome 
um  ein  erstes  ein  Hexagon  bilden,  während  in  zwei  der  ersten  parallelen 
Ebenen  sich  je  drei  Atome  einfinden  und  so  je  ein  Dreieck  darstellen, 
von  denen  das  eine  gegen  das  andere  am  60  Grade  gedreht  ist.  Es 
käme  so  eine  hexagonale  Pyramide  als  Grandform  zu  Stande. 

Lithium  und  Sauerstoff« 
Verbindung  zweier  Atome  Lithium  mit  einem  Atom  Sauer- 
stoff. Li20,  Lithion.  Wenn  zwei  Atome  Lithium  sich  mit  einem 
Atom  Sauerstoff  verbinden,  so  kann  die  Reihenfolge  sein:  Li  LiO  oder 
LiOLi.  In  beiden  Fällen  sind  die  Axen  zweier  neben  einander  befind- 
lichen Atome  gekreuzt,  die  der  beiden  äusseren  also  parallel  gerichtet. 
Die  Reihenfolge  Li  LiO  giebt: 

a*\  All  *         .V7  +  16)         (R  +  Rt) V_  _1_ 

0)  18,6'(Ä1!  +  rV"r"       18,6     ((fl  +  ÄJ'  +  r*)'/.     18,6*'«* 


4 


* /.     7.16N1  2(fl  +  *,)  /         7   \ 

2t*)*/;     \^lS,6iJß't((R  +  R1)'e+4r»)'yV     18,6/ 


(R*  +  2 
nnd    2(7+16) Bt ,2(7  +  16) (B  +  BJ _7.i6  J 


18,6       (B*+i*)^     18,6       ((R+RJ  +  r*)'*     18,6*  V 
{R*  +  2t*)'/>     V    "*"  18,6V  (•R+i21)2     ((2* +2*/ +4 /•*)''• 

+(2-ilT6)Ä-0- 


B(LiLi)  hat  den  Werth  1,1070,  während  Bi  sich  zu  1,1170  entziffert. 
Bei  Benützung  der  Reihenfolge  LiOLi  kommt  man  zu  der  Gleichung: 
u)  2/7  +  16      ,\        R  4.2.7  R  /7(16+j)  f  ,\  1 

*  }     \  18,6       V^+r*)"'       18,6     (4iP+r*)*'.      V      18,6*    Ti/Ä' 
AR 


^+(a-iS76)Ä-°- 


Hier  ist  22=1,0062,  und  es  kann  also  kein  Zweifel  bestehen,  dass  die 
Reihenfolge  LiO  Li  die  naturgemässe  sei.  Die  Verbindung  ist  das  Lithium- 
oxyd oder  Lithion. 

Verbindung     eines    Atomes    Lithium    und    eines    Atomes 
Sauerstoff.     Verbinden   sich  je  ein  Atom  Lithium  und  Sauerstoff,    so 
haben  wir  unter  den  zwei  Reihenfolgen  LiO  A  und  OLiA  zu  wählen.     Die 
Reihenfolge  LiOA  giebt: 
av  *(7+16>  B  7     -         1  7.16    1  4R 


18,6       (JP  +  r1)*      18,6  (R  +  B,)*     18,6»  Ä2     (B*  +  2r*)t> 
2{B+Bt)  /  7    \ 

~  {[B+Btf  +  r")V,  +  \z     18,6/  M  ~  " 

^Jl.J    +1 1  2B,-  2(fl+i^ 

18,6  i?/Ti8,6  (Ji+.ß,)*    av+'T'    ((i?+B1r+r")v;"»"'Ki-u- 

B(I«0)  ist  =0,9293,  2JX=  1,0835. 


46)  2 
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Bei  Benützung  der  Reihenfolge  OLiA  ist: 

(7+16)'        JR         .16  1  7.16    1  AB 


18,6      (£*+*•*)•/•  M8,6  (jB  +  JRJ»     18,6*  £*     {R'+ir*,''' 

:+JB.i"+r«YA+v'~i85/ 


({-R  +  i^  +  r^V      1S.6 

7      J_     J6^   _J 22?,  2(R  +  R^ 

1 8,6 "  JJ,*  +  18,6 "  (-K  +  ^  ,8      (£,»+>■»)%      ((£ +  #,)*+*•»)*« 
+  £,=<). 
ü(OZ,f)  ist  =1,0592,  i21=  1,1824. 

Die  Vergleichung  von  45)  und  46)  zeigt,  dass  die  Reihenfolge  LiOA 
in  Berücksichtigung  zu  ziehen  sei. 

Verbindung  eines  Atom  es  Lithium  mit  zwei  Atomen  Sauer- 
stoff. Verbindet  sich,  ein  Atom  Lithium  mit  zwei  Atomen  Sauerstoff,  so 
ist  wieder  die  Möglichkeit  der  Reihenfolge  eine  doppelte,  man  kann  LiOO, 
man  kann  OHO  nehmen.     Im  ersten  Falle  haben  wir: 

'         18,6    \(.K*+r7'^((Zi+.ß1)*  +  r*)V      18,6*'  R*     (i£-'  +  2r*)V. 

\18,68+  /(-R  +  ^i)2     ((.ß+2?I)ie+4r><//'      V      18,6,/ 
und 

4.16         .R,  2(7+16)  (R  +  Rx)  16*    _1_ 

18,8 '(«,*  +  »■»)%  +      18,6      "((iJ  +  i2,)*  +  r*)%      lS&R* 

4.R, /7.16     ,\        1 2(i?  +  J?,) 

(iJ1*+2<!!)V»      \18,6+  Vl-B  +  A)*     ((£+#,)*  + 4  r»y" 

Es  ist  hier  R(LiO)  =  0,9495,    während  Bx  den  Werth  0,9816  bekommt. 
Ist  die  Reihenfolge  OLiO>  so  ergiebt  sich: 
48>  ./7+16      A        B  4.2.16  B  /16(4  +  7)       \  1 

'     V  18,6       V(-Ri  +  ^)%        18,6     (4  2**  +  r«)%     \     18,6*     t8/ff 

(!P  +  2rV'.  +  V2      18,6.' 
Der  Werth   von  jB  ist  1,0751,   und    die  Vergleichung  von   47)   und   48) 
zeigt,  dass  der  Reihenfolge  LiOO  der  Vorzug  gegeben  werden  müsse. 

Es  ist  leicht  zu  sehen,  dass  bei  dem  Lithium  der  nämliche  Vor- 
gang stattfinden  müsse,  der  auch  bei  dem  Kalium  und  Natrium  eintritt. 
An  ein  Molecul  Sauerstoff  schliessen  sich  rechts  und  links  je  ein  Atom 
Lithium  an,  und  es  entsteht  ein  Doppelmolecul  des  ersten  Superoxyds, 
oder  es  findet  der  Anschluss  nur  eines  einzigen  statt,  um  dann  das  zweite 
Superoxyd  zu  bilden.  Glühen  der  Superoxyde  mit  Lithium  muss,  wie 
bei  den  beiden  vorhergehenden  Metallen,  zur  Entstehung  des  Oxyds 
führen.      Da    aus    den   Beobachtungen    über    die    Zusammensetzung    des 
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Superoxyds  nichts  bekannt  ißt,  so  verbietet  sich  ein  Vergleich  von  Rech- 
nung und  Beobachtung  von  selbst.  Die  bedeutende  Annäherung  des 
Lithiums  an  den  Sauerstoff  in  47)  läset  die  Möglichkeit  des  zweiten 
Superoxyds  erwarten. 

Lithium  und  Wasserstoff* 

Ein  Atom  Lithium  kann  sich  möglicherweise  mit  einem  oder  auch 
mit  zwei  Atomen  Wasserstoff  verbinden. 

Bei  der  Verbindung  mit  einem  Atom  Wasserstoff  ergiebt  sich  unter 
Zuziehung  eines  Aethertheilchens  die  Reihe  HLiAy  und  es  gelten  die 
Gleichungen : 

49)_L.L  +  J-.     (*-»•>   -+J-         «  2* 


18,6    K*  M8,6   ({jB-rj»+r»j%Tl8,6   (B  +  Bl-r)*      (ü*+r*)% 
7  '  1  ■»••*+'        0 


18,6*  (Ä-0"     (-R +-«,/*     18,6  lb,6" 

und 

7    .J._L  ]      %  2JR» !        i  R-n 

18,6  B,»  "■"  1 8,6  "(JK +2^-0*     (2^+1-»)%      (B  +  J^)»"1"^- 

Die    um   0,0190  verminderte   Grösse   R(HLi)    beträgt    1,1242,    während 
JS,=  1,1666  ist. 

Bei  der  Verbindung  eines  Atomes  Lithium  mit  zwei  Atomen  Wasser- 
stoff ist  die  Reihenfolge  der  Atome  HLiH  und  ihr  entspricht: 


M)  (iM-*)i  + 


2  (R-r)  ,      2  1 


Jü2  '    18,6    ((Ä-rp  +  rV*      18,6    (2jK-r)» 
7,25  1  21?        ,  17,6  p^    r 


18,6*  {M-r)*     (iP  +  r*)%^  18,6      ^18,6 
Die  um  0,0190  verminderte  Grosso  R  ist  1,1203. 

In  49)  sowohl,  als  in  50)  ist  der  Abstand  des  Wasserstoffes  von 
dem  Lithium  so  gross,  dass  die  Aussicht  auf  eine  Verbindung  beider 
Elemente,  es  mag  nun  der  Wasserstoff  in  einem  oder  in  zwei  Atomen 
vertreten  sein,  sehr  gering  ist,  und  ich  habe  auch  in  den  Lehrbüchern 
der  Chemie  nirgends  etwas  von  einem  Lithium  Wasserstoff  finden  können. 

Lithium,  Sauerstoff  und  Wasserstoff» 

Bei  der  Verbindung  dieser  drei  Elemente  hat  man  die  Wahl  zwi- 
schen den  Reihenfolgen   Li  OH  und  OLiH. 

Im  ersten  Falle  bestehen  die  Gleichungen: 
„(7  +  16)  B  2  (R+B,-r)         ,     7  1 


18,6      (i^+rV»      18,6  ((7i  +  .B1-r»  +  'J,j%T  18,6   (B  +  Bt)* 
7.16     1  AB  7  1 


und 


18,6"  B*     (B'  +  2r*)"*      18,6*  (B  +  B^rf 

'2{B±Bi)  /         7\ 

'((B  +  Bf  +  r»j"» +  V  ~  18,6/  Ä  ~  ° 
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_^     2(Rt-r)  .  2  (R  +  R{-r)  16        1 

7  1 16_  __1 7_         _j 

+  ]8,6'(Ji  +  -#i)*     18,6* '(-R,-/-)»     J  8.6» '(*+ *,-»■)* 

2Ü, 2(.R+.R,)        ,  17,6  r 

(*,»+»*)%     ((-B  +  2«,)»  +  »■»/*     1 8.6  18,6  ~ 

liier  ist  R(LiO)  =  0,9218,  während  jR,  nach  Abzug  von  0,0190  noch 
1,0437  beträgt. 

Bei  der  Reihenfolge  0  LiH  ergeben  6ich  die  Gleichungen : 

,.v  «(7  +  16)  -R         , 2(fl+£,-r) 16  1 

'        1 8,6    '  (if»  +  r»)V.  "*"  1 8,6  (('Ä  +  Äj  -  r)«  +  r*/- .  "•"  1 8,6 '  ( R  +  Ml )» 

7.16   Jl 16  1 AB 2{R  +  Rl) 

18,6*'R*     I8fi*' (B  +  Jlt-r)*     (ii*  +  2r«j%     ((Ä +  !*,») +  »■"/* 

und 

2(BL-r)_  2  (JS  +  .fy-r)  7        1 

1 8,6  CCÄ,  -  r)»  +  r*)V* +  18,6*  ((Ä  +  li,  -  /•}»  +  r* j*  +  1 8,6  '  Ä» 

__7  1  16  1 16 1 

l8,6MJKi-08  +i8,6'(2^  +  ü1)2      18,6«"  (jR  +  jßj-r)« 

JB,  2(B+B,)  17,6  r 

CJFJ^+r»/*     ((B  +  B^  +  r«)1*"1"  18,6    1_1~  18,6~ 

Die  Entfernung  R(0  Li)  ist  1,0572,  diejenige  von  Rt  ist  nach  Vermin- 
derung um  0,0190  noch  1,1363.  Aus  der  Zusammenstellung  von  51)  und 
52)  erhellt,  dass  die  Reihenfolge  LiOH  die  naturgemässere  sei. 

Der  kleine  Werth  von  R  in  51)  weist  darauf  hin,  dass  das  Lithion 
oder  Lithiumoxydhydrat  nicht  nur  eine  mögliche,  sondern  sogar  eine 
sehr  feste  Verbindung  sein  müsse. 

Wird  Lithium  mit  Wasser  zusammengebracht,  so  ist  zu  erwägen, 
dass  in  dem  Wasser  die  Entfernung  eines  Wasserstoffatomes  von  dem 
Bauerstoffe  0,9698  beträgt,  während,  wenn  ein  Wasserstoffatom  durch 
Lithium  ersetzt  wird,  dieses  sich  dem  Sauerstoffe  bis  0,9218  nähern  kann. 
Es  wird  also  dieser  Austausch  stattfinden  können.  Ist  das  Lithiumatom 
eingetreten,  hat  sich  also  das  Lithiumoxydhydrat  gebildet,  so  rückt  das 
Wasserstoffatom  auf  der  andern  Seite  etwas  von  dem  Sauerstoffe  weg, 
und  seine  Gleichgewichtslage  ist  statt  der  früheren  Distanz  0,9698  nun- 
mehr 1,0437.  Wird  das  Lithiumoxydhydrat  mit  ebensoviel  Lithium  ge- 
glüht, als  schon  darin  ist,  so  findet  der  nämliche  Vorgang  statt,  der 
schon  bei  dem  Kalium  und  Natrium  erwähnt  wurde:  es  macht  sich  der 
Umstand  geltend,  dass  in  LiOLi  [44]  die  Annäherung  eines  Lithium- 
atom es  an  den  Sauerstoff  bis  1,0062  stattfindet,  und  da  im  Lithiumoxyd- 
hydrat die  Distanz  des  Wasserstoffes  1,0437  betrögt,  so  kann  derselbe 
durch  ein  Lithiumatom  ersetzt  werden.     Die  mit  der  Erhöhung  der  Tem- 
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peratur  verbundenen  verstärkten  Oscillationen  müssen  eine  Art  von  Durch- 
einanderrütteln  besorgen,   damit  der  Austausch  leichter  stattfinden   kann. 


Zusammenstellung:  der  drei  Alkalimetalle. 

Kalium,  Natrium,  Lithium  bilden  mit  einander  die  drei  Alkalimetalle 
der  Chemiker  und  zeigen  in  ihrem  Auftreten  ausserordentlich  viele  Ana- 
logien, weshalb  es  gerechtfertigt  erscheinen  dürfte,  hier  eine  Zusammen- 
stellung der  Ergebnisse  folgen  zu  lassen. 

Ich  werde  nun  die  einzelnen  Verbindungen  der  Metalle  neben  ein- 
ander stellen;  um  aber  das  Terrain  möglichst  gleichmässig  zu  machen, 
muss  bei  dem  Kalium  die  Zusammenstellung  der  Atome  etwas  anders 
genommen  werden,  als  dieses  nach  12)  der  Fall  ist.  Bei  dem  Natrium 
und  dem  Lithium  habe  ich  mich  auß  den  betreffenden  Ortes  angegebenen 
Gründen  darauf  beschränkt,  die  gegenseitige  Stellung  dreier  in  einer 
Reihe  befindlichen  Atome  zu  bestimmen,  während  ich  bei  dem  Kalium 
diese  Einschränkung  nicht  nöthig  hatte.  Obwohl  nun  die  Molecular- 
zusammensetzung  des  Kaliums  besser  bestimmt  ist,  als  die  der  beiden 
anderen  Metalle,  habe  ich  mich  doeh  der  Analogie  wegen  genöthigt  ge- 
sehen, auch  für  das  Kalium  die  Entfernung  zu  berechnen,  in  welcher 
drei  in  einer  Geraden  befindliche  Atome  sich  einstellen,  wenn  sie  so 
gelagert  sind ,  dass  die  einander  entgegengesetzten  Kanten  zweier  benach- 
barten Atome  gekreuzt  sind  oder,  was  auf  dasselbe  hinauskommt,  wenn 
alle  drei  die  nämliche  Stellung  haben.  Sind  drei  Atome  in  dieser  gegen- 
seitigen Stellung  gegeben,  so  ergiebt  sich: 


53) 


30    I" 4( 

18,6  I _((fl_ 


18,6  |_((i?_r^)*+|r*)%      ((R+r  j/|)  +  £r*)N 

4{1R-r}/\) 4{-lJt  +  rj/y         1 

((2J8-/y$)*+ir«r*  ((2B+iy$)«+$r»>J 

/39*  \     1  AR 4.22? 

4(R-2rj/l) _i(-R_+2/yi) 

((R  -  2  r  rt?  +  *r*)%      l(R  +  2r  VW  +  ir*y>> 

(fl--rt) (K+ri/y  /       30  \ 

-{p-rW  +  tf-fa  +  rW  +  tf  +  V- "*>*-* 

R  ist  hier  =  1,3018. 

In  der  folgenden  Tabelle  finden  sich  die  Ergebnisse  der  vorstehen- 
den Rechnungen.  Die  zwischen  den  einzelnen  Atomen  befindlichen  Zif- 
fern bedeuten  die  jeweiligen  Entfernungen.  Bei  denjenigen  Zusammen- 
stellungen,   welche   die  kleinsten  Distanzen  geben,    die   also  den  in  der 
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Natur  vorkommenden  Fall  darstellen,   sind  die  Ziffern  grösser  gedruckt. 

Bei  dem  Kalium  geben  die  mit  *  bezeichneten  Stellungen  diejenigen  an, 

in   welchen  statt  einer  Kante  des  Kaliumatomes  eine  Fläche  normal  auf 

der  Verbindungslinie  steht. 

K  K  K       Na  Na  Na       Li  Li  Li 

1,3018         1,3018  1,1643         1,1643  1,1471  1,1471 

K  O  K       Na  O  Na       Li  O  Li 

1,0653     1,0653  1,0328    1,0328  1,0062     1,0062 

1,0832*      1,0832* 

K  K  O       Na  Na  O         Li  Li  O 

1,2553         1,2219  1,1183         1,1705  1,1070         1,1170 

K  O  A       Na  O  AU  O  A 

0,9427     1,1206  0,9655    1,0880  0,9293     1,0835 

1,0078*      1,1063* 

O  K  A        O  Na  A         O  Li  A 

1,1538         1,2910  1,1192  1,1116  1,0592  1,1824 

O  K  O         O  Na  OO  Li  O 

1,1672         1,1672  1,1238         1,1238  1,0751  1,0751 

K  O  O       Na  O  O        Li  O  O 

0,9640      1,0234  0,9801    0,9869  0,9495     0,9816 

1,0022*       1,0103* 

H  K  A        H  Na  AH  Li  A 

1,2331  1,2778  1,1290         1,1675  1,1242  1,1666 

H  K  H        H  Na  H        H  Li  H 

1,2302  1,2302  1,1125  1,1125  1,1208  1,1203 

K  O  IL       Na  0  HU  O  H 

0,9339      1,0801  0,9599     1,0477  0,9218      1,0437 

O  K  H        O  Na  HO  U  H 

1,1634         1,2436  1,1107         1,1379  1,0572  1,1363 

Die  grosse  Aehnlichkeit,  die  zwischen  den  drei  Metallen  rücksicht- 
lich ihres  Verhaltens  gegen  Sauerstoff  und  Wasserstoff  besteht,  dürfte 
nach  dem  Vorstehenden  kaum  zu  verkennen  sein.  Allenthalben  ist  die 
in  der  Natur  vorkommende  Zusammenstellung  der  Atome  die  nämliche 
und  ebenso  ist  es  der  Weg,  auf  dem  die  eine  oder  andere  Verbindung 
zu  Stande  kommt.  Selbst  in  denjenigen  Combiuationen ,  welche  keinen 
in  der  Natur  vorkommenden  Verbindungen  entsprechen,  lässt  sich  die 
Analogie  des  Verhaltens  nicht  übersehen. 

Unter  den  Verschiedenheiten  der  Resultate  dürfte  am  auffallendsten 
die  sein ,  dass  die  grösste  Annäherung  des  Metalles  an  die  anderen  Atome 
bei  dem  Lithium  stattfindet.  Es  wäre  daraus  zu  schliessen,  dass  die 
Lithiumverbindungen  die  festesten  seien.  Der  Satz,  dass  eine  Verbin- 
dung um  so  leichter  entsteht  und  um  so  fester  ist,  je  mehr  die  Atome 
sich  einander  nähern,  ist  im  Allgemeinen  sicher  richtig,  denn  wenn  ein 
Atom  A  sich  einem  Atom  B  bis  auf  eine  Distanz  nähert,  in  welcher  C 
bereits  abgestossen  wird,  so  kann  A  von  C  nicht  verdrängt  werden,  da 
C  gar  nicht  bis  dorthin  kommt,  wo  A  ist;  wohl  aber  kann  das  Umgekehrte 
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stattfinden.  Trotzdem  halte  ich  es  nicht  für  anmöglich,  dass  es  ausser  der 
indirecten  Trennung,  die  ich  oben  bei  dem  Kalium  angeführt  habe,  noch 
Umstände  giebt,  welche  den  Satz  zu  modificiren  vermögen.  So  ist  be- 
züglich der  bei  dem  Eintreten  einer  Verbindung  sieb  entwickelnden 
Wärme  jedenfalls  auch  der  Umstand  zu  berücksichtigen,  wieviel  die 
Annäherung  beträgt,  und  wenn  die  Kaliumatome  aus  der  grösseren  gegen- 
seitigen Entfernung,  die  ihnen  im  Kalium  zukommt,  sich  bei  Bildung 
des  Kalihydrats  dem  Sauerstoffe  um  eine  grössere  Strecke  nähern ,  als 
die  Atome  des  Lithiums,  so  kann  bei  Bildung  des  Kalihydrates  eine 
grössere  Menge  von  Wärme  frei  werden,  selbst  wenn  auch  bei  dem 
Lithionhydrate  die  endliche  Entfernung  des  Lithiums  von  dem  Sauer- 
stoffe eine  kleinere  ist,  als  bei  dem  Kalium.  Es  mag  recht  wohl  sein, 
dass  gegenwärtig  bei  der  Schätzung  der  sogenannten  chemischen  Verwandt- 
schaft mehrere  Umstände,  wie  Oonstanz  der  Verbindung,  Wärmeentwicke- 
lung bei  Bildung  derselben  u.  s.  w.,  mitspielen,  die  nicht  gehörig  aus- 
einander gehalten  werden. 

Während  es  noch  unentschieden  bleiben  mag,  ob  die  Verwandtschaft 
des  Sauerstoffes  zum  Kalium  grösser  sei,  als  diejenige  zum  Lithium  oder 
umgekehrt,  ist  sicher  die  Neigung  desselben  zum  Kalium  grösser,  als  die- 
jenige zum  Natrium,  weil  bei  dem  Kalium  die  ursprüngliche  Entfernung 
grösser,  die  endliche  kleiner  ist,  als  bei  dem  Natrium.  Kleinere  Aende- 
rungen  können  indessen  noch  eintreten  bei  Berücksichtigung  der  Tem- 
peratur, denn  die  vorstehenden  Bestimmungen  gelten  eigentlich  alle  für 
0°  absoluter  Temperatur.  Ausserdem  ist  nicht  zu  vergessen,  dass  die 
Constanten    des   Aetherwerthes   der    Wasserstoffmassenkugel,    welche    ich 

vorläufig  zu   — -    bestimmt  habe,  sowie  die  Grösse  r,  die  ich  zu  0,37296 

lo,0 

angenommen  habe,  die  aber  jedenfalls  veränderliche  Werthe  hat,  noch 
einer  genaueren  Feststellung  harren.  Ich  halte  es  für  am  zweckmässig- 
sten,  vorerst  mit  den  bisherigen  Werthen  eine  Anzahl  von  Verbindungen 
zu  berechnen,  und  hoffe  dabei,  dass  sich  eben  dadurch  neue  Anhalts- 
punkte ergeben,  welche  ihrerseits  eine  genauere  Bestimmung  der  Con- 
stanten zulassen. 

Ueberblickt  man  die  vorstehende  Tabelle,  so  ergiebt  sich,  dass  bei 
denjenigen  Combinationen ,  welche  natürlichen  Verbindungen  entsprechen, 
also  bei  den  durch  grössere  Ziffern  hervorgehobenen,  jedesmal  das  Me- 
tall ein  äusseres  Glied  ist.  Niemals  kommt  es  in  der  Mitte  vor,  allemal 
schliesst  es  die  Reihe  ab.  Ebenso  ist  es  mit  dem  Wasserstoffe,  der  seiner 
Ungleichseitigkeit  wegen  in  der  Mitte  einer  Reihe  überhaupt  nicht  gut 
zu  verwenden  ist. 

Bekanntlich  gehören  der  Wasserstoff  und  die  drei  Alkalimetalle  zu 
den  sogenannten  einwerthigen  Elementen ,  und  die  erwähnte  Eigentüm- 
lichkeit   dürfte    mit    dieser  Einwerthigkeit    zusammenhängen.     Es    giebt  • 
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übrigens  einwerthige  Elemente  nicht  nur  unter  den  elektropositiven ,  son- 
dern anch  unter  den  elektronegativen ,  und  da  ich  letztere  noch  nicht 
untersucht  habe,  kann  ich  selbstverständlich  den  Satz,  dass  die  Einwer- 
thigkeit  mit  der  Stellung  zusammenhänge,  nicht  als  feststehend  betrach- 
ten; ich  mu8s  mich  einstweilen  damit  begnügen,  auf  obige  Eigentüm- 
lichkeit aufmerksam  zu  machen.  Bei  den  elektronegativen  Elementen 
kann  für  die  Einwerthigkeit  ein  ganz  anderer  Orund  bestehen,  als  bei 
den  elektropositiven. 

Ich  glaube  übrigens  nicht,  dass  ein  einwerthiges  Element  sich  über- 
haupt gar  nicht  mit  zwei  anderen  verbinden  kSnne,  denn  sonst  würden 
die  einwerthigen  Stoffe  nur  als  Gase  vorkommen;  ist  aber  ein  Körper 
fest,  wie  z.  B.  die  drei  Alkalimetalle,  so  ist  in  demselben  jedenfalls  stets 
ein  Atom  mit  mehreren,  wenn  auch  ihm  gleichartigen  verbunden.  Am 
schwersten  lässt  sich  der  Wasserstoff  in  die  Mitte  einer  Reihe  bringen 
oder  mehrwerthig  machen,  denn  stets  wendet  er  gegen  das  mit  ihm  ver- 
bundene Atom  sein  Massentheilchen ,  während  das  Aethertheilchen  nach 
aussen  gerichtet  ist,  womit  dann  die  weitere  Anreihung  von  Elementen 
zunächst  ein  Ende  hat.  Uebrigens  hat  man  ja  in  neuerer  Zeit  den 
Wasserstoff  condensirt  und  so  eine  Verbindung  von  mehr  als  zwei  Atomen 
desselben  hergestellt. 


XV. 
Grundzüge  einer  Dipolargeometrie. 

Von 

Dr.  G.  Leonhardt 

•  in  Colberg. 


Hierzu  Taf.  V  Fig.  2— 5. 


Durch  Untersuchungen  über  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf 
einem  Conoide,  welche  ich  in  meiner  Dissertation*  veröffentlicht  habe, 
bin  ich  zu  weiteren  rein  geometrischen  Beziehungen  geführt.  Genanntee 
Problem  wird  bekanntlich  gelöst  mit  Hilfe  der  Kegelfunctionen  und  unter 
Zugrundelegung  des  dipolaren  Coordinatensystems,  und  •  es  ist  mir  ge- 
lungen, ausgehend  von  elektrostatischen  Eigenschaften  des  Conoids,  geo- 
metrische Beziehungen  zwischen  den  dipolaren  Coordinaten  abzuleiten, 
durch  welche  theils  neue  Eigenschaften  derselben  aufgedeckt,  theils  be- 
kannte auf  neuem  Wege  abgeleitet  werden. 

Durch  die  Arbeiten  des  Herrn  C.  Neumann  ist  dies  Coordinaten- 
syetem  so  geläufig  geworden,  dass  ich  einer  näheren  Auseinandersetzung 
desselben  überhoben  bin.  Eine  kurze  Darstellung  und  die  wichtigsten 
Eigenschaften  desselben  findet  man  in  dem  ersten  Paragraphen  der  Ab- 
handlung des  Herrn  Neumann:  n lieber  die  Mehler'schen  Kegelfunc- 
tionen ",  Mathem.  Annal.,  Bd.  18.  Ich  will  nur  bemerken,  dass,  wenn 
zwei  feste  Punkte  A  und  X  (Pole)  in  der  Entfernung  2e  auf  einer  Ge- 
raden (Axe)  gegeben  sind,  man  dieselben  durch  einen  beliebigen  Kreis- 
bogen verbindet,  welcher  gegen  die  Axe  in  einem  Winkel  ©  geneigt  ist, 

A  H 

und  man  ausserdem  den  Quotienten  — >  =  ;i=ß~*  setzt,  wo  B  ein  be- 
liebiger Punkt  ist,  man  unter  den  dipolaren  Coordinaten  des  Punktes  B 
die  Grössen  w  und  #  (oder  X)  versteht.  Der  Quotient  k  ist  gewöhnlich 
durch  sein  äquivalentes  &  ersetzt.  Hier  aber,  wo  wir  geometrische  Be- 
ziehungen untersuchen,  wird  es  sich  in  einigen  Fällen  vortheilhaft  erwei- 
sen, statt  des  0  die  Grösse  X  zu  benutzen,  da  letztere  geometrisch  con- 
struirt  werden  kann,  während  da6  0  eine  rein  analytische  Grösse  ist. 
Schliesslich  führt  man  als  dritte  Coordinate  das  Azimuth  <p  ein. 


*  Ueber  die  Vertheilung  der  Elektricität  auf  einem  durch  Rotation  zweier 
Kreisbogen  um  die  gemeinschaftliche  Sehne  entstehenden  Körper.    Halle  1881. 
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Die  Gleichung  <o  =  Const.  stellt  ein  Conoid ,  #  =  Const.  eine  Kugel, 
deren  Mittelpunkt  auf  der  Axe  ausserhalb  A  A'  liegt,  g>=  Const.  eine 
Ebene  dar.  Im  Besondern  ist  #=0  die  Gleichung  einer  Ebene,  welche 
durch  Rotation  des  im  Nullpunkte,  d.  h.  in  der  Mitte  von  A  A'  errichteten 
Lothes  um  die  Axe  entsteht.  Dies  Loth  will  ich  die  Symmetrielinie  und 
die  Ebene  #  =  0  die  Symmetrieebene  des  Coordinatensystems  nennen. 


§  1.    Begriff  der  Isogreene.     Gleichung  von  Ebenen. 

Es  ist  bei  einer  Kugel,  welche  man  als  ein  Conoid  vom  Parameter 

iz 
G)  =  y  ansehen  kann,  die  Green 'sehe  Function 

G-  e  -1 

wo  rp  die  Entfernung  zwischen  dem  Nullpunkte  und  einem  festen  äussern 
oder  innern  Punkte  p  und  E  die  Entfernung  zwischen  einem  beliebigen 
äussern  oder  innern  Punkte  m  und  dem  zu  p  in  Bezug  auf  die  Kugel- 
fläche conjugirten  Punkte  i  darstellt.  Sind  ferner  wmy  #m,  <pm  die  dipola- 
ren  Coordinaten  des  variablen  Punktes  m  und  a>4,  #4,  <pt  diejenigen  des 

Punktes  i,  so  lässt  sich  mit  Benutzung  des  Ausdruckes  für  —  in  dipola- 

E 

ren  Coordinaten  (§  1,  5  der  erwähnten  Abhandlung  des  Herrn  Neumann) 

die  Green 'sehe  Function  in  der  Form  schreiben 


N  1  f/2  eosi&t  —  2  cos a>4  j/2  cos i&m  —  2  cos  com 

1)    Cr  =  ; 


2rf*l/2  cos  i  (#4  —  &m)  —  2  cos  »4  cos  (om  —  2  sin  ool  sin  ooOT  cos  (q>t  —  q>m) 
Um  nun  aus  diesem  Ausdrucke  geometrische  Beziehungen  abzuleiten, 
will  ich  die  Curve,  welche  alle  Punkte  von  gleicher  Gr  een* scher  Func- 
tion verbindet,  eine  isogreensche  Curve  oder  kurz  eine  Isogreene 

nennen.     Da  die  Green'sche  Function  die  Form  besitzt  G=     ^  *.  so 

E    ' 

ist  die  Isogreene  derjenige  Theil  einer  Kugelfläche  mit  dem  Mittelpunkte 

*  und   dem  Radius  E,   welcher  in   das    Innere  der  Kugel   ©  =  —   fällt, 

wenn  die  Punkte  m  und  p  innerhalb  derselben  liegen ;  liegen  diese  hin- 
gegen  ausserhalb,   derjenige  Theil  einer  Kugelfläche,   welche  ausserhalb 

der  Kugel  <»  =  7r  fällt. 

Geht   die  Isogreene   durch   den  Pol  Ay   so   ist  #m  =  oo  und  es  wird 


«*  ~  1       V2  COS  I  #4  —  2  COS  G}t 

£)  <*a  =  «- 7 — ^=-    -~  * 

z  rfi      y  cos  i  i)g  +  i  sin  i  &t 

Geht  die  Isogreene  durch  den  Pol  a\  so  ist  &m  =  —  oo  und  es  wird 
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_x  _,  1      7/2  cos  i '&t  —  2  cos  G>£ 

3)  Ga'=-J) 7— —    ----- 

zrt*     ycosi&i  —  isini&t 

Gebt  die  Isogreene  durch  den  Nullpunkt,  so  ist  #Wi  — 0,  a)m  =  w,  und 
es  wird 

1       j/ros  i  Pg  —  cos  a>t 

4)  (x0  =  — -  ' 

r/u      J/*?osj#t+cos©4 

Geht  nun  die  Isogreene  sowohl  durch  den  Pol  A\  wie  durch  einen 

beliebigen   Punkt    der   Kugeloberfläche    #„,,    o>m  =  -^-,    (pm,    so   muss    sie 

gleichzeitig  den  Gleichungen  1)  und  3)  genügen,  woraus  sich  ergiebt 
(Fig.  2) 

5)  t  sin  1*  #4  {cos  i &m  —  1  sin  i &m]  —  sin  (ot  cos (cpt  —  <pm)  =  0. 

Gebt  aber  die  Isogreene  durch  den  Pol  Ä  und  einen  beliebigen  Punkt 
der  Kugeloberfläche,  so  muss  der  Punkt  1  in  einer  Ebene  liegen,  welche 
auf  der  Ebene  <pm  =  Const.  [senkrecht  steht  und  diese  in-  der  Geraden 
01  schneidet,  wo  ot  senkrecht  auf  der  Mitte  von  mÄ  errichtet  ist,  d.  fc* 
er  muss  liegen  in  einer  durch  den  Nullpunkt  gehenden  und  auf  der 
Ebene  q>m  =  Const.  senkrecht  stehenden  Ebene,  welche  in  demselben 
Winkel  ty  wie  die  Gerade  01  gegen  die  Axe  geneigt  ist.  Verbindet  man 
ferner  den  Punkt  m  auf  der  Kugeloberfläche  mit  dem  Nullpunkte,  60  ist 
auch  om  in  einem  gewissen  Winkel  %  gegen  die  Axe  geneigt,  und  zwar 
ist  £  =  2^\     Ferner  ist 


'  m  '  m 


n 


wo   xmy   ym   die  rechtwinkligen  Coordinaten    des  Punktes   #•„,,    cüm  =  -^, 

q>m  und  rm  seine  Entfernung  vom  Nullpunkte. 

Benutzt  man  jetzt  die  Relationsformeln  zwischen  den  rechtwinkligen 
und  dipolaren  Coordinaten  (§  1,  4  der  Abhandlung  des  Herrn  Neumann) 

e  isini& 

x—  -     ^ 1 

costft  —  cosm 

.         __    e  sin  co  cos  (j> 

'  cosi&  —  cosa>* 

e  sin  w  sin  <p 

z  =  • 


cosi&  —  cosa>y 

und  bedenkt,  das 8  in  unserem  Falle  com  =  _    und  rm  =  e  ist,  sowie  dass 

der  Winkel   %   bei   der  Rotation    um  die  Axe  sich  nicht  ändert,    dass  er 
also  von  tp  unabhängig  ist,  so  wird 

1  isini&m 

sm  y  ~ r^  cos  «  _ _ 

cost&m  cost#m 

und  hieraus 


COS  l >&m  =  - 
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1 


'.    .     .                COS  7 
1  SM  t  #„,  = 

*'"X 

1  — COS*  * 

cosi$m  —  istniöm  =  — : =  to^r  ■£  =  tagty, 

welche   Relation   man    auch    direct   aas   der  Figur   ableiten   kann,   wenn 

1  Ä 'm 

man  bedenkt,   dass   cosi&  —  isinid  =  e*  =  — -  =  - ist.     Setzt  man  nun 

1  k       mA 

diesen  Werth   in  5)  ein,   so  geht  die  Gleichung,   wenn  man  #M  w4,  cpt 

allgemein  mit  O,  co,  <jp  und  <pm  mit  <p'  bezeichnet,  über  in 

7)  i  sin i&  tag ty  —  sin  co  cos (<p  —  qp')  =  0 

und    dies   ist  die    Gleichung   einer   auf  der  Ebene   <p'=  ConsL  senkrecht 

stehenden,  durch  den  Nullpunkt  gehenden  und  im  Winkel  i/>  gegen  die 

Axe  geneigten  Ebene. 

Aus  dieser  Gleichung  lässt  sich  durch  Specialisiren  eine  Reihe  wei- 
terer Formeln  für  geometrische  Gebilde  ableiten. 

Wird  in  7)  q>'=  0  oder  =  n  und  betrachtet  man  als  die  feste  Meri- 
dianebene <p  =  Ö  die  obere  Halbebene  der  Zeichnung,  so  ist 

8)1 


,  t  sin  i  &tagty  +  sin  co  cos  q>  =  0 

die  Gleichung  einer  auf  der  oberen,  resp.  unteren  Halbebene  der  Zeich- 
nung senkrecht  stehenden,  durch  den  Nullpunkt  gehenden  und  im  Win- 
kel tp  gegen  die  Axe  geneigten  Ebene,  und  zwar  ist  in  9)  das  tf;  ent- 
gegengesetzt gleich  dem  in  8)  auftretenden  tf/. 

_.,  .         _  ,  3T  _  ölt  . 

Wird  in  7)  q>  =  —  oder  =-«-1  so  ist 

iL  2, 

i  sin  i  &tagty'+  sin  co  sin  q>  =  0 

die  Gleichung  einer  auf  der  Ebene  <p'=  —  resp.  =  -=r  senkrecht  stehen- 
den, durch  die  Symmetrielinie  gehenden  und  im  Winkel  tp  gegen  die 
Axe  geneigten  Ebene. 

Setzt  man  ferner  in  den  letzten  vier  Formeln  <p  =  0,  so  ist 

M  i  sin  i  -0"  tag  t/;  +  sin  co  =  0 

y  a  j ' 

die  Gleichung  einer  in  der  oberen,    resp.  unteren  Halbebene  der  Zeich- 

nung  liegenden  t  durch  den  Nullpunkt  gehenden  und  im  Winkel  V  gegen 

die  Axe  geneigten   Geraden,  und  i  sini&  fagty  —  0  oder,  da  ty  einen  von 

Null  verschiedenen  Werth  besitzt, 


die  Gleichung  der  Symmetrielinie. 
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Setzt  man  ferner  in  10)  <p  —  -fr  oder  in   11)  q>=— ,  so  erhält  man 

wieder   die  Gleichungen   8a)   nnd  9  a).     Diese  so  entstandenen  Geraden 

liegen    aber    in    den   Ebenen    <p'  =  -ö"  resp.  = -«-•     Die  Gleichung    einer 

durch  den  Nullpunkt  gehenden  und  im  Winkel  ty  gegen  die  Axe  geneig- 
ten Geraden   ist  also  mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  von  tf;  dieselbe, 

mag  sie  in  den  Ebenen  a/=0  =—  =n  =  -=-  liegen.    Und  dies  findet  in 

der  That  noch  allgemeiner  6tatt.  Denn  da  bei  der  Rotation  einer  sol- 
chen Geraden  am  die  Axe  sich  weder  a>,  noch  &,  noch  tf>  ändert,  so 
kann  unter  Berücksichtigung  des  Vorzeichens  von  ip  diese  Gerade  auf 
einem  Kegel  liegen ,  welcher  durch  Rotation  der  Geraden  um  die  Axe 
entsteht.     Die  Gleichung 

12)  i  sin  i  dtagty  —  sin  co  =  0 

stellt  also  nicht  nur  eine  Gerade,  sondern  auch  einen  Kegel  mit  der 
Spitze  im  Nullpunkte  und  der  Oeffnung  2t/;  dar.  -Doch  ist  zu  berück- 
sichtigen, dass  ty  für  Punkte  oberhalb  der  Axe  positiv  und  für  Punkte 
unterhalb  derselben  negativ  zu  nehmen  ist. 

Man  kann  dasselbe  Resultat  auch  direct  aus  7)  ableiten.    Läset  man 
nämlich  dort  <p  mit  q>   zusammenfallen ,  so  ist 

t  sin  i&  tag  ty  —  sin  a>  =  0 
die  Schnittgerade  der  Ebene,  welche  durch  7)  dargestellt  wird,  und  der 
Ebene  tp'^Const.  Hier  aber  sind  <p  und  q>  fortgefallen,  und  ihre  Wir- 
kung äussert  sich  nur  in  dem  Vorzeichen  des  Winkels  if>,  so  dass  in  der 
That  die  Gleichung  dieser  Schnittgeraden  unter  Berücksichtigung  des 
Vorzeichens  nicht  geändert  wird,  wenn  man  <p  und  damit  gleichzeitig 
auch  q>  von  0  bis  2*r  variiren  lässt. 

Wird   in   der  Gleichung  12)   des  Kegels  tf>  =  0  oder  =  rc,   so  erhält 
man 

13)  *i'jfa>  =  0 

als  Gleichung  der  Axe.  Da  nun  a>  von  0  bis  n  variiren  kann,  so  folgt 
cd  =  0  oder  =  rc,  und  zwar  ist  co  =  0  für  alle  Punkte  der  Axe  ausserhalb 
AÄ  und  =jc  für  alle  Punkte  derselben  innerhalb  A  A\  so  dass  sin  du  =  0 
in  der  That  die  Gleichung  der  ganzen  ins  Unendliche  laufenden  Axe  ist. 

Wird   in   12)  ij/  =  — ,   so   ist  wieder  #  =  0  die  Gleichung  der  Sym- 
metrieebene. 

§  2.    Verallgemeinerung. 

Betrachtet  man  in  der  Gleichung 
1 )  i  sin i {Hagty—  sin  w  =  0 
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sämmtlicbe  drei  Gössen  0,  co,  t/;  als  variabel,  so  erhält  man  sämmtliche 
Punkte  des  Raumes.  Nimmt  man  hier  diejenigen  heraus,  welche  gleiches 
ty  besitzen,  so  erhält  man  einen  Kegel;  nimmt  man  ferner  diejenigen 
heraus,  welche  gleiches  od  besitzen,  so  ein  Conoid,  und  endlich  diejeni- 
gen, welche  gleiches  $  besitzen,  so  eine  Kugel.  Die  Gleichung  1)  stellt 
also  nicht  nur  einen  Kegel,  sondern  ausserdem  noch  ein  Conoid  und 
eine  Kugel  dar,  je  nachdem  n  oder  cd  oder  0  als  constant  betrachtet 
wird.  Bringt  man  in  diesen  drei  Fällen  die  constanten  Werthe  auf  eine 
Seite ,  so  ist 

2)  .    .        =tagty  die  Gleichung  eines  Kegels  (ty  =  Consl.) , 

3)  isinid  lagty  =  sina>  die  Gleichung  eines  Conoids  (co  =»  Const.) ; 

4) =  isini&  die  Gleichung  einer  Kugel  (#  =  Co/t*/.). 

Die  Gleichungen  2)  bis  4)  kann  man  auch  durch  folgende  Betrach- 
tungen gewinnen.  Sieht  man  die  Ebene  der  Zeichnung  als  xy-  Ebene 
an,  betrachtet  in  der  yz- Ebene  einen  Kreis  mit  dem  Radius  r,  dessen 
Mittelpunkt  auf  der  Axe  liegt,  und  verbindet  man  einen  Punkt  dieser 
Kreisperipherie  mit  dem  Nullpunkte  durch  eine  Gerade,  welche  im  Win- 

r 
kel   ty   gegen    die  Axe  geneigt  ist,   so  ist  tagty~~\  und   da  r  bei  der 

x 

Rotation  um  die  Axe  ebenso  wie  ty  und  x  constant  bleibt,  so  ist 

r         sinm 

^  x       isinid  ' 

Betrachtet  man  jetzt  eine  Reihe  solcher  Kreise,  so  ist  die  Enveloppe 
der  Kreise,  welche  gleiches  ty  besitzen,  ein  Kegel  mit  der  Spitze  im 
Nullpunkte  und  der  Oeffnung  2t/;,  derjenigen  Kreise,  welche  gleiches  cd 
besitzen,  ein  Conoid  und  derjenigen  von  gleichem  £  eine  Kugel,  wie  in 
den  Gleichungen  2)  bis  4). 

In  der  Gleichung  t  sinid"  tagty  —  sinco  =  0  fasse  man  t(>  als  constant 
auf,  betrachte  dieselbe  also  als  Gleichung  einer  Geraden.  Haben  zwei 
Punkte  derselben  gleiches  #,  so  ist,  wenn  man  die  o-Coordinate  des 
einen  Punktes  mit  co,  die  des  andern  mit  a>i  bezeichnet,  sinco  =  sinml1 
d.  h.  entweder  co,  =  a>,  die  beiden  Punkte  fallen  zusammen,  oder  ©j  =  «  — co. 
Es  läset  sich  auch  geometrisch  leicht  ableiten,  dass,  wenn  zwei  Punkte 
auf  einer  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Geraden  gleiches  #  besitzen, 
zwischen  ihren  od  -  Coordinaten  die  Beziehung  gilt  (*>!  =  «  —  co,  woraus  sich 
ohne  Schwierigkeit  die  weitere  Relation 

ergiebt,  wo  r  und  r,  die  Radii  vectores  der  betreffenden  Punkte  sind. 
Solche  Punkte  nennt  man  bekanntlich  zwei  in  Bezug  auf  einen  Kreis 
vom  Radius  e  conjugirte  Punkte,   und  ich  will  die  Conoide,  auf  denen 
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diese  Punkte  liegen,  welche  also  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  ihre 
Parameter  ©  und  n  —  co  sind,  analog  zwei  in  Bezug  auf  einen  Kreis  con- 
jugirte  Conoide  nennen.  Eine  bemerkenswerthe  Eigenschaft .  derselben 
folgt  zu  Schluss  des  §  7. 

§  3.   Allgemeinste  Gleichung  von  Ebenen. 

Die  bis  jetzt  gewonnenen  Resultate  sind  noch  einer  weiteren  Ver- 
allgemeinerung fähig.  Wir  hatten  sie  abgeleitet  aus  der  Bedingung ,  dass 
die  Isogreene  durch  den  Pol  A'  und  einen  beliebigen  Punkt  der  Kngel- 
oberfläche  gehen  sollte.  Lässt  man  andererseits  die  Isogreene  durcb  den 
Nullpunkt  und  einen  beliebigen  Raumpunkt  gehen,  so  erhält  man  noch 
allgemeinere  Resultate.  In  diesem  Falle  mu6s  die  Isogreene  den  Gleich- 
ungen  1)  und  4)  des  §  1  gleichzeitig  genügen,  woraus  sich  ergiebt 


1 )  cos  i  &t  —  cos  w4    cos  i  &m  +  cos  (om 

sin  ö>i  cos  (q>i  —  q>m)  2  sin  com 


=  1. 


cos  i  &t  —  COS  G>4        cos  i  &m  +  COS  0)m 

Geht  aber  die  Isogreene  durch  den  Nullpunkt  und  einen  beliebigen  Raum- 
punkt, so  muss  der  Punkt  in  einer  Ebene  liegen,  welche  senkrecht  auf 
der  Ebene  q>m  =  Const.  steht,  in  einem  gewissen  Abstände  vom  Nullpunkte 
(in  §  1  war  dieser  Abstand  =  0)  die  Axe  schneidet  und  in  einem  ge- 
wissen Winkel  ty  gegen  dieselbe  geneigt  ist.  Bezeichnet  man  den  Win- 
kel, in  welchem  rmi  d.  i.  die  Entfernung  des  Punktes  m  vom  Nullpunkte, 
gegen  die  Axe  geneigt  ist,  mit  g,  denjenigen,  in  welchem  die  durch  1) 
dargestellte  Ebene  gegen  dieselbe  geneigt  ist,  mit  ty  und  den  Abstand 
des  Schnittpunktes  der  Ebene  mit  der  Axe  vom  Nullpunkte  oC  mit  /?, 
so  ist  (Fig.  3) 

2)  %  =  t//  —  y    Und    rm  =  2j»  COS%. 

Betrachtet  man  andererseits  rm  als  Entfernung  zwischen  dem  Nullpunkte 
und  dem  Punkte  (om&m(pm,  so  ist 

3) 

daher 

4)  — 

2  P  cos  %      j/cos  i  #m  +xos  a>m 

sc  u 

Nun  ist,  wie  vorher,   cosx  =  —  und  sm^=— ,  woraus  sich,  wenn  man 

für  xmy  ym  ihre  Werthe  in  dipolaren  Coordinaten  nach  §1,6)  einsetzt,  nach 
einigen  Rechnungen  unter  Benutzung  von  4)  ergiebt 

5}  3i*i»ifl„       =  e 

cosi#m+cos<om      p  ' 


rm 

e}/cosi&m 

+  cosmm 

]/cosi9m 

—  cos  com 

e 

__]/cosidm 

—  COSmm 

6) 


Von  Dr.  6.  Leonhardt.  353 

2  sin  a>m  e  tag%  e  costy 


cos  i  &m  +  cos  a)TO  p  p  sin  t/; 

Setzt  man  diese  Werthe  in  3)  ein,  bezeichnet  cot&L<pL  allgemein  mit  codqp 
und  (jpffl  mit  qp',  so  ist 

_v  1  sin  i  &  sin  ty  —  sin  cd  cos  (q>  —  9') p 

(cos  t  O  —  cos  co)  sin  1//  e 

die  Gleichnng  einer  auf  der  Ebene  <p'=  Const.  senkrecht  stehenden ,  im 
Abstände  p  vom  Nullpunkte  die  Axe  schneidenden  und  im  Winkel  ty 
gegen  dieselbe  geneigten  Ebene. 

Man  kann  diese  Gleichung  auch  direct  aus  den  rechtwinkligen  Co- 
ordioaten  ableiten.  Geht  nämlich  unter  Zugrundelegung  eines  rechtwink- 
ligen  Coordinatensystems  die  Isogreene  durch  den  Nullpunkt  und  einen 
beliebigen  Raumpunkt  x1ylz1,  so  folgt,  wenn  man  mit  xyz  einen  Punkt 
der  durch  7)  dargestellten  Ebene  bezeichnet, 

««  +  »•+*»  =  (o:-a-x)»+(y-y1)«  +  (*-«1)» 
oder,  wenn  wir  die  Entfernung  des  Punktes  xlylz1  vom  Nullpunkte  mit 
rk  bezeichnen, 

r  * 

-5-  =  **!  +  «!  +  *  V 
Nun  ist  aber 

xx  =  rx  cos  %,     yl  =  ri  sin  1  cos  <pt,     zt  =  rx  sin  %  sin  q>x . 
Setzt   man   dies   ein   und  bedenkt,    dass  ebenso   wie  vorher  rx  =  2p  cos% 

und  2  =  ij/  —  --  ist,  so  ergiebt  sich 

p  sin  tp  =  x  sin  ty  —  y  cos  ty  cos  q>x  —  z  cos  ip  sin  <p% , 
und  setzt  man  hierin  noch  für  xyz  ihre  Werthe  in  dipolaren  Coordinaten 
nach  §  1,  6),  so  geht  die  Formel  in  7)  über. 

Von  der  Gleichung  7)  können  jetzt  dieselben  Specialfälle,  wie  in  den 
analogen  Formeln  des  §  1  in  Betracht  gezogen  werden.  Wird  in  7) 
<p/=  0  oder  =tc,  so  ist 

8)  (  1  sin  i  #  sin  ty  +  sin  o  cos  \\>  cos  <p  p 

9)(  (cositf  —  cos  (o).  sin  y  e 

die  Gleichung  einer  auf  der  oberen ,  resp.  unteren  Halbebene  der  Zeich- 
nung senkrecht  stehenden,  im  Abstände  p  vom  Nullpunkte  die  Axe 
schneidenden  und  im  Winkel  ty  gegen  dieselbe  geneigten  Ebene. 

Wird    in  7)    <p'=  ^    oder  =  — ,  so  ist 

1 0)  |  1  sin  i&  sin  ty  +  sin  (ocosty  sin  tp  __  p 

lt)(  (cosi&  —  cosa>)  siny  e 

die  Gleichung  einer  durch  die  im  Abstände  p  vom  Nullpunkte  zur  Sym- 
metrielinie parallele  Gerade  hindurchgehenden  und  im  Winkel  V  gegen 
die  Axe  geneigten  Ebene. 
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Wird  in  den  letzten  vier  Formeln  noch  <p  =  0,  so  ist 

8  a) )  t  sin  i&  sin  i/;  +  sin  co  cos  tp        p 

9  a)  f  (cos  i  d  —  cos co)  «n  ^  e 

die  Gleichung  einer  in  der  oberen,  resp.  unteren  Halbebene  der  Zeich- 
nung im  Abstände  p  vom  Nullpunkte  die  Axe  schneidenden  und  im 
Winkel  ty  gegen  dieselbe  geneigten  Geraden,  und 

10a) )  isinift        __p 

11  a)  (  cos i&  —  cos co  "~  e 

die  Gleichung  einer  im  Abstände  p  vom  Nullpunkte  zur  Symmetrielinie 
parallelen,  d.h.  auf  der  Axe  senkrechten  Geraden. 

Bemerkt  man  noch,  dass  man  die  Gleichungen  8a)  und  9a)  auch 
direct  aus  7)  ableiten  kann,  indem  man  dort  g>  mit  tp  zusammenfallen 
lässt,  so  erhält  man  dort,  analog  wie  dieselben  Formeln  des  §  1,  nicht 
nur  gerade  Linien,  sondern  auch  die  durch  Rotation  derselben  um  die 
Axe  entstehenden  Baumgebilde  darstellten,  das  Resultat,  dass  die  Gleich- 
ung 8  a)  mit  Rücksicht  auf  das  Vorzeichen  von  ty  einen  Kegel  mit  der 
Oeffnung  2ip,  dessen  Spitze  in  der  Entfernung  p  vom  Nullpunkte  auf 
der  Axe  liegt,  und  10a)  eine  im  Abstände  p  vom  Nullpunkte  auf  der 
Axe  senkrecht  stehende  Ebene  darstellt,  und  zwar  ist  in  8a),  analog 
wie  vorher,  das  ty  für  Punkte  oberhalb  der  Axe  positiv  und  für  Punkte 
unterhalb  derselben  negativ  zu  nehmen. 
Wird  in  der  Gleichung  des  Kegels 

i  sin  i  &  sin  tf>  —  sin  co  cos  ty p 

(cos  i l&  —  cos  w)  sin  ty  e 

t(/  =  Ü  oder  =7t,  so  erhält  man  wieder 

13)  sinm  =  0 

Tt 

als  Gleichung  der  Axe;  wird  in  12)  t/;=  — ,  so  ist  wieder 

'  costfr  —  cos  io      e 

die  Gleichung  einer  im  Abstände  p  vom  Nullpunkte  auf  der  Axe  senk- 
recht stehenden  Ebene.  Die  Gleichungen  10  a)  und  14)  bedeuten  näm- 
lich nichts  Anderes,  als  oc  =  Const.  =  p. 

Analog  wie  die  Formeln  des  §  1  im  §  2  eine  Verallgemeinerung 
erfuhren,  kann  auch  hier  die  Formel  12)  noch  dahin  erweitert  werden, 
dass  sie  nicht  nur  einen  Kegel,  sondern  ausserdem  noch  ein  Conoid  oder 
eine  Kugel  darstellt,  je  nachdem  %>,  co  oder  &  als  constant  betrachtet 
wird.  Doch  ist  zu  bemerken,  dass  ebenso,  wie  im  Gegensatz  zu  §  2 
die  Spitze  des  Kegels  nicht  im  Nullpunkte,  sondern  in  einer  Entfernung 
p  von  demselben  auf  der  Axe  liegt,  so  auch  das  durch  12)  dargestellte 
Conoid  oder  bei  constantem  &  die  Kugel  auf  ein  dipolares  Coordinaten- 
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System'  bezogen  ist,  dessen  Nullpunkt  in  der  Entfernung  p  von  dem 
Nullpunkte*  des  ursprünglichen  Coordinatensystems  auf  der  gemeinsamen 
Axe  liegt. 

Die  Formeln  dieses  Paragraphen  enthalten  die  des  §  1  bereits  in 
sich;  denn  man  braucht  nur  p  =  0  zu  setzen,  um  die  analogen  Gebilde 
des  §  1  zu  erhalten. 


§  4.   Gleichungen  von  Ebenen,  welohe  durch  die  Pole  gehen. 

Diese  erhalten  vir  aus  den  Formeln  des  vorigen  Paragraphen ,  wenn 
wir  in  ihnen  p=  +  e  setzen.  Ist  p  =  —  e,  so  gehen  die  Gebilde  durch 
den  Pol  A,  und  es  lassen  sich  die  Formeln,  wenn  man  bedenkt,  dass 
cosid  +  i sini&  =  e~9  =  X  ist,  in  folgende  umwandeln  (die  gleichbezeich- 
neten Formeln  beziehen  sich  anf  die  analogen  Gebilde  des  vorigen  Pa- 
ragraphen) : 

7)  ktag\l>  =  cos  ra  tag  ty  -f  sin  ra  cos  (q>  —  qf) , 

8)J 
'  \  k  lagty  =  costa  tagfy  +  sin  cd  cosq>, 

A  ktagty  =  cosco  lagty  +  sin  w  sin  q> , 

x  >  k  tag ty  =  cos a  tagty  +  sin  m , 

9a)  | 

10a)  ( 

11.)  i  k=C0SC0' 

Die  Gleichung  8  a)  stellt  also  einen  Kegel  mit  der  Oeffnung  2tp  dar, 
dessen  Spitze  im  Pole  A  liegt.  Man  kann  dieser  Gleichung  auch  die 
Form  geben 

X  sin  t//  =  cos  <o  sin  tf;  +  sin  co  cos  ty , 
d.h. 

smy 
welche  Gleichung   für   ip  =  -^-  in  10a)    übergeht;    man   kann  Formel  12) 

auch  direct  au6  der  Figur  ablesen.     Es  ist  nämlich  (Fig.  4) 

AC      sinAA'C      sinty  +  o) 
~~  CA'  ~~  sin  CA  Ä  ~~       sin  # 
Setzt  man  in  denselben  Formeln  des  §  3  /?  =  +  £,  so  gehen  die  Ge- 
bilde durch  den  Pol  -/,  und  zwar  ergiebt  sich,  wenn  man  bedenkt,  dass 

cosi&  —  isini&  =  e9  =  —  ist,  als  allgemeinste,  der  Gleichung  7)  des  §3 

für  p  =  e  entsprechende  Gleichung 


tagty  .  ,  , 

-— —  i=  cos  co  tag  i/;  —  sin  co  cos  (cjp  —  q> ) , 


23« 
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woraus  man  durch  Specialisiren  wiederum  die  analogen  Gebilde  erhalt. 
Im  Besondern  wird  für  qp  =  qp'  die  Gleichung  eines  Kegels  mit  der  Oeff- 
nung  2if/,  dessen  Spitze  im  Pole  Ä  liegt, 

sin  ty 

=  cos  oo  stn  tf>  —  stn  co  cos  ty 

oder 

•  1       sinty-m) 

welche  Formel  ebenfalls  direct  aus  der  Figur  abgeleitet  werden  kann  and 
für  t(>  =  —  in  die  Gleichung  einer  im  Pole  Af  auf  der  Axe  senkrecht 
stehenden  Ebene  übergeht 

14)  y  =  cosa>. 

§  5.    Gleichung  von  Ebenen,  welche  der  Axe  parallel  laufen. 

Diese  erhält  man  aus  den  Gleichungen  des  §  3,  wenn  man  in  ihnen 

ty  =  n  setzt  und  gleichzeitig  p  zu  oo  werden  lässt.     Bedenkt  man  noch, 

dass  p  sinty  das  vom  Nullpunkte  auf  die  Ebene  gefällte  Loth  p  darstellt, 

so  ist  '      f  ,\         , 

stn  co  cos(q>—<p)  p 

'                                           cosi&  —  cosm  e 

die  Gleichung   einer  auf  der  Ebene  q>'=  ConsL  senkrecht  stehenden  und 
im  Abstände  p    von  der  Axe  mit  ihr  parallel  laufenden  Ebene. 
Wird  in  1)  <p'=0  oder  =tt,  so  ist 
2)  {  sin  mcoscp p 


3)(  cosi&—  cosm      ~~  e 

die  Gleichung  einer  auf  der  oberen,  resp.  unteren  Halbebene  der  Zeich- 
nung senkrecht  stehenden  und  im  Abstände  p'  resp.  — p  von  der  Axe 
mit  ihr  parallel  laufenden  Ebene;  diese  Gleichung  bedeutet  nämlich  nichts 
Anderes,  als  y  =  Const.=*  +  p'. 

*  Wird   in  1)   <p  =-—  oder  =  -^-  ,  so  ist 

4)  {  sin  cd  sin  q>  p' 


5)  j  cosi&  —  cosa>      —  e 

die    Gleichung    einer    auf    der    Ebene    <p'=^   resp.    <p'=—     senkrecht 

stehenden  und  im  Abstände  p'  resp.  —  p'  von  der  Axe  mit  ihr  parallel 
laufenden  Ebene;  diese  Gleichung  bedeutet  nämlich  nichts  Anderes,  als 
:=  Consl.  =  +p'. 

Wird  in  2)  und  3)  noch  <p  =  0,  so  ist 
2a)J  sin  w  // 


3a)  | 


cosid  —  cosm      —  e 
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die  Gleichung  einer  im  Abstände  +p  von  der  Axe  mit  ihr  parallel 
laufenden  Geraden.  In  den  Gleichungen  4)  und  5)  kann  tp  nicht  0 
werden.     Denn  die  durch  diese  Gleichungen  dargestellten  Ebenen  stehen 

senkrecht  auf  den  Ebenen   cp'=-~-  resp.  =  -ö~»  d.  h.  laufen  parallel  den 

Ebenen  q>  =  0  resp.  q>  =  it. 

Schliesslich  erhalten  wir,  analog  wie  früher,  das  Resultat,  dass  die 
Gleichung 

6)  SinG>        =P' 

cosid1  —  cos  cd      e 

nicht  nur  eine  im  Abstände  p  von  der  Axe  mit  ihr  parallel  laufende 
Gerade,  sondern  auch  das  durch  Rotation  dieser  Geraden  um  die  Axe 
entstehende  Raumgebilde  darstellt.  Die  Formel  6)  ist  also  die  Gleich- 
ung eines  Kreiscylinders  mit  dem  Radius  //,  dessen  Axe  mit  der  Axe 
des  Coordinatensystems  zusammenfällt,  und  zwar  ist  p  für  Punkte  ober- 
halb der  Axe  positiv  und  für  Punkte  unterhalb  derselben  negativ  zu 
nehmen. 

Setzt  man  in  den  Gleichungen  dieses  Paragraphen  wieder  p'=  +  e, 
so  erhält  man  die  analogen  Gebilde  im  Abstände  +  e  von  der  Axe,  und 
führt  man  alsdann  für  &  sein  äquivalentes  l  ein,  so  erhält  man  analoge 
Formeln  wie  in  §  4;  z.  B.  wird  die  Gleichung  des  Kreiscylinders  mit  dem 
Radius  e  • 

7)  X*-2k[sinm  +  cosa>]+l  =  0 
und  hieraus 

8)  A  =a  sin  co  +  cos  od  +  Ysin  2  cd, 

und  zwar  gilt,  wie  auch  die  Figur  lehrt,  wenn  Xx  und  A8  die  Wurzeln 
dieser  Gleichung  sind,  die  Beziehung  ki.X2~l. 

§  6.   Die  #-Coordinate  des  Projectionspunktes. 

Wird  ein  beliebiger  Punkt  B  auf  die  Axe  zum  Punkte  C  projicirt,  so 
bietet  sich  sofort  die  Aufgabe  dar,  die  $-Coordinate  dieses  Projections- 
punktes durch  diejenige  des  projicirten  Punktes  auszudrücken. 

Da  der  projicirte  und  der  Projectionspunkt  immer  in  einer  Ebene 
liegen,  so  fällt  die  Abhängigkeit  der  fraglichen  Ausdrücke  von  dem  Azi- 
muth  fort  und  wir  können  uns  daher  auf  die  Ebene  beschränken.    Sind 

nun  #co  die  Coordinaten  des  gegebenen  und   ^11a>l^=       diejenigen   des 

Projectionspunktes,  so  ist,  da  beide  Punkte  gleiches  x  besitzen,  nach 
§  1,  6) 

isinid       __      isini&i     (+1*  wenn  #j  innerhalb  ÄÄy 
'   cos i&  — cosa>      cosi^  +  1  J  —  1 ,  wenn  es  ausserhalb  Ad  liegt. 
Eine  der  Form  nach  von  dieser  verschiedene  und  zugleich  der  geq 
metrischen  Construction  zugängliche  Relation  zwischen  den  #- Coordinaten 
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beider  Punkte  erhält  man  auf  folgende  Weise.     Ist  k  die  fr-  oder  A-Co- 

ordinate  des  gegebenen  und  kt  diejenige  seines  Projectionspunktes,  so  ist 

(Fig.  5) 

AB  AC 

1  = 

Ferner  ist 


i  = 

bA* 

Xl~-CA" 

cosn  = 

AC 

= Aß 

e  +  x 

"Tb 

CO*  CO  = 

AC 
AB 

e  —  x 
AB 

COS  tu 
cos  CO 

AC 
AB 

AB     e+x  Al 
AC      e  —  x  AI 

*i  = 

e+x 
e—x* 

und  hieraus 


Führt  man  jetzt   für  x  seinen  Ausdruck   in   dipolaren  Coordinaten 
nach  §  1,  6)  und  alsdann  für  fr  sein  äquivalentes  k  ein,  so  ergiebt  sich 
2  __  k*-kcosa> 

}  l        l-kcosa>  * 

welche  Gleichung  die  A-Coordinate  des  Projectionspunktes  durch  die- 
jenige des  projicirten  Punktes  ausdrückt.  Liegt  im  Besondern  der  ge- 
gebene Punkt  auf  einer  Kreisperipherie,  d.  h.  wird  sein  co=-^-,  so  ist 

3)  it  =  A» 
oder 

4)  fr,  =  2fr. 

Construirt  man  ferner  den  fr- Kreis,  auf  dem  der  gegebene  Punkt  B 
liegt,  und  ist  D  sein  Mittelpunkt,  so  läset  sich  geometrisch  leicht  zeigen 
(der  Beweis  für  einen  speziellen  Fall  folgt  sogleich),  dass  auch  die 
l - Coordinate  A  dieses  Mittelpunktes  =  k*  ist;  daher 

5)  kx  =  A, 

d.  b.:  Der  Projectionspunkt  eines  Punktes  B  der  Kreisperipherie  co=^- 

und  der  Mittelpunkt  des  fr- Kreises,  auf  dem  B  liegt,  liegen  auf  dem- 
selben fr -Kreise,  d.  h.  bilden  mit  den  Polen  A  und  A  vier  harmonische 
Punkte. 

Die  Gleichung  5)  kann  auch  geometrisch  abgeleitet  werden.  Ist  C 
ein  beliebiger  Punkt  zwischen  A  A\  errichtet  man  in  C  ein  Loth ,  welches 
den  über  AA  beschriebenen  Halbkreis  in  B  trifft,  legt  in  B  an  denselben 
eine  Tangente,  welche  die  Axe  in  D  trifft,  so  soll  geometrisch  bewiesen 
werden,  dass  C  und  D  in  Bezug  auf  A  und  A  zwei  harmonische 
Punkte  sind. 

Aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ACB  und  CBA  folgt  nämlich 


6)  BA      CA     CB 
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BA      CB       AC 


und  aus  der  Aehnlichkeit  der  Dreiecke  ABC  und  ÄBD  folgt 

BA  _DB      DA 
BÄ'~~DÄ'~~DB' 


7) 
folglich  aus  6) 


und  aus  7) 


BA\*_JC 


(■ 

AC      -JI>      A    h     1   -A 
—,     -jj,   d.h.  Xt-A, 

und  unter  Berücksichtigung  der  Vorzeichen,  da  DA  den  übrigen  drei 
Strecken  entgegengesetzt  gerichtet  ist, 

CA  Ä      ZÖ* 

§  7.   Harmonisehe  Strahlen. 
Die  Gleichung  §  3,  12) 

t  sin  i&  sin  ty  —  sin  oa  cos  tf; p  sin  ty 

cosi'0  —  costo  ~~~      e 

betrachte  man  als  Gleichung  einer  im  Abstände  p  vom  Nullpunkte  die 
Axe  schneidenden  und  im  Winkel  ip  gegen  dieselbe  geneigten  Geraden. 
Doch  ist  zu  beachten,  dass  Alles,  was  hier  von  geraden  Linien  gilt, 
auch  von  den  durch  Rotation  dieser  Geraden  um  die  Axe  entstehenden 
Kegeln  gilt.  Schneidet  eine  zweite  Gerade  die  Axe  im  Abstände  pl  vom 
Nullpunkte  und  ist  sie  im  Winkel  t^  gegen  dieselbe  geneigt,  so  ist  ihre 
Gleichung 

t  sin  i  O  sin  fy  —  sin  <o  cos  tf/t  _  px  sin  t^t 

cosiO"—  cos  co  e 

Multiplicirt  man  nun  1)  mit  m,  2)  mit  n  und  addirt,  so  ist  die  ent- 
stehende Gleichung  wiederum  die  Gleichung  einer  Geraden,  welche  durch 
den  Schnittpunkt  der '  beiden  ersten  hindurchgeht,  die  Axe  in  einem 
Abstände  ps  vom  Nullpunkte  schneidet  und  im  Winkel  ty%  gegen  dieselbe 

geneigt  ist,  und  zwar  ist 

msinib  +  nsinty* 

3)  tagif>9  = ^-4 ^—  , 

7  *    *         mcosy  +  ncostyi 

__fnp  sinty  +  *Pi  sinyt 

'  %  ~~     m  siny  +  n  sintyx 

Der  Quotient   —  ist  bekanntlich  nichts  Anderes,  als  das  Verhältniss 
der  Lothe,   welche  von   einem  Punkte  der  Geraden  ty9—ConsL  auf  die 
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beiden  ersten  Geraden  gefällt  sind.  Ist  endlich  bei  einer  vierten  Ge- 
raden (tf;3=  Const.)  das  Yerhältniss  dieser  Lotbe  = ,  so  ist  diese  be- 
kanntlich der  in  Bezng  anf  die  Strahlen  ty  =  Const.  nnd  fy  =  ConsL  als 
Grundstrahlen  auf  den  "Strahl  ty2=  Const.  bezogene  vierte  harmonische 
Strahl,  und  zwar  ist,  wenn  letzterer  die  Axe  im  Abstände  p5  vom  Null- 
punkte schneidet  und  im  Winkel  %  gegen  dieselbe  geneigt  ist, 

m  sin  ty  —  n  sin  tf/x 


5)  tag  %  = 


m  cos  tf)  —  n  cos  tj;l 


mp  sinty  —  npyStnH}. 

b)  Po  = : — — ; . 

m  sinty  —  n  sin  tpl 

Da  die  beiden  letzten  Strahlen  sich  nur  darin  von  einander  unter- 
scheiden ,  dass  das  n  des  ersten  entgegengesetzt  gleich  dem  n  des  zweiten 
ist,  so  ergiebt  sich  die  einfache  Construction  des  vierten  harmonischen 
Strahles.  Man  fälle  von  einem  Punkte  des  dritten  Strahles,  zu  dem  der 
vierte  harmonische  gesucht  wird,  die  beiden  Lothe  auf  die  Grundstrahlen, 
verlängere  das  eine  über  einen  Strahl  hinaus  um  sich  selbst  und  ziehe 
durch  den  Endpunkt  eine  Parallele  zu  diesem  Strahl.  Zieht  man  ferner 
durch  den  Punkt  des  dritten  Strahles,  von  welchem  die  beiden  Lothe 
gefällt  sind,  eine  Parallele  zu  dem  andern  Grundstrahl  und  verbindet 
den  Schnittpunkt  beider  Parallelen  mit  dem  gemeinsamen  Schnittpunkte 
der  drei  Strahlen,  so  ist  dieser  Strahl  der  vierte  harmonische. 

7t 

Wird  tj/=xr,  1^=  —  ,  d.  h.  sind  die  beiden  Grundstrahlen  1)  die 
Axe  nnd  2)  eine  auf  der  Axe  im  Mittelpunkte  des  Strahlen büscbels  er- 
richtete Senkrechte,  so  ist  tag  ij;2  =  —   und  tagy^  — >  also  ^3  =  ^— ^2» 

d.  h. :  Stehen  die  beiden  Grundstrahlen  aufeinander  senkrecht  und  ist  der 
dritte  Strahl  in  einem  Winkel  et  gegen  einen  derselben  geneigt,  so  ist 
der  vierte  harmonische  Strahl  in  einem  Winkel  (—  a)  gegen  denselben 
Strahl  geneigt. 

Wird  p  =  Pj ,  d.  h.  liegt  der  Schnittpunkt  der  beiden  Grundstrahlen 
auf  der  Axe,  so  wird  auch  p3  =  p2  =  pl=py  d.  h.  der  Mittelpunkt  des 
Strahlenbüschels  liegt  auf  der  Axe.  Fällt  dieser  ferner  mit  den  Polen 
Ä  oder  A  zusammen,  was  für  p  =  +e  der  Fall  ist,  so  hat  man  vier 
harmonische  Strahlen  in  den  Polen  A'  oder  A  als  Mittelpunkt,  welche  in 
gewissen  Winkeln  tf>,  1/^,  ^2,  t/^  gegen  die  Axe  geneigt  sind.  Construirt 
man  jetzt  zu  jedem  dieser  Strahlen  das  zugehörige  Conoid,  d.  h.  con- 
struirt Conoide  derart,  dass  die  Tangenten  in  den  Polen  A1  oder  A  an 
dieselben  vier  harmonische  Strahlen  bilden,  sind  ferner  a>  und  a>j  die 
Parameter  zweier  solcher  Conoide,  welche  den  beiden  Grundstrahlen  ent- 
sprechen, und  ist  Q)2  der  Parameter  eines  dritten  Conoide  derart,  dass 
das  Verhältniss  der  Lotbe  von  einem  Punkte  der  Tangente  dieses  Conoide 
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auf  die  Tangenten  der  beiden  anderen  Conoide  gefällt  =—  ißt,   so  ist 

nach  3) 

_x  »i  sin  a>  +  w  **w  ö>i 

7)  /^ajg  = l- 

m  cos  (ü  +  n  cos  Wj 

und  es  bestimmt  sieb  schliesslich  der  Parameter  o3  desjenigen  Conoids, 
dessen  Tangente  in  Bezng  anf  die  des  Conoids  g>2=Co«s/.  mit  den  Tan- 
genten an  die  beiden  ersten  Conoide  als  Grundstrahlen  den  vierten  har- 
monischen Strahl  bildet,  nach  der  Formel 

m  sin  to  —  n  sin  cd. 


8)  iago^-. 


^ 

m  cos  cd  —  n  cos  a>x ' 


Wird   hier   co=jrf   fi>,  =  ir,   so   ist   wieder    faoa>9=  —   nnd   ta</a>ft= — , 

d.  h.  oo3==7c  — o)2.  Es  ist  aber  in  §  2  gezeigt  worden,  dass,  wenn  zwei 
Punkte  auf  einer  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Geraden  die  co-Co- 
ordinaten  <a  und  7t— cö  besitzen,  sie  in  Bezug  auf  einen  Kreis  vom 
Radius  e  conjugirt  sind,  und  die  Conoide,  auf  denen  diese  Punkte  lagen, 
waren  zwei  in  Bezug  auf  den  Kreis  conjugirte  Conoide  genannt  worden. 

Da   nun   hier  das  eine  Conoid  g>=  ~    der   Kreis   vom    Radius   e  ist,   so 

erhält  man  den  Satz: 

Besitzen  zwei  Conoide  die  Eigenschaft,  dass  das  Product  aus  den 
Strecken ,  welche  sie  auf  einer  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Geraden 
abschneiden,  =e*  ist,  so  bilden  die  Tangenten  in  den  Polen  an  diese 
Conoide  in  Bezug  auf  die  Axe  und  der  in  den  Polen  auf  ihr  errich- 
teten Senkrechten  als  Grundstrahlen  vier  harmonische  Strahlen ; 
oder  kürzer: 

Die  Tangenten   in   den  Polen  an  zwei  in  Bezug  auf  einen  Kreis 
vom  Radius   e  conjugirte  Conoiden   bilden   mit   der  Tangente  an  den 
Kreis  und  der  Axe  als  Grundstrahlen  vier  harmonische  Strahlen. 
Da   die  Gleichung  1)    dieses  Paragraphen,   von   der  wir   ausgingen, 
nicht   nur   eine  Gerade,    sondern   auch  einen  Kegel  darstellt,   so   gelten 
die   erhaltenen  Resultate  auch   von   den   durch  Rotation   dieser  Geraden 
um  die  Axe  entstehenden  Kegeln.     Harmonische  Kegel  sind  also  solche, 
welche  die  Eigenschaft  besitzen,  dass  beim  Schnitt  derselben  durch  eine 
beliebige   Ebene   q>  =  ConsU  in   letzterer  vier  harmonische  Strahlen   ent- 
stehen. 

§  8.  Schlussbemerkungen. 

Die  hier  abgeleiteten  Relationen  sind  natürlich  nicht  die  einzigen, 
welche  sich  auf  die  angewandte  Weise  unter  Benutzung  des  Begriffes 
der  Isogreene  ableiten  lassen.  Ein  näheres  Eingehen  auf  diesen  Punkt 
würde  aber  die  Grenzen  dieser  Arbeit  überschreiten.     Bemerken  will  ich 
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noch,  dass  bei  der  Aufgabe,  die  dipolaren  Coordinaten  der  Schnittpunkte 
zweier  Gebilde  zu  berechnen,  sich  bemerkenswerte  Relationen  ergeben, 
und  ich  will  zum  Schluas  noch  kurz  die  Coordinaten  des  Schnittpunktes 
einer  durch  den  Nullpunkt  gehenden  Geraden  mit  einer  im  Abstände  e 
von  der  Axe  mit  ihr  parallel  laufenden  Geraden  ableiten. 

Die  Gleichungen  dieser  Gebilde  sind  nach  §  1,  12)  und  §  5,  7) 

1)  i  sin  i  #  sin  fy  —  *i>i  cd  cos  ty  =  0 , 

2)  a2  -  2X[sina>+  cos  cd]  +  1=0. 

Führt  man  auch  in  1)  für  #  sein  äquivalentes  a  ein,  so  ergiebt  sich 

3)  A*  —  2  A  sin  cd  ctg  y  —  1  =  0. 

'  Sind  ax  und  l2  die  Wurzeln  dieser  Gleichung,  so  folgt  kimXs^= — 1, 
wobei  das  Minuszeichen  darauf  hindeutet,  dass  die  beiden  Punkte  der 
Geraden,  welche  zu  gleichem  cd  gehören,  auf  verschiedenen  Seiten  der 
Axe  liegen. 

Die  A-Coordinate   des   Schnittpunktes  der   Gleichungen  2)  und   3) 
muss  beiden  Gleichungen  genügen,  woraus  unmittelbar  folgt 

4)  iagca=2tag*ip. 

Bringt  man  ferner  die  beiden  Gleichungen  auf  die  Formen 
2a)  a*  -  2a  cosm[l  +  lag  <o]+l  =  0, 

3a)  A8—  2Xco$co  tagcoctgy  —  1  =  0 

und  setzt  für  tagco  seinen  Werth  nach  4),  so  erhält  man  nach  einigen 
kleineren  Rechnungen 

f  __  1+2  tag*  j>  + 2  tag ty _  1  +  sin*ij>  +  sin2ty 
'  ""1  +  2  tag*  ^  —  2  tag  ^  ~~  1  +"««**  —  'sin  2 ty ' 

d.  h.  die  a>-  und  A-Coordinate  des  Schnittpunktes  beider  genannten  Ge- 
raden bestimmen  sich  nach  den  Formeln  4)  und  5). 

Auf  ähnliche  Weise  ergeben  sich  die  o-  und  a  -  Coordinaten  des 
Schnittpunktes  einer  durch  den  Pol  A  gehenden  und  im  Winkel  ty  gegen 
die  Axe  geneigten  Geraden  mit  einer  im  Abstände  e  von  der  Axe  mit 
ihr  parallel  laufenden  Geraden  aus  den  Formeln 

2  sin*ty 


6)  taga- 

7)  A*  = 


1  —  sin  2  fy 
1 


1  —  2  sin  2  ty  +  4  sin2  y  * 
Durch  analoge  Verfahrungsweisen   erhält  man   die  Coordinaten  der 
Schnittpunkte  zweier  beliebiger  Gebilde. 
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XX.   Die  Wechselbeziehung  zwisohen  einem  Satze  von  Chasles  und 
von  Steiner  nebst  einigen  daraus  fliessenden  geometrischen  Relationen. 

Steiner  hat  bewiesen,  dass  zwei  Tripel  eines  Kegelschnittes  in 
einem  Kegelschnitt  enthalten  sind,  nnd  Chasles,  dass  ein  Paar  von  je 
drei  Punkten  eines  Kegelschnittes  stets  als  Tripel  eines  Kegelschnittes 
aufgefasst  werden  können.  Der  Znsammenhang  dieser  Sätze  stellt  sich 
in  folgender  einfachen  Form  dar: 

Sind  <c  =  0,  y  =  0,  2  =  0  drei  Gerade,  deren  gegenseitige  Durch- 
schnitte drei  Punkte  bestimmen ,  so  ist  jeder  Kegelschnitt ,  welcher  durch 
diese  Punkte  hindurchgeht,  in  der  Form  enthalten  xyl+yzm  +  zxn  =  0. 
Führt  dieser  Kegelschnitt  durch  die  Ecken  eines  Dreiecks,  welches  durch 
die  Geraden  £  =  0,  17  =  0,  {=0  bestimmt  ist,  so  muss  er  auch  in  der 
Form  £rjL  ■}-  rj£M  +  ££N  =0  darstellbar  sein.  Es  muss  also  die  eine 
Form  in  die  andere  durch  die  lineare  Substitution 

*  =  «iS  +  M  +  ri£,   y-=«i!  +  M  +  y2{;,   *  =  «s«  +  Ai  +  7st 

transformirbar  sein,  und  das  erfordert 

Es  ist  demnach  die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Paar  von  je  drei  Punkten 
in  einem  Kegelschnitt  enthalten  sei,  ausdrückbar  durch 

YiYv  Y*Yz>  YsYi 
Sollen  andererseits  die  durch  x—0,  y  =  0,  2  =  0  beschriebenen 
Punkte  Tripel  eines  Kegelschnittes  sein,  so  muss  derselbe  sich  in  der 
Form  darstellen  x*a  +  y2b  +  z*c  =  0.  Bilden  für  diesen  Kegelschnitt  auch 
die  Punkte,  welche  durch  £  =  0,  17  =  0,  £=0  ihrer  Lage  nach  gegeben 
sind,  ein  Tripel,  so  muss  dieser  Kegelschnitt  auch  in  der  Form  %% A 
-\-rfB  +  £2C=0  erscheinen  können.  Es  muss  demnach  durch  dieselbe 
linearfe  Substitution  jener  Form  in  diese  überführbar  sein,  und  das  ist 
nur  möglich,  wenn  folgende  Gleichungen  statthaben: 
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«1 

a% 

a3 

1 

1 

1 

ßl' 

A' 

A 

1 

1 

1 

> 

Yi 

Y% 

ys 

"ißia  +  «202*  +  «a/V  =  °i 

ßiYia  +  ßiYib  +  ßsY3c=z0> 

Yiaia  +  Y%*hb  +  Ys  «sc  =  °- 
Die  Bedingung   dafür   also,   dass   ein  Paar  von  je   drei  Funkten   Tripel 
eines  Kegelschnittes  sind,  spricht  sich  in  der  Gleichung  aus 

«101»     «2^2»     «303 

II)  ßiYn  ßsY**   ßsYs   =°- 

yian  Y*a*>  ys«3 

Vergleicht  man  die  Determinanten  I)  und  II),  so  erkennt  man  sie 
sofort  als  identisch,  sobald  man  aus  jeder  derselben  die  Factoren  cc1asa% 
ßiß%ß$Yx?%y*  heraushebt;  denn  jede  derselben  zerlegt  sich  in  ein  Product 
aus  diesen  Factoren  und  der  Determinante 

1       1       1 


III) 


Die  Bedingung  dafür,  dass  ein  Paar  von  je  drei  Punkten  Tripel 
eines  Kegelschnittes  sind,  ist  also  identisch  mit  der  Bedingung,  dass  ein 
Paar  von  je  drei  Punkten  in  einem  und  demselben  Kegelschnitt  enthal- 
ten ist.  Ist  jene  erfüllt,  so  ist  auch  diese  erfüllt,  und  umgekehrt,  findet 
diese  statt,  so  gilt  auch  jene;  der  eine  Gedanke  drückt  den  Satz  von 
Steiner  aus,  der  andere  den  von  Chasles. 

Ist  die  Determinante  III)  gleich  Null ,  so  ist  a:b:c  eindeutig  durch 
die  Substitutionscoefficienten  ausdrückbar,  d.  h.  ein  Paar  von  je  drei 
Punkten  auf  einem  Kegelschnitte  S  bestimmt  eindeutig  denjenigen  Kegel- 
schnitt K,  für  welchen  jenes  Paar  von  je  drei  Punkten  ein  Tripelpaar 
ist.  Zu  jedem  Punkte  p  auf  S  ordnet  der  Kegelschnitt  K  eine  reciproke 
Polare  P  zu,  welche  S  in  q  und  r  schneiden  möge.  Dem  Punkte  q  ent- 
spricht als  reciproke  Polare  in  Bezug  auf  K  die  Gerade  0,  diese  geht 
durch  p  und  schneidet  Pin  r19  so  dass  p,  q,  rt  ein  Tripel  für  K  bilden. 
Diese  drei  Punkte  müssen  also  mit  einem  der  obigen  coostituirenden 
Tripel  in  einem  Kegelschnitte  liegen;  da  dieser  aber  mit  S  fünf  Punkte 
gemein  hat,  nämlich  die  Punkte  eines  Tripels  nebst  p  und  q,  so  muss 
auch  rx  in  5  gelegen  sein,  d.h.  es  muss  r,  mit  r  zusammenfallen.  Wenn 
demnach  auf  einem  Kegelschnitte  S  zweimal  je  drei  Punkte  willkürlich 
angenommen  worden  sind,  so  lassen  sich  vermittelst  K  die  Punkte  von 
S  in  eindeutiger  Weise  zu  je  drei  Punkten  so  ordnen,  dass  je  ein  Glied 
des  Dreipunktsystems  ein  Tripel  für  K  ist. 

Polarisirt  man  dieses  Tripelsystem  auf  Ky  so  geht  jeder  Punkt  eines 
Tripels  in  die  ihm  gegenüberliegende  Tripeigerade  über,   es  transformirt 
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sich  also  jedes  Tripel  in  sich  selbst,  und  man  erkennt,  dass  jedes  Tripel 
einem  Kegelschnitt  S'  umgeschrieben  ist,  wo  &  das  polarische  Gebilde 
von  5  bedeutet. 

In  engem  Zusammenhange  hiermit  steht  ein  Satz  von  Poncelet. 
Wenn  nämlich  p,  q,  r  ein  Dreieck  bestimmen,  welches  S  eingeschrieben 
und  &  umgeschrieben  ist,  so  lassen  sich  von  einem  beliebigen  Punkte  px 
des  Kegelschnittes  S  zwei  Tangenten  an  &  ziehen,  welche  S  in  qi  und 
r±  schneiden;  die  drei  Punkte  pl%  gly  r2  aber  geben  mit  p,  #,  r  zusam- 
men Veranlassung  zu  einem  Kegelschnitte  K ,  für  den  sie  Tripel  sind. 
Diese  Tripel  sind  nach  Obigem  einem  Kegelschnitt  umgeschrieben,  und 
da  derselbe  mit  S'  fünf  Tangenten  gemein  hat,  so  ist  er  mit  S*  iden- 
tisch; also  ist  auch  das  Dreieck  px%  ?19  rx  dem  Kegelschnitt  &  um- 
geschrieben. Der  Poncelet 'sehe  Satz,  welcher  hiermit  begründet  ist, 
lässt  sich  demnach  mit  folgendem  Zusatz  aussprechen: 

Ist  ein  Dreieck  einem  Kegelschnitt  eingeschrieben  und 
einem  zweiten  Kegelschnitte  umgeschrieben,  so  lässt  sich 
von  jedem  Punkte  des  ersten  aus  ein  Dreieck  dem  einen  ein- 
und  dem  andern  umzeichnen,  und  alle  diese  Dreiecke  sind 
Tripel  eines  und  desselben  dritten  Kegelschnittes. 

Polarisirt  man  die  Schaar  der  Tripel,  welche  auf  S  gelegen  sind, 
auf  S  selber,  so  entsteht  eine  Schaar  Dreiecke,  welche  einem  Kegel- 
schnitte S"  eingezeichnet  sind.  Mit  Hilfe  dieses  Kegelschnittes  £"  kann 
man  zu  einem  beliebigen  Punkte  a  des  Kegelschnittes  S  die  beiden 
Punkte  b  und  c,  welche  mit  a  ein  Tripel  ausmachen,  wie  folgt,  bestim- 
men. Man  lege  in  a  an  S  die  Tangente  Ay  diese  schneidet  £"  in  zwei 
Punkten,  und  von  diesen  laufen  ausser  A  noch  zwei  Tangenten  B  und 
C  an  S;  diese  berühren  S  in  den  gesuchten  Punkten  b  und  c.  Nimmt 
man  im  Besondern  a  in  einem  Grundpunkte  von  S  und  S"  an,  so  über- 
zeugt man  sich  leicht,  dass  einer  der  beiden  Punkte  6,  c  mit  a  zusam- 
menfallt, d.  h,  die  Polare  von  a  in  Bezug  auf  K  geht  durch  a  selber, 
oder  a  ist  auf  K  gelegen.  Der  Kegelschnitt  K  gebt  demnach  durch  die 
vier  Grundpunkte  des  Büschels,  was  durch  S  und  S"  bestimmt  wird. 
Von  dieser  Eigenschaft  soll  noch  für  räumliche  Gebilde  eine  Anwendung 
gemacht  werden. 

Das  System  der  conjugirten  Durchmesser  einer  Fläche  zweiten  Grades 
bildet  auf  der  unendlich  entfernten  Ebene  ein  Tripel  System;  für  dieses 
ist  der  Kegelschnitt  Grundkegelschnitt,  in  welchem  der  Asymptotenkegel 
jene  Ebene  trifft.  Es  liegen  demnach  sowohl  ein  Paar  von  je  drei  con- 
jugirten Durchmessern  in  einem  Kegel  zweiten  Grades,  als  auch  kann 
ein  beliebiges  Paar  von  je  drei  Erzeugenden  einer  solchen  Kegelfläche 
als  ein  Paar  conjugirter  Durchmesser  einer  Fläche  zweiten  Grades  an- 
gesehen werden.     Das  System  der  conjugirten  Durchmesser  ist  mit  dieser 
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Wahl  eindeutig  bestimmt,  die  Flächen  zweiten  Grades  aber,  denen  diese« 
System  angehört,  sind  unter  sieb  ähnlich  und  ähnlich  gelegen. 

Liegen  im  Besondern  in  einer  Kegelfläche  zweiten  Grades  drei  Nor- 
malstrahlen, so  lässt  sich  um  die  Spitze  des  Kegels  eine  Kugel  legen, 
und  für  diese  sind  jene  Normalstrahlen  conjugirte  Durchmesser.  Diese 
Kugel  schneidet  die  unendlich  entfernte  Ebene  in  dem  imaginären  Kugel- 
kreise, und  dieser  ordnet  auf  dem  Kegelschnitte,  in  welchem  die  Kegel- 
fläche jene  Ebene  durchsetzt,  die  Punkte  zu  je  dreien  derartig  an,  das* 
je  drei  derselben  Tripel  für  den  imaginären  Kugelkreis  bilden.  Die 
Strahlen  nach  den  drei  Punkten  eines  Tripels  sind  conjugirte  Durch- 
messer der  Kugel,  stehen  also  senkrecht  auf  einander.  Liegen  also  drei 
Normalstrahlen  in  einer  Kegelfläche  zweiten  Grades,  so  giebt  es  eine 
ganze  Schaar  von  Normalstrahlen  in  dieser  Kegelfläche. 

An  diese  Relationen  musste  zuvor  erinnert  werden,  um  eine  Eigen- 
schaft des  geradlinigen  Hyperboloids  zu  beleuchten,  welche  mit  obigen 
Betrachtungen  eng  verknüpft  ist. 

Drei  Erzeugende  einer  Schaar  eines  solchen  Hyperboloids  Gx,  Ga,  G9 
bestimmen  drei  windschiefe  Gegenkanten  eines  Parallelopipedons,  dessen 
Ebenen  Tangentialebenen  der  Fläche  sind.  Denn  eine  Ebene,  welche 
eine  Gerade  in  sich  enthält  und  parallel  der  zweiten  läuft,  schneidet  die 
dritte,  und  die  Gerade,  welche  durch  diesen  Schnittpunkt  parallel  der 
zweiten  läuft,  liegt  ganz  in  dem  Hyperboloid,  da  sie  drei  Punkte  mit 
ihm  gemein  hat;  man  gewinnt  also  drei  neue  Gerade  G\,  £'8,  G'8,  welche 
bezüglich  mit  Gly  C2,  £8  parallel  laufen.  Diese  bestimmen  ein  Sechseck, 
welches  dem  Hyperboloid  aufgezeichnet  ist;  je  zwei  aufeinander  folgende 
Kanten  dieses  Sechsecks  bestimmen  aber  jene  sechs  Tangentialebenen, 
welche  das  Parallelopipedon  begrenzen.  Ein  solches  Parallelopipedon 
kann  als  dem  Hyperboloid  umgeschrieben  bezeichnet  werden. 

Die  Ebene  durch  zwei  parallele  Gegenkanten  desselben  ist  eine 
Tangentialebene  des  Hyperboloids  in  einem  Punkte  der  unendlich  ent- 
fernten Ebene,  berührt  also  den  Asymptotenkegel  längs  einer  Geraden, 
welche  mit  den  Gegenkanten  parallel  läuft,  und  umgekehrt  schneidet 
jede  Tangentialebene  des  Asymptotenkegels  aus  dem  Hyperboloid  zwei 
parallele  Gerade  aus.  Jedes  dem  Hyperboloid  in  obigem  Sinne  um- 
geschriebene Parallelopipedon  giebt  also  Veranlassung  zu  drei  Kanten 
des  Asymptotenkegels  i~i,  rg,  T3,  und  umgekehrt  bestimmen  je  drei  Kan- 
ten dieses  Kegels  ein  solches  Parallelopipedon ,  welches  dem  Hyperboloid 
umgeschrieben  ist. 

Die  Berührungsebeaen  längs  jener  Kanten  7\,  T2,  T8  schneiden  sich 
in  drei  neuen  Geraden  y,,  y2,  ys,  und  diese  sind  die  Diagonalen  der 
sechs  diametralen  Ecken  des  Parallelopipedons,  welche  auf  dem  Hyper- 
boloid gelegen  sind. 
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Vergleicht  man  nun  irgend  zwei  Parallelopipeda ,  welche  dem  Hyper- 
boloid in  obigem  Sinne  umgeschrieben  sind,  so'  entsprechen  diesen  ein 
Paar  von  je  drei  Strahlen  in  der  Fläche  des  Asymptotenkegels ,  I\,  r2, 
r9  und  I^,  r'8,  r'g,  diese  geben  aber  wieder  Veranlassung  zu  den  beiden 
Dreikanten  yx,  y2,  fz  un^  /i»  /*»  /s>  welche  mit  ihren  Seitenflächen 
den  Asymptotenkegel  berühren. 

Die  Geraden  y^  y2,  y3  und  y\,  /2,  /8  liegen  nach  Obigem  in  einem 
Kegel  zweiten  Grades,  welcher  die  unendlich  entfernte  Ebene  in  einem 
Kegelschnitt  £"  schneidet.  Dieser  Kegel  zweiten  Grades  bestimmt  mit 
dem  Hyperboloid  eine  Raumcurve  vierten  Grades,  und  diese  Raumcurve 
vierten  Grades  durchsticht  die  unendlich  ferne  Ebene  in  den  vier  Punk- 
ten, in  welchen  der  vom  Asymptotenkegelschnitt  bestimmte  Kegelschnitt 
S  von  S"  getroffen  wird.  Alle  Flächen  zweiten  Grades,  welche  durch 
jene  Raumcurve  gehen,  sind  mit  dem  Hyperboloid  concentrisch;  denn 
eine  der  hindurchgehenden  Kegelflächen  hat  ihre  Spitze  im  Centrum, 
dieses  aber  und  die  unendlich  ferne  Ebene  müssen  in  Bezug  auf  jede 
Fläche  der  Scbaar  Pol  und  Polare  bilden.  Die  Flächenschaar  schneidet 
die  unendlich  entfernte  Ebene  in  Kegelschnitten  des  Büschels,  welches 
durch  die  Grundpunkte  von  S  und  S"  bestimmt  wird,  und  umgekehrt 
bestimmt  ein  jeder  Kegelschnitt  dieses  Büschels  eine  concent rieche  Fläche 
zweiten  Grades,  welche  durch  jene  Raumcurve  geht. 

Unter  diesen  Kegelschnitten  giebt  es  aber  nach  obigen  Entwicke- 
lungen  einen  Kegelschnitt  Ky  für  welchen  die  Schnittpunkte  von  -Tj,  T2, 
r3  und  JT'u  r'2,  r'g  mit  der  unendlich  fernen  Ebene  Tripel  bilden;  die 
Richtungen  dieser  Geraden  sind  demnach  als  conjugirte  Richtungen  des 
Gliedes  der  Flächenschaar  aufzufassen,  welches  durch  K  bestimmt  wird. 
Die  Kanten  der  beiden  Parallelopipeda  haben  also  conjugirte  Richtung 
für  diese  Fläche,  und  da  diese  Fläche  bereits  sechs  Ecken  von  jedem 
Parallelopipedon  in  sich  enthält,  so  ist  dies  nur  möglich,  wenn  auch  die 
übrigen  Ecken  in  dieser  Fläche  F  enthalten  sind. 

Da  der  Kegelschnitt  K  die  Punkte  des  Kegelschnittes  S  in  Tripel 
ordnet,  so  gruppirt  diese  Fläche  F  die  Geraden  einer  Schaar  des  Hyper- 
boloids derart,  dass  je  drei  für  F  conjugirte  Richtungen  bilden,  also 
das  ihnen  entsprechende  Parallelopipedon  der  Fläche  F  eingeschrieben 
ist.  Man  erkennt  also  einen  Satz,  der  mit  jenem  oben  ausgesprochenen 
Poncele t' sehen  eine  gewisse  Analogie  bietet  und  so  lautet: 

Ein  Paar  von  je  drei  Geraden  einer  Regelschaar  des 
Hyperboloids  bestimmt  in  eindeutiger  Form  die  Gruppirung 
der  Geraden  dieser  Schaar  zu  je  dreien  derart,  dass  jede 
Gruppe  von  je  dreien  mit  den  drei  ihnen  parallelen  der  an- 
dern Schaar  ein  Parallelopipedon  ergiebt,  welches  dem 
Hyperboloid  umgeschrieben  und  zugleich  einer  mitihmeon- 
centrischen  Fläche  zweiten  Grades  eingeschrieben  ist. 
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Ist  das  Hyperboloid  gleichseitig,  d.  h.  sind  drei  Erzeagende  der* 
selben  Schaar  senkrecht  gegen  einander  gerichtet,  so  giebt  es  obigen 
Entwickelungen  gemäss  eine  ganze  Schaar  derartiger  Geraden.  Zwei 
Gruppen  derselben  bestimmen  zwei  senkrechte  Parallelopipeda,  die  Fläche 
F  aber  hat  in  diesem  Falle  ein  Paar  von  je  drei  Normalstrahlen  zu  con- 
jngirten  Durchmessern ,  ist  also  eine  Kugel.  Jede  Gruppe  von  drei  Nor- 
malstrahlen einer  Regelschaar  des  gleichseitigen  Hyperboloids  bestimmt 
also  senkrechte  Parallelopipeda,  die  einer  Kugel  eingeschrieben  sind. 

Dieser  Satz  vom  gleichseitigen  Hyperboloid  ist  zuerst  von  Herrn 
A.  Voigt  im  86.  Bande  des  Cr  eil  e 'sehen  Journals  synthetisch  entwickelt 
worden,  ich  selbst  habe  ihn  im  16.  Bande  dieser  Zeitschrift  aus  einfachen 
analytischen  Formen  hervorgehen  lassen,  und  Herr  G.  Bauer  hat  in  den 
Berichten  der  Münchener  Akademie  vom  5.  Juni  1880  zuerst  die  gene- 
rellere Beziehung  zwischen  den  Geraden  eines  beliebigen  Hyperboloids 
durch  eine  affine  Transformation  gegeben  und  zugleich  dargethan,  dass 
zwei  Parallelopipeda,  welche  irgend  je  drei  Gerade  eines  Hyperboloids 
bestimmen,  gleich  an  Volumen  sind.  Auf  diese  Eigenthümlichkeit  soll 
hier  nicht  weiter  eingegangen  werden;  es  war  nur  von  Interesse,  die 
allgemeine   Relation    als    einen   Ausfluss    der  Sätze    von   Chasles    und 


Steiner  zu  kennzeichnen. 


Ad.  Schümann. 


XXI.  Eine  allgemeine  Beziehung  zwischen  fünf  Punkten  des  Baumes. 

Bildet  man  aus  je  vier  von  fünf  Punkten  des  Raumes  ein 
Tetraeder  und  bestimmt  den  Potenzwerth  des  fünften  gegen 
die  diesem  Tetraeder  umgeschriebene  Kugel,  so  hat  das  Pro- 
duet  aus  dieser  Potenz  und  dem  Volumen  des  Tetraeders 
denselben  absoluten  Zablenwerth,  wie  man  auch  die  fünf 
Punkte  zu  vieren  combiniren  mag. 

Stellt  man  die  Gleichung  einer  Kugel  durch  vier  Punkte  des  Raumes 
in  Form  der  Determinante  dar 


0, 


so  lässt  sich  diese  Determinante  für  jeden  Punkt  (x,y,z)  des  Raumes 
in  ein  Product  von  zwei  Factoren  zerlegen,  von  denen  der  eine  das 
sechsfache  Volumen  des  Tetraeders  aus  den  Punkten  1,  2,  3,  4  darstellt, 
der  andere  aber  als  die  Potenz  des  Punktes  (#,  y,  z)  gegen  die  diesem 
Tetraeder  umgeschriebene  Kugel  gedeutet  werden  kann.     Bezeichnet  man 


*i,+yi,+«i*. 

*i> 

*1.      21»      * 

**•+*"+ «•*. 

.Tg, 

Pi,     *2»  "  1 

v+^+v. 

^S» 

ys,  *3»   i 

x4*+y4+z4*> 

•*4. 

y<>  s«,  i 

x*  +  y*  +  z*, 

X, 

y,     *»   l 
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das  Volumen   des   Tetraeders   mit   ^1,2,3,4»    die  Potenz   des   fünften   aber 
gegen  die  dem  Tetraeder  umgezeichnete  Kugel  mit  P&Jt  so  ist 

**  +  y*  +  zi**    *'i»    y^    m»    1 

Xi+V%*+Z**  *T2»  Vi*  28i  l 

XS    "T"  ^3   "T  C8  »  ^8  >  ^8 »  23  »  * 

V  +  y42+^  *4>  ^4»  24>  1 

•V+y52+:52»  *6*  ^6»  -51  1 

Da  nun  die  Determinante  durch  eine  Vertauschung  der  Indices  ihren 
absoluten  Werth  nicht  ändert,  so  bewahrt  auch  das  Product  ^1,2,3,4. P6 
denselben  absoluten  Werth,  wie  man  auch  die  fünf  Indices  permutiren 
möge.     Damit  ist  die  obige  Relation  begründet. 

Berlin.  Ad,  Schümann. 


=  6.  Fjf 2,8,4./^ 


XXIL   Ueber  die  Krümmung  der  Fläohen. 

Es  sollen  im  Folgenden  die  Beziehungen  zwischen  den  Flächen 
zweiten  Grades  untersucht  werden,  welche  mit  irgend  einer  Fläche  F  in 
einem  beliebigen  Punkte  £  derselben  von  gleichartiger  Krümmung  eine 
Berührung  erster  oder  zweiter  Ordnung  haben.  Zu  diesem  Zwecke  denke 
man  sich  ein  System  von  confocalen  Flächen,  (A),  (ji),  (v),  welche  durch 
die  Gleichungen 

repräsentirt  sind.  (A)  ist  das  Ellipsoid,  (p)  das  einmantlige,  (v)  das 
zweimantlige  Hyperboloid.  Diese  drei  Flächen  schneiden  sich  in  einem 
Punkte  S]  ihre  drei  Normalen  bilden  ein  zweites  Coordinatensystem,  auf 
welches  der  Kegel 

48  w2  £* 

A— -  A        fi  —  A        v  —  A 

bezogen  ist.  Die  £-,  17-,  f-Axen  sind  der  Reihe  nach  die  Normalen  von 
(A),  (/*),  (v),  und  (A')  ist  eine  weitere  confocale  Fläche,  welche  der  Kegel 
2)  berührt.  In  dem  speciellen  Falle,  wenn  A'=yist,  reducirt  sich  diese 
Fläche  zur  Focalellipse,  und  der  Kegel  2)  hat  die  Gleichung 

3)  ^_  +  JL.+  -i-  =0. 
A-y     f*-y      v-y 

2o,  2g>',  2a>"  seien  die  Winkel  dieses  Kegels  in  den  Axenebenen  17s, 
|J,  5?/,  so  ist         

4)  cos(o~~I/ -,     cosg>  =  J/ -,     cosw'^il/ , 

?     A  —  ft  f     A  —  v  f     \a  -v 

2<p,  2<p',  2<p"  sind  die  Winkel  der  (reellen  oder  imaginären)  Focallinien 
der  Kegel  2)  oder  3): 

Zeitschrift  f.  Mathematik  u.  Physik  XXVII,  6.  24 
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5)       cos<p  =  tJ/ _j^>     cosq>=y  j— ^,     ™**  =Y  JITy* 

Da   in   diesen  Werthen   i'  nicht  vorkommt,   so  sind  die  Kegel  confocal. 
Bezeichnet   man  die  Hauptkrümmungshalbmesser  von  (A)  mit  £  und 
L\  von  (f*)  mit  M  und  #'  und  von  {v)  mit  iV  und  iV',  so  ist 

7)  A/=  -l(A  -rt'^0»  -v)'A,     tf'=-  4(1-  ,»)'/•  (*»-v)'>s 

Jf  7C 


Sind    endlich  p,  p',  p"  die  Abstünde    des  Mittelpunktes   von   den    drei 
Tangentialebenen  in  tf,  so  ist 

9)  P  = 


y\— (i  j/i—v 


10)  p'= 


51 


11)  P      =—=-—=- 

yk—v vn—v 

Die  £-Axe  oder  die  Normale  des  Ellipsoids  (1)  schneide  die  Hauptebene 
xy  in  Qy  so  ist 

S0  = l      fti80   — = 

P  COS1  CO  /> 


oder 

12) 

cosvr                 COS*G) 
L      cos*w            Q   , 

£           COS*  0) 

und  analog 
13) 

cos* 

> 

Ist  einer  von  den  drei  Winkeln  <p,  qp',  <p"  gegeben,  so  sind  damit  auch 
die  zwei  anderen  bestimmt,  wie  man  sich  leicht  aus  den  Gleichungen  5) 
überzeugt;  ein  System  von  confocalen  Kegeln  ist  also  durch  Ein  (reelles 
oder  imaginäres)  Paar  von  Focallinien   gegeben.     Aus  13)   folgt  ferner, 

dass,   wenn   eines   der  drei  Verhältnisse   77,  —,,   -rr,  bekannt  ist,   dann 

L      M       vi 

es  auch  die  zwei  anderen  sind. 

Irgend  eine  Fläche  zweiten  Grades  A  berühre  eine  beliebige  Fläche  F 
in  einem  Punkte  S,  so  wird  die  Normale  SQ  von  Feine  Aze  der  beiden 
(confocalen)  Kegel  sein,  deren  Spitze  S  und  deren  Basis  eine  der  Focal- 
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curven  von  A  ist.  Die  beiden  anderen  Axen  dieser  Kegel  liegen  in  der 
Tangentialebene  von  F  oder  A.  Kommt  nun  noch  die  weitere  Beding- 
ung hinzu,  dass  die  Krümmnngsliuien  von  F  diejenigen  von  A  im  Punkte 
S  berühren  sollen,  so  sind  auch  die  zwei  anderen  Axen  der  Kegel  be- 
stimmt, als  Tangenten  der  Krümmnngslinien  von  F.     Hieraus  folgt: 

Die  Focalcurven  aller  Flächen  A,  welche  F  in  einem 
Punkte  S  berühren,  liegen  auf  Kegeln,  deren  gemeinschaft- 
liche Axe  die  Normale  von  F  ist.  Berühren  sich  ausserdem 
die  Krümmungslinien  von  A  und  b\  so  liegen  die  Focalcur- 
ven von  A  auf  coaxialen  Kegeln  (welche  drei  Axen  gemein  haben). 

Bei  einer  Berührung  erster  Ordnung  findet  zwischen  den  Krümmungs- 
halbmessern Z0  und  L'0  von  F  und  den  entsprechenden  L  und  L'  von  A 
keine  Relation  statt.     Setzt  man  aber 

14)  -£  =  -,=  cos2  <p\ 

L0       Jj 

so  werden  die  coaxialen  Kegel  zugleich  confocal,  d.  h.: 

Sämmtliche  Flächen  zweiten  Grades//,  welche  mit  einer 
beliebigen  Fläche  F  \n  einem  Punkte  S  eine  Berührung  zwei- 
ter Ordnung  haben,  insofern  als  die  Verhältnisse  der  Haupt- 
krümmungshalbmesser  von  A  und  ^gleich  sind,  sind  dadurch 
charakterisirt,  dass  ihre  Focalcurven  auf  einem  System  von 
confocalen  Kegeln  liegen. 

Wenn  also  in  irgend  einem  Punkte  S  einer  Fläche  F  die  beiden 
Hauptkrümmungshalbmesser  L0  und  L'0  gegeben  sind,  so  construire  man 
nach  14)  die  Focallinien  und  wähle  irgend  einen  der  durch  dieselben 
bestimmten  Kegel  aus,  schneide  ihn  durch  eine  beliebige  Ebene,  betrachte 
die  Schnittcurve  als  Focale  einer  Fläche  A,  welche  durch  S  geht,  so 
wird  A  in  diesem  Punkte  F  berühren  und  die  Verhältnisse  der  Haupt- 
krümmungshalbmesser von  A  und  F  werden  einander  gleich  sein.  Ist  die 
Schnittlinie  ein  Kreis,  so  ist  A  eine  Rotationsfläche,  ist  S  ein  Kreispunkt 
von  F,  so  werden  die  confocalen  Kegel  Drehungskegel. 

Da  sowohl  der  Kegel,  auf  dem  die  Focalcurve  liegt,  als  auch  ihre 
Ebene  ganz  beliebig  sind,  so  erhält  man  für  einen  Punkt  S  auf  F  un- 
endlich viele  Berührungsflächen  A,  unter  welchen  diejenigen,  deren 
Hauptkrümmungshalbmesser  gleich  Z0  und  Z'0  sind  (also  nicht  blos  dem 

Verhältnisse  -p-  genügen),  durch  die  Gleichungen   12)  bestimmt  werden. 


Ist  nämlich  1—  =  L0  und  — g— ;  =  Z'0,   so   sind,   wenn    der   Punkt  Q 


SO  r     __J        SQ 

cos2  (o 

auf  der  Normale  von  F  gegeben,    auch  a>  und  co,    d.  h.  der  Kegel,   auf 
dem  die  Focale  liegt,  bestimmt,  und  umgekehrt: 

Oehen    die    Ebenen    der    Focalcurven    von    den    Flächen 
zweiten   Grades,   welche  mit  einer  Fläche  in   einem   Punkte 

24* 
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eine  Berührung  zweiter  Ordnung  haben,  durch  einen  Punkt 
der  Normale,  so  liegen  sie  zugleich  auf  einem  Kege),  und 
umgekehrt.  Jedem  Punkte  Q  entspricht  also  ein  ihm  conjugirter 
Kegel. 

/  und  f  seien  die  Erümmungs  mittel  punkte  von  F%  also  £/  =  L0  und 
SL'=L'Q,  Z'0>  L0.  Man  beschreibe  über  Sl  und  Sf  als  Durchmesser 
zwei  Kreise  in  den  Ebenen  der  Hauptschnitte  rj£  und  ££,  lege  durch  Q 
eine  Ebene  senkrecht  zu  SQ,  so  bestimmen  ihre  Durchschnitte  mit  den 
Kreisen  die  Hauptschnitte  des  conjugirten  Kegels;  fällt  Q  auf  /,  so  redu- 
cirt  sich  der  conjugirte  Kegel  auf  die  beiden  Focallinien,  die  Focalcnr- 
ven  degeneriren  in  Linien ,  welche  durch  /  bis  zum  Durchschnitt  mit  den 
Focallinien  gezogen  werden;  diese  Durchschnitte  sind  die  Brennpunkte 
von  Rotationsflächen,  in  welche  die  Flächen  A  übergehen,  die  also  durch 
Drehung  einss  Kegelschnittes  um  diejenige  Axe,  welche  die  Brennpunkte 
enthält,  entstanden  sind: 

Durch  jeden  Punkt  (von  gleichartiger  Krümmung)  einer  belie- 
bigen Fläche  gehen  zwei  Gerade,  welche  nach  14)  construirt 
werden,  auf  welchen  die  Brennpunkte  aller  Rotationsflächen 
liegen,  die  mit  der  Fläche  eine  Berührung  zweiter  Ordnung 
haben;  diese  Rotationsflächen  sind  durch  Drehung  eines 
Kegelschnittes  um  die  Axe  der  Brennpunkte  entstanden. 
Ihre  Axen  gehen  durch  den  Mittelpunkt  des  kleineren  Haupt- 
krümmungskreises  der  Fläche. 

Zu  diesen  Rotationsflächen  gehören  zwei  gleiche  Paraboloide,  die 
übrigen  sind  Ellipsoide  und  zweimantlige  Hyperboloide. 

Dieser  Satz  lässt  sich  auch  direct  beweisen:  Zieht  man  durch  /eine  be- 
liebige Gerade,  welche  die  Focallinien  in  f  und  /"'schneidet,  betrachtet  diese 
Punkte  als  Brennpunkte  einer  Ellipse,  welche  durch  S  geht,  so  wird  sie 
F  berühren.  Ihr  Krümmungshalbmesser  in  S  ist  £/*;  dreht  man  die  El- 
lipse um  ihre  grosse  Axe,  so  beschreibt  sie  ein  Rotationsellipsoid,  welches 
F  in  S  in  zweiter  Ordnung  berührt;  denn  wenn  man  von  S  auf  die 
grosse  Axe  ein  Perpendikel  fällt,  so  ist  dieses  der  Halbmesser  eines 
Parallelkreises  und  somit  nach  dem  Satze  von  Meunier  Sl  der  andere 
Hauptkrümmungshalbmesser.  Ist  die  durch  /  gezogene  Linie  parallel  mit 
einer  Focallinie,  so  entsteht  ein  Drehungsparaboloid,  und  wenn  sie  die 
Verlängerung  einer  Focallinie  trifft,  ein  Drehungshyperboloid. 

Die  centriechen  Flächen  zweiten  Grades,  welche  mit  einer  Fläche  F 
in  einem  Punkte  von  gleichartiger  Krümmung  eine  Berührung  zweiter 
Ordnung  haben  können,  sind  entweder  Ellipsoide  oder  zweimantlige  Hyper- 
boloide; beschränken  wir  uns  zunächst  auf  den  ersten  Fall. 

Die  Normale  eines  Punktes  S  des  Ellipsoids  (A)  1)  schneide  die 
<ry-Ebene  in  £>,  die  «z-Ebene  in  Q'  und  die  yz-  Ebene  in  Q'\  so  ist 
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.     P  P  P 

Dnrch  Verbindung  mit  6)  und  9)  erhält  man  folgende  Ungleichungen: 

L'>L>SQ,     L'>SQ'>L,     SQ">L'>L. 

Die  drei  Focalcurven  von  (A)  sind 

15>  ^+JLä=1'     16>  -r r1»      17)  t+t^-1- 

y         y  — P  ß        y—ß  ß  y 

Die  Ellipse  liegt  also  in  der  xy-,  die  Hyperbel  in  der  xz-  und  die 
imaginäre  Ellipse  in  der  yz- Ebene.  Hat  nun  (A)  mit  F  in  S  eine  Be- 
rührung zweiter  Ordnung,  so  müssen  die  drei  Axenebenen  von  (A)  die 
Normale  von  F  so  schneiden ,  dass  der  erste  Durchschnitt  Q  zwischen  S 
und  /,  der  zweite  Q*  zwischen  /  und  t  und  der  dritte  Q"  zwischen  t  und 
qo  liegt. 

Berührt  ein  Ellipsoid  eine  Fläche  in  zweiter  Ordnung, 
so  schneidet  die  Ebene  der  Focalellipse  die  Normale  zwi- 
schen dem  Berührungspunkte  und  dem  Mittelpunkte  des  klei- 
neren Hauptkrümmungskreises,  die  Ebene  der  Focalhyper- 
bel  schneidet  zwischen  beiden  Mittelpunkten  und  diejenige 
der  imaginären  Ellipse  jenseits  vom  Mittelpunkte  des  grösse- 
ren Hauptkrümmungskreises.  Die  Focalellipsen  liegen  auf 
Kegeln,  welche  die  Focallinien  des  Berührungspunktes  ein- 
8chlieBsen,dieFocalhyperbelnaufKegeln,  welche  sie  trennen. 

Geht  die  Ebene  der  Focalcurve  durch  f,  so  wird  letztere  ein  beide 
Focallinien  berührender  Kreis  und  das  Ellipsoid  ein  abgeplattetes  Dreh- 
ungsellipsoid ,  dessen  Meridian  der  grössere  Hauptkrümmungskreis  von  F 
ist«  Die  übrigen  abgeplatteten  Drehungsellipsoide,  welche  F  in  zweiter 
Ordnung  berühren,  haben  zu  Focalcurven  diejenigen  Kreisschnitte  der 
Kegel  des  ersten  Systems,  welche  zwischen  £  und  /  hindurchgehen. 
Duroh  diese  Sätze  ist  die  Reihe  sämmtlicher  Ellipsoide,  sowohl  der  drei- 
axigen  als  der  Rotationsellipsoide,  welche  mit  F  eine  Berührung  zweiter 
Ordnung  haben  können,  erschöpft. 

Durch  den  Punkt  S  auf  (A)  geht  ferner  ein  zweimantliges  Hyper- 
boloid (v),  auf  der  Normale  desselben  liegen  die  beiden  Krümmungsmit- 
telpunkte n  und  n,  also  ist  £n=#,  Sn  =  N\  iV>iV'.  Diese  Normale 
schneide  die  xy-  Ebene  in  Ä,  die  xz  in  R'  und  die  yz  in  Ä",  so  ist 

SR^ 77-,      SR  = 77—,      SR   =  -?> . 

P  P  P 

Durch  Verbindung   mit  8)  und  11)  erhält  man  folgende  Ungleichungen: 

N>SR>N'->SR\ 
Der  dritte  Punkt  ä"  ist  unbestimmt.     Die  Focalcurven  vou  (k)  sind  zu- 
gleich diejenigen  von  (v).     Denkt  man   sich   nuu  eine  Fläche  F  in  der 
Lage,   dass  sie  (v)  im  Punkte  S  berührt,  und  seien  N  und  N'  zugleich 
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die  Hauptkrümmungshalbmesser  von  F,  so  gilt  der  letzte  Satz  auch  dann, 
wenn  man  statt  Ellipsoid  zweimantliges  Hyperboloid  setzt  und  die  Wörter 
FocalelHpse  und  Focalhyperbel  vertauscht;  für  den  Durchschnitt  der 
Ebene  der  imaginären  FocalelHpse  lässt  sieb  keine  bestimmte  Regel  an- 
geben. 

Wenn  man  ferner  in  den  Gleichungen  4)  y  durch  ß  ersetzt,  am  die 
Durchschnitte  der  confocalen  Kegel  vom  zweiten  System  mit  den  Ebenen 
tji;,  ££  und  £iy  zu  erhalten,  so  findet  man  nach  8)  und  11) 

«/reo  co$*g> 

Beschreibt  man  also  über  Sri  und  Sri  als  Durchmesser  Kreise  in  der 
££-  und  i?£- Ebene,  legt  durch  JX  eine  Ebene  senkrecht  zu  Sff}  so  be- 
stimmen ihre  Durchschnitte  mit  den  Kreisen  die  Hauptschnitte  des  dem 
Punkte  2?  conjugirten  Kegels;  irgend  ein  hyperbolischer  Schnitt  desselben, 
dessen  Ebene  durch  B'  geht,  giebt  eine  Focalhyperbel,  durch  welche  ein 
System  von  Confocalen  (A),  (ja),  (v)  bestimmt  ist.  Das  zweimantlige 
Hyperboloid  (v),  welches  durch  S  geht,  berührt  F  in  zweiter  Ordnung; 
die  dazu  gehörige  FocalelHpse,  deren  Ebene  zwischen  n  und  n'  schneidet, 
liegt  auf  einem  Kegel  des  ersten  Systems. 

Aus  dem  Bisherigen  erhellt,  dass  es  für  jeden  Punkt  von  gleich- 
artiger Krümmung  einer  Fläche  zwei  Gerade  giebt,  welche  man  die 
Focallinien  des  Punktes  nennen  kann  und  die  für  die  Theorie  der  Krüm- 
mung der  Flächen  insofern  von  Bedeutung  sind ,  als  sie  die  Brennpunkte 
der  osculirenden  Rotationsflächen  enthalten  und  die  Schaar  der  confoca- 
len Kegel  bestimmen,  auf  welchen  die  Focalcurven  aller  osculirenden 
Flächen  zweiten  Grades  liegen.  Man  construirt  diese  Linien,  indem  man 
im  grösseren  Hauptkrümmungskreise  zwei  Sehnen  zieht,  deren  Projection 
auf  der  Normale  der  kleinere  Hauptkrümmungshalbmesser  ist.  Das  Qua- 
drat dieser  Sehnen  ist  also  gleich  dem  reeiproken  Werthe  des  Krüm- 
mungsmaasses.  Sie  werden  in  ihren  Endpunkten  von  einer  der  beiden 
reellen  Focalcurven,  Ellipse  oder  Hyperbel,  derjenigen  osculirenden  El- 
lipsoide  berührt,  deren  Hauptschnitte  mit  den  Ebenen  der  zwei  Haupt- 
krümmungskreise zusammenfallen. 

Reutlingen.  Dr.  0.  Böklbn. 


XXTTT.   Heber  eine  Transformation  der  Differentialgleichung 

i)  vo  jf + vi»8  +  v2y  +  9»  =  0. 

Es   ist   bekannt,   dass  vorliegende  Gleichung  durch  die  Substitution 


,=&, 


übergeht  in  ?i 


Kleinere  Mittheilungen.  375 


9o9fo(^i+'')  +  9ofi*+r,^o, 


wobei    die  f  ganze   algebraische  Functionen    in   x  sind,   falls   die  q>  als 

solche  vorausgesetzt  werden,  und  dass  endlich  diese  Gleichung  für 

dv  tfiv 

dx  dz  Äfaj* 

z  = ,    mithin   — — J-  z *  = 

v  dx  v 

auf  folgende  lineare  Differentialgleichung  zweiter  Ordnung 

(ßv  dv 


2)  *V.£  +  */i-£  +  /i»  =  o 


zurückkommt. 

Man  kann  nun  die  letzte  Gleichung  im  Allgemeinen  stets  so  trans- 
formiren,  dass  ihre  linke  Seite  den  Factor  tp0(x)  ausscheiden  lässt  und 
sonach  der  Grad  der  Coefficienten  bezüglich  x  um  den  Grad 
von  yQ   niedriger   wird.     Setzt  man  <p0  vom  w,en  Grade  in  der  Form 

<p0  =  c  (*  —  «j)  (a?  —  f8)  . . .  (*  —  en) 
voraus,  so   fordert   diese  Transformation    nur   noch   die  Auflösung   einer 
quadratischen  Gleichung  und  die  Auflösung  eines  Systems  von  linearen 
Gleichungen. 

Um  dies  darzuthun,  führe  man  in  2)  die  Substitution 

rGdx 

ein,  in  welcher  G  eine  Function  n  —  lteB  Grades 

G  =  9o  +  9i x  +  9***  +  •  •  -  +  0—1  ^w""1 
mit  noch  zu  bestimmenden  Coefficienten  bedeutet.     Man  erhält 

Nun  versuche  man,  die  n  Grössen  g0  bis  g»-\  so  zu  bestimmen, 
dass  der  Coefficient  von  rv  in  der  letzten  Gleichung  die  Gestalt  q>QF  er- 
langt, unter  F  eine  ganze  Function  in  x  verstanden  —  oder  mit  anderen 
Worten,  man  verlange,  dass  der  betreffende  Coefficient  für  alle  Werthe 
x  =  f|;  (t  =  1,  2,  3  . . .  n)  verschwinde.  Dies  führt  auf  n  Gleichungen  von 
der  Form 

/oW  &M  +  (AM  -  v o  W  fo  W)  g{«)  +  faa)  =  o, 

und  hieraus  findet  man  für  £(*,■)  zwei  Werthe,  von  denen  der  eine  oder 
der  andere  Ji  heissen  möge.  Nunmehr  hat  man  zur  Bestimmung  der 
Grössen  g0  bis  gn-t  folgende  n  lineare  Gleichungen: 

9o  +  9i*i  +9i*i*  +  ••  ■  +0—1 V"1  =  ^i» 
9o  +  9ih  f  9ih*+-  +  9n-ihn~*  =  ^2» 


0O  +  01*»  +  02*n8+    .  .  +  ^»-lC»tt""1  =  ^n, 

und  die  Gleichung  3)  lautet  jetzt  einfacher 
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.  cPw      tÄ  .  ^  .    -  .  dro  ,    _         _ 

Die  Function  F  lässt  sieb  dadurch  bestimmen,  das 8  man  den  Co effici eil- 
ten von  w  in  Gleichung  3)  durch  qp0  dividirt;  der  Quotient  muss  im  All- 
gemeinen eine  ganze  Function  vom  mindestens  n  —  2len  Grade  sein. 

Sind  mehrere  der  Zahlen  c»  einander  gleich,  so  hat  man  zur  Be- 
stimmung der  Coefficienten  g  nicht  die  hinreichende  Anzahl  linearer 
Gleichungen.  In  diesem  Falle  kann  man  sich  die  fehlenden  Gleichungen 
durch  einen  Differentiationsprocess  verschaffen.     Ist  beispielsweise 

*,  =  «,  =  ...  =  *„ 
so  hat  man  zu  verlangen,  dass  der  Factor  von  w  in  Gleichung  3)  die 
Potenz  (#  —  tr)*  ausscheide,  das  heisst,  dass  derselbe  sammt  seinen  v  —  1 
ersten  Ableitungen  für  x  =  et  verschwinde.  Man  findet  nun  aus  diesen 
Bedingungen  gewisse  Werthe  für  £(**),  &'(fr),  ...  G{9"l>(s9)t  welche  ^,f 
J9%  ...  4j>*-V  heissen  mögen;  andererseits  ist 

G'M=*        gx    +2g2B*+Zg3e\  +...+  (*-l)0»-if,tt-2, 

<?"(«,)  =  1.2ft  +  2.3ff8^  +  ...  +  (n-l)(«-2)^^8^»-3, 

Diese  v  linearen  Gleichungen  im  Verein  mit  den  übrigen  Gleichungen 
des  Systems  reichen  zur  Bestimmung  der  g  aus. 

Wie  man  sich  zu  verhalten  hat,  wenn  noch  andere  der  Zahlen  S(  ein- 
ander gleich  sind,  ist  jetzt  leicht  einzusehen. 

Was  nun  das  Integral  der  Gleichung  1)  anbetrifft,  so  wird  es  durch 
die  Substitutionen 

— 
qpft     dx  _  l~dx 

vermittelt;  es  lautet 

drv 


y 


faro  \ 


unter  tv  das  Integral  der  letzten  Differentialgleichung  verstanden. 

Wir  wollen  die  im  Allgemeinen  angedeutete  Transformation  auf  die 
Gleichung* 

1)   (a  +  bx  +  cx*)^  +  Ax*  +  By*  +  2Cxy  +  2Dx  +  2 Ey  +  F=0 

ÜX 

anwenden;   dabei   wird   sich  zeigen,   dass  die  Integration  von  der  Diffe- 
rentialgleichung der  hypergeometrischen  Reihe  abhängig  ist. 


*  Diese  Gleichung  lägst  Bich  auch  auf  anderem  Wege  in  die  Differential- 
gleichung der  hypergeometrischen  Reihe  überfuhren.  Vergl.  meinen  Aufsatz:  Zur 
Integration  der  Differentialgleichungen ,  Zeitschr.  f.  Mathematik  u.  Physik  XXVII,  1. 
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Man  hat  jetzt  im  Speciellen 
V0=za  +  bx  +  cx\    <?,  =  /?,    <p9=2(Cx  +  E),    <f3  =  Ax*  +  2Dx  +  F. 
Daher  lautet  die  Gleichung  2)  folgend  er  massen : 

(n  +  bx+ex^j^+ia  +  bx  +  ex^i^  +  b^)^ 

and   hierin   Bind    die   fünf  neu   auftretenden   Coefficienten    von   einander 
unabhängig  und  unmittelbar  durch  .die  früheren  gegeben. 
Setzt  man  nun  r    g±hx 

v=>n>.eJ  a+b*+***dx, 
unter  g  und  h  zwei  noch  zu  wählende  Zahlen  verstanden,  so  kommt  man 
nach  gehöriger  Reduction  zu  folgender  Differentialgleichung: 

3)  *o55  +  *,jri  +  *."'-=0, 

in  welcher 

%=(a+bx+cx2)*9 

yl  =  (a  +  bx  +  cx*)\al  +  2g  +  (bl  +  2h)x\t 

y2  =  (a  +  bx+cx*)h  +  (g  +  hx)*+\al-b  +  (bx-2c)x\(g  +  hx) 
+  a0+hQ.v  +  e0x\ 

Für  die  weitere  Untersuchung  ist  es  erforderlich,  vier  Hauptfälle 
der  yran8^ormati°n  zu  unterscheiden,  und  zwar  je  nachdem  der  Aus- 
druck a  +  bx  +  cx2  allgemein,  vollkommen  quadratisch,  linear  oder  con- 
stant  ist. 

I.  Fall.     Es  sei  a  +  bx-{~cx*  =  c(x  —  «jH*  —  «2). 
Man  bestimme  die  Zahlen  g  und  h  so,  dass 
%  =  k(x-s1)(x^-s%). 
Dies  ist  möglich,  so  lange  ex  von  s%  verschieden  ist;  denn  wegen 

♦,(«,)  =  0  und  %{%)  =  0 
hat  man  die  beiden  Gleichungen 

{9 +  >"!)*+ lOi-b  +  Vx- *c) h\(9  +  *'i)  +  «o  +  Vi  +  <Vi2=0, 
(9  +  hB2f+\ai^b  +  (b1^2c)B2\(g  +  hh)  +  a0  +  boh  +  coh^O. 

Aus  diesen  findet  man  zunächst 


und  hieraus 


q  _  fl4>-*g^1  h  ==  ^1~4» 


Die  Zahl  k  hat  al6  Faotor  von  x*  in  tyt  den  Werth 


*  Eine  ahnliche,  weniger  allgemeine  Gleichung  untersuchte  Weiler.     Vergl, 
Grelle  Bd.  51. 
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Nach  diesen  Bestimmungen  lautet  die  Gleichung  3) 

e»(*  -  e,)(.r  -  «,)  ^  +  e  {«,  +  2g  +  (6,  +  2  A)  *}  ^  +  kw  =  0 
und  geht  für 

Über  in  eine  Gleichung  der  Form 

II.  Fall     Es  sei  n  +  bx  +  c*8  =  c  (*  -  c)«. 

Dann  lassen  sich  die  Grössen  g  und  h  so  bestimmen,  dass 
y2  =  k(x-e), 
Das  heisst  aber:  es  muss  der  Factor  von  x2  in  ty%  verschwinden  und 

*i(0  =  o 

sein.     Dies  führt  auf  folgende  Gleichungen : 

h2+(b1^c)h  +  c0^01    (g  +  /lty+\al  +  b1e\(g  +  he)  +  a0  +  boe+cQE*  =  O. 

Aus  der  ersten  findet  man  A,  aus  der  zweiten  bestimmt  sich  der  Aus- 
druck g  +  he,   also   schliesslich  g.     Die  Zahl   k  hat  als  Factor  von  x  in 

ty%  den  Werth 

k*=2gh  +  a1f>  +  (b1-2c)g  +  b0. 

Nun  reducirt  sich  die  Gleichung  3)  auf  • 

c*(x-t)'^t+c(x-t)\a1  +  2g+(h1  +  2h)x\^  +  kn>  =  0. 

Führt  man  statt  x  eine  neue  unabhängige  Variabele  u  ein  mit  Hilfe  von 

1 

x  —  e  =  — , 
u 

so  vereinfacht  sich  die  letzte  Differentialgleichung  zu 
d?tv  ,   ,     ,    .   x  dw  ,  . 

III.  Fall.     Es  sei  c  =  0,   6^0. 

Dann  lassen  sich  die  Grössen  g  und  A  so  bestimmen,  dass 

t{/2  =  *(<!  +  &*), 

das  heisst  aber:  es  muss  der  Factor  von  x*  in  tf>s  verschwinden  und 

«,,(,)  =  <)    («=-£) 

sein.     Dies  führt  auf  folgende  Gleichungen: 

A*  +  M  +  c0=0,  ^+ä02+{^-*  +  A^I(^  +  äO  +  «o  +  *o«  +  ^o«2=0. 
Aus  der  ersten  findet  man  A,  aus  der  zweiten  bestimmt  sich  der  Auedruck 
g  +  hey  also  schliesslich  g. 
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Die  Zahl  k  hat  als  Factor  von  x  in  ty%  den  Werth 

k^2gh  +  a1h  +  blg  +  b0 
Nun  reducirt  sich  die  Gleichung  3)  auf 

{a  +  bx)^+\rt1  +  2g  +  {b1  +  2h)x\~+kw==0 

G  Ol  O  X 

und  geht  für  ,    . 

b  a  +  bx=u 

über  in 

IV.  Fall.     Es  sei  c  =  0  und  6  =  0. 
In    diesem  Falle   verfüge   man   über  g  und  h  so,   dass  die  Factoren 
von  x2  und  a?  in  t/;2  verschwinden.     Dies  führt  auf  folgende  Gleichungen: 

A»  +  M  +  c0  =  0f     2<,Ä  +  V  +  M  +  &0  =  0, 
und  nun  ist  i/;2  gleich  einer  Constanten ,  nämlich 

k=sg2  +  a1g+ah  +  a0. 
Die  Differentialgleichung  3)  besitzt  jetzt  die  Gestalt 

und  läset  sich  mit  Hilfe  der  Substitution 
abermals  auf  die  Form 

bringen. 

Nach  Erledigung  der  vier  Hauptfälle  können  wir  folgendes  Resultat 
aussprechen : 

Die  Differentialgleichung 

2)(a  +  bx  +  cx2)2^  +  (a+bx  +  cx2)(a1  +  b1x)^  +  (aQ  +  b0x  + 

kann  durch  die  Substitutionen 

!x—  et  =(*,—«!)«, 
x- b    =  -, 

stets  in  eine  der  Gleichungen 

«u-«)^+(«+/s«o^+r«>=o, 

*  Auf  noch  speciellere  Fälle  dieser  Gleichung  gehen  wir  hier  nicht  ein.  Man 
findet  deren  Transformation  und  Integration  in  den  „Vorlesungen  über  höhere 
AnalysiB"  von  0.  Schlömilch. 
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transformirt  werden,   für  welche  die  Integration  hinlänglich  bekannt  ist. 
Der  Zusammenhang  zwischen  den  Integralen  der  Gleichung  2)   und 
der  Gleichung 

1)    (a  +  bx  +  ex*)  dJL  +  Ax*  +  Btf  +  2 Cxy  +  2Z>x  +  2£y+*,=  0 
ist  nun  gegeben  durch 

und  weil 

dv 

v 
so  genügt  der  Gleichung  1) 


dv 

a  +  b  x  +  c  x% 

dx 

B 

v  '' 

dw 

g  +  hx 

%    dx 

1 1  £u 


unter  rv  das  in  x  ausgedrückte  Integral  der  entsprechenden  linearen  Dif- 
ferentialgleichung zweiter  Ordnung  verstanden. 

Dresden,  im  Mai  1882.  Woldbmar  Hbymann. 


XXIV.    Zwei  projeetivisehe  Sätze. 

Es  sei  AB  CD  ein  gewöhnliches  Viereck,  E  der  Durchschnitt  von 
AC  und  BD,*  F  der  von  AB  und  CD,  G  der  von  DA  und  BC\  wird  nun 
AB  CD  mittelst  eines  beliebig  gewählten  Projectionscentrums  0  perspec- 
tivisch  auf  eine  Ebene  projicirt,  welche  die  Gerade  FG  in  sich  enthält, 
und  ist  A'B'C D'  die  entstandene  Abbildung,  so  gehen  die  vier  Geraden 
AC",  BD',  CA,  DB'  durch  einen  und  denselben  Punkt  P.  Dreht  sich 
die  Projectionsebene  um  FG,  so  durchläuft  P  die  Gerade  EO. 

Nach  einer  Bemerkung  des  Herrn  Prof.  Dr.  Klein  lautet  das  Cor- 
relat  dieses  Satzes  folgendermassen :  Durch  einen  Punkt  0  mögen  vier 
Ebenen  AGB,  BGC,  COD,  DGA  oder  kurz  a,  b,  c,  d  gehen  und  es  sei 
/  der  Durchschnitt  der  Diagonalebenen  AGC  und  BOD^  werden  nun  a, 
b,  c,  d  durch  eine  fünfte  Ebene  in  den  Geraden  A'B',  &C,  C'D\  D' Ä 
geschnitten  und  letztere  mit  einem  willkürlich  auf  /  gewählten  Punkte  0' 
durch  vier  neue  Ebenen  a,  b',  c,  dt  verbunden,  so  liegen  die  vier 
Durchschnitte  von  a  und  c,  b  und  i,  c  und  a\  d  und  b'  in  einer  und 
derselben  Ebene. 

Diese  Sätze   dürften    neu   sein    und  eine  weitere  Untersuchung  ver- 

dienen-  SCHLÖMILCH. 
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XXV.    Beweis  der  vorigen  Sätze. 
(Hiereu  Tai  V  Fig.  6  u.  7.) 

Säte  I.  Die  Seiten  1,  2,  3,  4  eines  Vierecks,  dessen  Ecken  41, 
12,  23,  34  resp.  A,  B%C,  />,  dessen  Diagonalendurchschnittspunkt  E  und 
dessen  Nebenecke  13  G  heissen  mögen,  werden  von  einer  beliebigen 
Geraden  in  den  Punkten  Px,  /8,  P3,  P4  geschnitten.  Die  Schnittpunkte 
von  PlE,  P9E,  P9E,  P4E  mit  d«n  Gegenseiten  3,  4,  1,  2  :  IIS,  774,  i7n  772 
liegen  dann  auf  einer  Geraden  (Fig.  6). 

Satz  II.  Die  Eckpunkte  1,  2,  3,  4  eines  Vierseite,  in  welchem 
die  Seiten  41,  12,  23,  34  resp.  a,  bt  c,  d,  die  Verbindungslinie  der 
Nebenecken  e  und  die  Diagonale  13  g  heissen  mögen,  werden  mit  einem 
beliebigen  Punkte  der  Ebene  durch  Strahlen  /?,,  p2,  pS}  p4  verbunden. 
Verbindet  man  dann  die  Schnittpunkte  von  pte,  p2ey  pse,  p4e  mit  den 
Gegenecken  3,  4,  1,  2  durch  die  Strahlen  n9,  n41  itx,  tt2,  so  schneiden 
sich  diese  Strahlen  in  einem  Punkte. 

Zum  Beweise  von  Satz  I  wird  es  genügen,  zu  zeigen,  dass  drei  der 
Punkte  J7j,  I72,  7789  i74  auf  gerader  Linie  liegen.  Es  folgt  dann  un- 
mittelbar, dass  auch  der  vierte  Punkt  auf  derselben  Geraden  liegt.  Der 
Schnittpunkt  von    P2E  und  CD   möge  Q   heissen.     Verstehen    wir  unter 

(                                                                                                               .                        ff  71,      fftotfa              *W*H*  «ii«        t* 

mtnlxm9n9  ...  mtn9)  den  Quotienten  — *— L*— *— =  ••• ,  so  wird  die  Be- 
dingung  dafür,  dass  Ply  P9,  P3  auf  gerader  Linie  liegen,  durch  die 
Gleichung 

I)  (BPt.CPt.GPJ^-l 

ausgedrückt. 
Nun  ist 

(CP9.GIIl.AE)  =  —  l%  weil  PzntE  auf  gerader  Linie  liegen, 
(Z>/78.C/>1.5£)  =  -1,      „     nBPlE     „ 
(BP9.CQ  .  Z>£)  =  -1,      „      P%QE       „ 
{AI14.DQ  .  C J£)  =  —  1 ,     „     II4QE      „ 
Multiplicirt  man  diese  vier  Gleichungen  mit  einander,  so  folgt  unter  Be- 
rücksichtigung von  Gleichung  I) 

(Gnx.An4.DIlz)  =  -l 
und  diese  Gleichung  sagt  aus,  dass  nin4IIs  auf  gerader  Linie  liegen. 
Satz  II  ist  der  reeiproke  Satz  zu  Satz  I.  Der  eben  gegebene  Be- 
weis kann  auf  Satz  II  nach  dem  Princip  der  Reciprocität  buchstäblich 
Übertragen  werden,  wenn  man  statt  der  grossen  Buchstaben  die  ent- 
sprechenden kleinen  einführt  und  6tatt  der  Streckenverhältnisse  die  Ver- 
hältnisse der  Sinus  der  entsprechenden  Winkel. 

Die  Sätze  I  und  II  gestatten  eine  Uebertragung  in  den  Raum.  Es 
ist  möglich,   die   Verallgemeinerung  von   Satz   1  wieder  aus  metrischen 
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Relationen  von  Strecken,  und  reciprok  die  von  Satz  II  ans  metrischen 
Relationen  von  Sinnsfnnctionen  abzuleiten;  doch  gelangt  man  schneller 
zum  Ziele,  wenn  man  die  Verallgemeinerung  von  Satz  II  aus  metrischen 
Relationen  von  Strecken  beweist  und  daraus  reciprok  die  Verallgemei- 
nerung von  Satz  I  ableitet. 

Wir  sprechen  darnach  die  verallgemeinerten  Sätze  in  folgender 
Form  aus: 

Säte  III.  Vier  durch  einen  Punkt  gehende  Ebenen  A,  B,  l~,  A 
schneiden  sich  in  den  Geraden  AB,  BT,  TA,  AA-  Die  Ebene  AB,  TA 
heisse  E,  die  Ebene  BT,  AA  heisse  Z,  die  Ebene  AB,  Ez  heisse  6. 
Eine  beliebige  Ebene  A  schneide  nun  die  Ebenen  A,  B,  I",  A  in  den 
Geraden  AA,  BA,  TA,  AA.  Legt  man  dann  von  einem  beliebigen 
Punkte  der  Schnittgeraden  Ez  Ebenen  A',  B',  f,  A'  durch  diese  Geraden, 
so   liegen  die  vier  Schnittgeraden  AP,  BA',  TA',  AB'  in  einer  Ebene. 

Satz  IV.  Vier  in  einer  Ebene  liegende  Punkte  o,  ß,  y,  S  bilden 
ein  Viereck,  der  Durchschnittspunkt  von  aß  und  yd  heisse  e,  der  von 
ßy  und  ad  heisse  £,  der  von  Sß  und  e£  heisse  #.  Zieht  man  nun  nach 
einem  beliebigen  Punkte  k  im  Räume  die  Geraden  aX>  (SA,  yl,  <U,  welche 
eine  durch  die  Gerade  t£  gelegte  Ebene  in  den  Punkten  a,  ß\  y\  ö' 
schneiden,  so  gehen  die  Geraden  ay\  ßb\  yct\  bß>  durch  einen  Punkt 
(Fig.  7). 

Zum  Beweise  von  Satz  IV  genügt  es  wieder  zu  zeigen,  dass  drei 
der  Geraden  «/,  ßb\  ya\  6ßf  sich  in  einem  Punkte  schneiden.  Die 
Bedingung  dafür,  dass  ßfi,  yy\  bb'  durch  einen  Punkt  X  gehen,  findet 
man,  indem  man  je  zwei  Bedingungsgleichungen  dafür  aufstellt,  dass 
Xßß\  Xyy\  Xö6'  auf  gerader  Linie  liegen.  Eliminirt  man  daraus  die  von 
A  ausgehenden  Strecken ,  so  ergeben  sich  die  drei  Bedingungsgleichungen 

I)  (ßö  .yt.y*\(r*)*=*lf 

II)  (y'ß'.t'&.tß.yS)  =1, 

III)  {ö'y'.ß'Z.ßy.ÖB)  =  1. 
Nun  ist 

IV)  (*£.«./*)  =  1, 

weil  &ay  so  auf  den  Seiten  des  Dreiecks  ßs6  gelegen  sind,  dass  ihre 
Verbindungslinien  mit  den  Gegenecken  sich  in  einem  Punkte  schneiden. 
Analog  ist 

V)  (/Jy.£«. <*#)  =  !. 
Ferner  ist 

{y£.öa.sß)  =  —  1 ,  weil  yös  auf  gerader  Linie  liegen, 

(0f.y6\£cr)  =  —  1,     „     ßyt    „ 

(dy.g^.  orc)  =  —  1  ,       „      b£a      „  „  „  „ 

(ys.ß<x.tö)  =  —  1,      „     yß£     „  „  „ 

Multiplicirt  man  diese  vier  Gleichungen  mit  einander,  so  erhält  man 
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VI)  GJ«.«a)(0t.«y)  =  l. 

Multiplicirt  man  nun  I)  mit  IV),  II)  mit  V),  III)  mit  VI),  so  er- 
geben sich  die  drei  Gleichungen 

Ia)  {öß.as  . /*'.  j3'#)  =  1 , 

IIa)  (Yp.ö'&.ßö.at)  =  1, 

lila)  {dy.pt.da.ßt)    =1, 

und    diese    sagen   ans,    dass   ßö\  ö(?  und    ay    sich    in   einem   Punkte 
schneiden. 

Dieser  Beweis  ist  nun  auf  Satz  III  in  der  nämlichen  Weise  über- 
tragbar, wie  der  Beweis  von  Satz  I  auf  Satz  II. 

Als  interessante  Specialfälle  der  Sätze  I,  II,  Ilf,  IV  fügen  wir  noch 
folgende  Sätze  hinzu: 

1.  Zieht  man  durch  den  Schnittpunkt  zweier  Diagonalen  eines  Vier- 
ecks Parallelen  zu  den  Seiten,  so  liegen  deren  Schnittpunkte  mit  den 
Gegenseiten  auf  einer  geraden  Linie.* 

2.  Zieht  man  von  den  Ecken  eines  Vierseits  Parallelen  in  einer 
beliebigen  Richtung  und  durch  deren  Schnittpunkte  mit  der  Verbindungs- 
linie der  Nebenecken  gerade  Linien  nach  den  entsprechenden  Gegen- 
ecken, so  schneiden  sich  diese  Geraden  in  einem  Punkte. 

3.  Legt  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  einer  Diagonalgeraden 
einer  vierkantigen  Ecke  Parallelebenen  zu  den  Seitenflächen  der  Ecke, 
so  liegen  deren  Durchschnitte  mit  den  entsprechenden  gegenüberliegen- 
den Seitenflächen  in  einer  Ebene. 

4.  Zieht  man  von  den  Ecken  eines  Vierseits  Parallelen  zu  einer 
beliebigen  Richtung  im  Räume  und  durch  deren  Schnittpunkte  mit  einer 
Ebene,  welche,  durch  die  Verbindungslinie  der  Nebenecken  gelegt  ist, 
gerade  Linien  nach  den  entsprechenden  Gegenecken,  so  schneiden  sich 
diese  Geraden  in  einem  Punkte. 

Strassburg  i.  E.,  im  Mai  1882.  Dr.  Arnold  Sachse. 


XXVI.   Ein  elementargeometriseher  Satz  als  Beitrag  zur  Theorie  der 
stereographischen  Projeotion. 

Sind  vier  Punkte  auf  einer  Ebene  oder  auf  einer  Kugel  gegeben 
AßCDly  sind  ferner  die  vier  Kreise  Afn  Af8,  K^  KA  gezeichnet,  welche 
durch  resp.  ßCD,  ACD1  A BD,  ABC  gelegt  werden  können,  so  kann  man 


*  Den  obigen  Satz  hatte  der  Herr  Verfasser  gefunden  und  mir  darüber  einen 
Artikel  zugesendet;  dieser- veranlasste  mich  zur  Aufsuchung  des  viel  allgemeine- 
ren Theorems  IV,  welches  ich  sowohl  unter  der  vorhergehenden  Nummer,  als 
brieflich  Herrn  Dr.  Sachse  mitgetheilt  habe,  worauf  Letzterer  den  früheren  Artikel 
gegen  den  vorliegenden  umtauschte.  Schlömilch 
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zwischen  den  sechs  Winkeln  (12)(13)(14)(23)(24)(34),  welche  die  Kreise 
miteinander  bilden ,  vier  Beziehungen  aufstellen ;  man  hat  nämlich ,  wenn 
man  die  Winkelsumme  um  jeden  der  vier  Punkte  ABCD  bildet  und  nur 
die  absoluten  Werthe  jener  Winkelgrössen  in  Rechnung  bringt, 

(23)+(34)  +  (24)  =  (13)  +  (34)  +  (14)-(12)  +  (14)  +  (24) 
=  (12)  +  (13)  +  (23)  =  180°. 

Hieraus  folgt  durch  Subtraction 

(23)+(24)-(13)-(14)  =  0-(14)  +  (24)-(13)-(23) 
und  hieraus  durch  Addition  (24)  =  (13).     Analog  erhält  man  (12)  =  (34), 
(14)  =  (23). 

Das  Resultat  (12)  =  (34)  kann  man  auch  so  aussprechen: 

„Hält  man  zwei  Punkte  AB  auf  einem  festen  Kreise  K^,  sowie 
einen  ausserhalb  R\  beliebig  gelegenen  Punkt  C  fest,  legt  dagegen 
durch  einen  auf  der  Peripherie  K%  beweglichen  Punkt  D  die  Kreide 
Kx,  welcher  D  mit  BC}  sowie  K%%  welcher  D  mit  AC  verbindet,  so 
schliessen  diese  veränderlichen  Kreise  A"19  K%  einen  constanten  Winkel 
ein.41 

Das  Gesagte  liefert  wohl  den  einfachsten  Beweis  dafür,  daes  die 
stereographische  Projection  der  Erdoberfläche,  nach  welcher  jeder  Punkt 
der  Kugel  vom  Nordpol  aus  auf  eine  zur  Tangentialebene  im  Nordpol 
parallele  Ebene  projicirt  wird,  als  Bild  eines  Kreises  auf  der  Kugel 
wieder  einen  Kreis  auf  der  Projectionsebene  liefert. 

Denkt  man  sich  nämlich  den  Nordpol  in  C\  sowie  einen  Kreis  Kz 
auf  der  Kugelfläche  gegeben ,  so  kann  man  auf  diesem  Kreise  zwei  Punkte 
A)  B  fest  annehmen,  sowie  einen  dritten  Punkt  D  die  Peripherie  krs 
durchlaufen  lassen;  die  durch  ADC%  BDC  gelegten  projicirenden  Ebenen 
schneiden  die  Kugel  in  Kreisen  K%,  A\.  Ihre  Schnittlinien  auf  der 
Zeichnung6ebene  bilden  auf  letzterer  einen  Winkel,  der  nicht  verschieden 
ist  von  dem  bei  C  auftretenden  Winkel  (12)  der  Kreise  K1%  K%%  da  ja 
die  Zeichnungsebene  der  Tangentialebene  parallel  ist. 

,  Letzterer  Winkel  (12)  ist  nun  aber  constant  nach  dem  oben  Bewie- 
senen; daher  projicirt  sich  der  Kreis  /fs  als  eine  Cnrve  K\  von  der 
Eigenschaft,  dass  zwei  feste  Punkte  A\  B'  derselben  von  jedem  Curven- 
punkte  if  aus  unter  demselben  Winkel  erscheinen. 

Verwandte  Betrachtungen  finden  ßich  in  zwei  Arbeiten  von  Wede- 
kind (Dissertation,  Erlangen  1874/75,  und  9.  Band  der  mathematischen 
Annalen). 

München,  A'pril  1882.  Fritz  Hofmann. 
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Historisch -literarische  Abtheilung. 


Versuch  neuer  Tafeln  der  hyperbolischen  Functionen. 

Von 

Prof.  Angelo  Forti, 

Ehrenmitglied  der  Geeelliohaft  der  Wlfientohaften  in  Bordeaux. 
2>isa  18S1. 


Die  Tafeln  der  hyperbolischen  Functionen,  mit  deren  Zusammen- 
stellung ich  mich  seit  langer  Zeit  beschäftige  und  von  denen  ich  hier 
eine  Probe  vorlege,  sind  vollständig  verschieden  von  denjenigen,  welche 
ich  in  den  Jahren  1863  und  1870  veröffentlicht  habe.  Als  die  ersten 
erschienen,  fehlten  der  Wissenschaft  noch  die  hyperbolischen  Tafeln, 
ausgenommen  diejenigen  von  Gudermann,  welche,  weil  sie  nicht  gleich- 
massig .sind,  und  aus  Gründen,  die  ich  später  angeben  werde,  ftir  die 
Praxis  sich  nicht  gut  eignen.  Während  ich  nun  damals  glaubte,  der 
Erste  zu  sein,  der  diese  Lücke  ausfüllte,  bemerkte  ich,  dass  dasselbe 
Heft  des  Archivs1),  welches  diemeinigen  ankündigte,  auch  ein  ähnliches 
Werk  von  Prof.  Gronau  in  Danzig*)  anzeigte.  Die  Einrichtung  jedoch 
war  verschieden8),  weil  er  nach  Labmert  den  sogenannten  transcen- 
denten  Winkel  r  eingeführt  hatte,  während  das  von  mir  angenommene 
Argument  der  gewöhnliche,  mit  <p  bezeichnete  Winkel  ist.  Die  Tafeln 
Gronau's  gingen  direct  von  r  =  0°  bis  r  =  90°,  die  meinigen  dagegen 
waren  doppelte.  Die  erste  ging  von  <jp  =  0°  bis  <jp  =  4&°,  jede  Seite 
links  enthielt  die  gewöhnlichen  Logarithmen  des  Sinus,  der  Tangente, 
Cotangente  und  des  Cosinus,  als  Kreisfunctionen  betrachtet,  und  rechts 
die  entsprechenden  Werthe  von  x  und  die  gewöhnlichen  Logarithmen  des 
Sinus,  Cosinus  und  des  doppelten  hyperbolischen  Sectors,  da  die  hyper- 
bolische Tangente  dieselbe  ist,  als  die  Tangente  des  correspondirenden 
Winkels  <p.  Die  zweite  Tafel  hatte  als  Argument  \x,  ging  ebenfalls  von 
0°  bis  45°  und  gab  die  doppelten  hyperbolischen  Sectoren  und  die  Lo- 
garithmen der  Tangenten  der  entsprechenden  Winkel  <p. 

Wie  es  oft  bei  der  ersten  Ausgabe  eines  neuen  Werkes  zu  gehen 
pflegt,  habe  ich  mich  bald  überzeugt,  dass  diese  Doppelseitigkeit  meine 
Tafeln  in  vielen  Fällen  unbequem  machte  und  dass  ich  sie  deshalb  ein- 
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facher  einrichten  mü98te.  Darin  bestärkte  mich  noch  die  Polemik,  welche 
zwischen  den  Professoren  Hoüel,  Gronau,  Bellavitis  und  mir  ent- 
stand. Die  gelehrte  Kritik  Hoüel's  befindet  sich  im  Qeptemherheft 
1864  des  .Journals  von  Terqueni.  Der  erste  Tbeil  der  Ausgabe  meiner 
Tafeln  von  1870  enthalt  ausser  der  Geschichte  der  hyperbolischen  Func- 
tionen eine  grosse  Anzahl  ihrer  Anwendungen  auf  die  Algebra,  die 
Astronomie,  die  Physik,  die  elliptischen  Functionen  und  die  Loxodrome4). 
Die  hyperbolischen  Functionen  spielen  auch  eine  wesentliche  Rolle  in 
der  Nicht- Euklidischen  oder,  wie  sie  von  Anderen  genannt  wird,  idealen 
Geometrie,  wie  ich  in  zweien  meiner  Abhandlungen  über  die  Arbeiten 
von  Lobatcheffsky  und  der  beiden  Bolyai  gezeigt  habe.  Die  erste 
dieser  Abhandlungen  befindet  sich  im  8eptemberheft  1866  der  Rivista 
Bolognese  und  die  zweite  im  Bulletin  der  Geschichte  der  mathematischen 
und  physikalischen  Wissenschaften  des  Fürsten  Boncompagni,  ver- 
öffentlicht in  demselben  Jahre.  Ausserdem  geht  dieses  auch  aus  einer 
klassischen  Abhandlung  des  Prof.  Battaglini  über  dieselbe  Geometrie5) 
hervor. 

Vor  dem  Jahre  1870  drang  Prof.  Hoüel,  jener  competente  Richter, 
in  mich,  den  Winkel  q>  aufzugeben  und  dafür  als  Argument  den  dop* 
pelten  hyperbolischen  Sector  zu  nehmen.  Die  Einwürfe  Bellavitis* 
kamen  zum  grossen  Theil  mit  denjenigen  Boüel's  überein,  nur  dass  er 
sich  nicht  sehr  günstig  über  das  System  Gronau' s  aussprach.  Ich  ant- 
wortete Beiden,  und  Bellavitis  erwies  mir  die  Ehre,  meine  ganze  Ant- 
wort in  die  Annalen  des  Istituto  veneto,  Heft  für  Juli  und  August  1864, 
einzurücken.  Der  Inhalt  meiner  Erwiderung  war  folgender:  Ich  stimmte 
vollständig  damit  überein,  dass  der  doppelte  hyperbolische  Sector  das 
natürlichste  Argument  für  ausschliesslich  hyperbolische  Tafeln  sei;  der 
gewöhnliche  Winkel  <p  dagegen,  wenn,  wie  es  meine  damalige  Absicht 
war,  es  sich  darum  handelt,  die  hyperbolischen  Functionen  vom  elemen- 
taren Standpunkte  aus  zu  betrachten  und  an  die  Stelle  der  bekannten 
Tafeln  von  Lalande  ein  mit  diesen  Functionen  bereichertes  Buch  zu 
setzen,  welches  man  den  Eleven  der  Lyceen,  wo  die  Kegelschnitte  gelehrt 
werden,  in  die  Hand  geben  könnte  und  wodurch  sie  in  den  Stand 
gesetzt  wären,  die  Kreis-  und  die  hyperbolischen  Coordinaten  unterein- 
ander zu  vergleichen  und  z.  B.  die  Fläche  des  doppelten  Sectors  a>  der 
gleichseitigen  Hyperbel  aus  dem  gegebenen  entsprechenden  Winkel  <p  zu 
berechnen,  uud  nicht  aus  t,  welches  in  Bezug  auf  die  Figur  etwas  Er- 
künsteltes hat.  In  Wirklichkeit  habe  ich  dadurch,  dass  meine  Tafeln 
vom  Jahre  1870  die  dritte  Ausgabe  erlebten,  geschlossen,  dass  diese 
meine  Erwartung  mich  nicht  betrog. 

Da  ich  nun  jene  Idee  durchgeführt  habe,  so  schien  es  mir  geeignet, 
hyperbolische  Tafeln  für  den  ausschliesslichen  Gebrauch  der  Mathematiker 
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zu  berechnen,  deren  theoretischer  Theil  sich  auf  die  analytischen  Prin- 
cipien  dieser  Functionen  gründet.  Mit  der  Ausführung  dieses  Unter- 
nehmens bin  ich  gegenwärtig  beschäftigt.  Das  Argument  musste  der 
doppelte  hyperbolische  Sector  od  sein,  welcher  von  Null  an  in  kleinen 
Intervallen  wachsen  musste.  Ich  lege  am  Ende  dieser  Abhandlung  eine 
Probe  dieser  Tafeln  vor.  Weil  ich  mich  nun  dadurch  denjenigen  Gud er- 
mann's  und  noch  mehr  denjenigen  Hotiel's  nähere,  so  muss  ich  vor- 
erst diese  beschreiben,  um  den  Unterschied  derselben  mit  den  meinigen 
zu  zeigen.  Nach  dem  Jahre  1830  veröffentlichte  Gudermann  in  den 
Bänden  VI,  VII,  VIII  und  IX  des  Cr  eil  e' sehen  Journals  eine  Reihe 
von  hyperbolischen  Tafeln.  Diese  waren  eingeleitet  durch  eine  gelehrte 
und  ausführliche  Abhandlung,  betitelt:  Theorie  der  Potentialfunctionen, 
in  welchen  durch  dieselbe  Analysis  die  Functionen  der  beiden  Curven- 
arten  so  behandelt  werden,  als  ob  sie  aus  gleichem  Ursprung  hervor- 
gegangen wären.  Die  Theorie  wird  vervollständigt  mit  der  Auseinander- 
setzung der  Principien  ,  welche  zur  Aufstellung  der  Tafeln  gedient  haben, 
und  das  Werk  ist  dem  berühmten  Gründer  jener  Zeitschrift  gewidmet. 
Seine  Tafeln  sind  doppelter  Art:  die  ersten  geben  den  transcendenten 
Winkel  t,  von  ihm  Longitudinalzahl  genannt,  wenn  der  doppelte  hyper- 
bolische Sector,  von  ihm  Längenzahl  genannt,  gegeben  ist,  und  um- 
gekehrt; die  zweiten  geben  die  Logarithmen  von  sink,  cosh  und  tagh, 
wenn  der  doppelte  Sector  gegeben  ist;  nur  dass  diese  zweiten  Tafeln 
nicht  mit  dem  doppelten  Sector  0  anfangen,  sondern  mit  jenem  =2  bis 
12,  weil,  wie  er  selbst  sagt,  die  ersteren  sich  nicht  gut  für  den  Gebrauch 
eignen,  wenn  der  doppelte  Sector  grösser  als  4  ist.  Daher  kommt  es, 
dass  der  Gebrauch  der  Gud  ermann9  sehen  Tafeln  nicht  gleichmässig  ist. 
Wenn  der  gegebene  doppelte  Sector  grösser  als  2  ist,  geben  seine  zwei- 
ten Tafeln  direct  die  Logarithmen  der  entsprechenden  hyperbolischen 
Functionen ;  wenn  dagegen  derselbe  kleiner  als  2  ist,  muss  man  auf  die 
ersten  Tafeln  zurückgehen,  welche  den  ihm  entsprechenden  transcenden- 
ten Winkel  geben;  alsdann  muss  man,  um  die  gesuchten  Logarithmen 
der  hyperbolischen  Functionen  zu  erhalten,  zu  den  gewöhnlichen  Loga- 
rithmentafeln greifen  und  alsdann  von  den  gewöhnlichen  Logarithmen  zu 
den  natürlichen  Werthen.  Dieses  genügt,  uns  zu  überzeugen,  dass  die 
Gud ermann 'sehen  Tafeln  sehr  unbequem  sind,  weil,  wenn  wir  uns 
auch  der  zweiten  bedienen  können,  wir  dennoch  gezwungen  sind,  nicht 
nur,  wie  ich  soeben  bemerkt  habe,  von  den  Logarithmen  zu  den  Zahlen 
mit  Hilfe  anderer  Tafeln  überzugehen,  sondern  auch  die  Proportional- 
tbeile mittelst  der  Logarithmen  der  gesuchten  Functionen  zu  berechnen, 
während,  wenn  wir  genau  verfahren  wollen,  wir  diese  ProportionaltheUe 
mittelst  der  numerischen  Werthe  der  Functionen  selbst  nehmen  müssen. 
Deshalb  habe  ich  in  dem  historischen  Theile  meiner  Tafeln  von  1870 
gesagt,    dass  ich   leider  die  Ansicht   des   Herrn   St  ad  er6)  nicht  theilen 
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kann,  und  dass  das  wirkliche  Verdienst,  welches  er  in  dieser  Arbeit 
seines  Lehrers  erblickt,  in  den  verschiedenen  darin  enthaltenen  neuen 
Anwendungen  besteht. 

Während  der  zwischen  der  Veröffentlichung  der  Gud  ermann 'sehen 
und  meiner  Tafeln  verflossenen  Zeit  veröffentlichte  Ho  fiel  ein  interessan- 
tes Werk  unter  dem  Titel:  Recueil  de  forroules  et  de  tables  num^riqnes7). 
Die  Tafel  XIV  dieses  Werkes  hat  viele  Analogie  mit  den  meinigen.  Er 
legt  in  der  Einleitung  zu  seinem  Werke  die  Einrichtung  seiner  Tafeln 
kurz  dar.  Auf  Doppelseiten  enthält  diese  Tafel  neben  einander  die  natür- 
lichen Werthe  und  die  Logarithmen  der  Kreisfunctionen  von  t  =  0*  bis 
r  =  0',500,  die  Werthe  der  entsprechenden  doppelten  hyperbolischen 
Sectoren,  welche  er  mit  u  bezeichnet,  jene  von  Mu  (wo  M  der  Modul 
der  gewöhnlichen  Logarithmen  ist),  und  endlich  aller  hyperbolischen 
Functionen  und  deren  Logarithmen  mittelst  der  Relationen 

sin  x  =  tagh  u ,     cosec  x  =   -  -, — ,     taqx  =  sink  u ,  *"  cotg  x  =  -— —  , 
y      '  tagh  u  '        *  sink  u  * 

sec  x  =  cosh  u .     cos  r  =  -  ---    -. 
coshu 

Der  Autor  bemerkt  dann  nebenbei,  dass  man  mit  seinen  Tafeln  die 
numerischen  Werthe  von  eu  =»  cosh u  +  sinh u  und  e~u  =  coshu —  sinhu 
leicht  bestimmen  könne.  Sein  Argument  schreitet  nach  Hunderteln  des 
Quadranten  weiter,  und  obgleich  dieses  öfters  weniger  bequem,  als  die 
Sexagesimaltheilung  ist,  so  bietet  es  doch  bei  vielen  Anwendungen  be- 
merkenswerthe  Vortheile.  Im  Ganzen  bieten  die  Tafeln  Hoüel's  einen 
Fortschritt  vor  denjenigen  Gronau's. 


Nun  spreche  ich  von  denjenigen,  welche  ich  gegenwärtig  berechne. 
Da  Hoüel  die  Güte  hatte,  mir  die  grossen  astronomischen  und  hydro- 
graphischen Tafeln  des  Prof.  Bagay8)  zu  schenken,  welche  in  den 
Werthen  des  gewöhnlichen  Winkels  <p  von  Sezagesimalsecunde  zu  Seza- 
gesimalsecunde  weiter  schreiten ,  so  kann  ich  mittelst  derselben  die  meini- 
gen mit  einem  grossen  Grad  von  Genauigkeit  entwerfen.  Trotzdem  hätte 
ich  für  Behr  kleine  doppelte  hyperbolische  Sectoren  cö  bei  cosh  die  von 
mir  erstrebte  Genauigkeit  nicht  erreichen  können,  wenn  ich  nicht  von 
der  bekannten  Formel  cosh  od  =  secx  =  yi  +  tag*x  Gebrauch  gemacht  hätte. 
Das  Argument  (o  fängt  von  0  an  und  schreitet  beständig  um  -ffffffff 
weiter;  die  lineare  Einheit  ist  die  reelle  Halbaze;  es  sind  die  entspre- 
chenden Werthe  von  r  berechnet  und  den  Logarithmen  der  hyperbolischen 
Functionen  stehen  ihre  natürlichen  Werthe  gegenüber.  Zu  dieser  Einrich- 
tung bewogen  mich  die  Anforderungen  der  Praxis  und  die  verschiedenen 
Formen,  welche  6ich  für  die  logarithmische  Berechnung  eignen  oder  nicht 
eignen.     Die  Einrichtung  ist   folgende.      Auf  der  linken  Seite  befinden 
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sich:  «,  log  cd,  log  sink  coy  log  cosh  co,  logtaghw;  auf  der  rechten:  a>,  sinhoa} 
cosh  od,  taghco,  Ampx.  Die  Tafeln  geben  auch  auf  der  linken  Seite  für 
das  etwaige  Bedürfniss  die  Logarithmen  der  natürlichen  Zahlen. 

Die  von  mir  zur  Bestimmung  der  Werthe  von  r  unter  anderen  ent- 
sprechenden Functionen  benützte  Formel  war  folgende: 


00  = 


to»*w(j+|) 


löge 


Diese  Formel  giebt  r,  und  wenn  dieses  bekannt  ist,    haben  wir  die  Re- 
lationen 

sink  m  =  tag  t,      cosh  <o  = =  sec  r,     tagh  co  =  sin  x : 

'  cosx  ' 

in   den  Fällen,   wo   a>  klein   ist,   benützte  ich  zur  Probe  die  bekannten 
Formeln 


cosh  o»  =  - 


sin  ha>  = 


2 


wo  e"  =  l  +  j  +  —  +  .. 


er~  m  * 


1_  «+-^1_ 
IM. 2 


18t. 


Um   eine  Idee  meines  bei   der  Einrichtung  dieser  Tafeln  befolgten 
Verfahrens  zu  geben,  setze  ich  einen  Theil  derselben  hier  bei. 


o> 0,0270 

log  co ¥,4313688 

loglog  e 7,6377843 

loglogTanQ)  +  Qy  2,0691481 

%T<m(j  +  0.  .  .  ||  0,0117260 


■*  +  - 

4       2 


log  Senk  m  =  log  Tan  r 

Sink  co 

log  Cosh  (o  =  logSecx 

Cosh  co 

logTcmhci) 

Tanhco 


45*46' 24",238 

1»32'48",476 
2,4314167 
0,0270033 
0,0001583 
1,0003643 
2,4812584 
0,0269934 


0,0271 
2,4329693 
1,6377843 

2,0707536 
0,0117694 

45°46'36",548 

1°  33' 09  ",096 
2,4330228 
0,0271033 
0,0001595 
1,0003670 
2,4328633 
0,0270934 


0,0272 
2,2845689 
1,6377843 

2,0723532 
0,0188128 

45°46'44",867 

1°83'29",714 
2,4346227 
0,0272034 
0,0001607 
1,0003697 
2,4344620 
0,0271933 


0,0273 
2,4361626 
1,6377843 

2,0739469 
0,0118562 

45°46'65",163 

1°38'Ö0",326 
2,4362163 
0,0273334 
0,0001618 
1,0003724 
2,4360545 
0,0272932 


Diese  Methode  kann  die  siebente  Decimale  um  eine  halbe  Einheit 
zu  gross  oder  zu  klein  ergeben;  die  sechste  Decimale  jedoch  hat  sich 
bei  verschiedenen  Anwendungen ,  welche  ich  in  meinem  Werke  anführen 
werde  und  die  ich  mit  Fleiss  sowohl  mit,  als  ohne  hyperbolische  Func- 
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tionen  durchgeführt  habe,,  als  genau  gezeigt.  Ueberall  habe  ich  die 
beiden  letzten  Ziffern  rechts  in  jeder  Colon ne  hinausgerückt,  weil  in  der 
Regel  fünf  Deciraalen  mehr  als  hinreichend  sind.  Ebenso  habe  ich  es 
in  den  Colonnen  der  Differenzen  D  gemacht,  und  bei  den  Werthen  von 
t  habe  ich  zwei  Decimalen  angeschrieben,  weil  ich  bemerkt  habe,  dass 
selbst  in  der  Astronomie  eine  einzige  genügt. 


Schliesslich  muss  ich  noch  über  den  historischen  Theil  meines  Wer- 
kes sprechen.  Dieser  muss  eine  grössere  Ausdehnung,  als  derjenige  in 
meinen  Tafeln  vom  Jahre  1870  haben,  weil  in  der  Folge  zwei  inter- 
essante Werke  über  die  hyperbolischen  Functionen  erschienen  sind;  das 
eine  ist  von  Capitän  Laisant9)  und  das  andere  von  Dr.  S.  Günther10). 
Ich  bin  sicher,  dass  es  dem  Leser  angenehm  sein  wird,  wenn  ich  eine 
Andeutung  über  diese  beiden  Werke  gebe. 

Das  Werk  des  Herrn  Laisant  besteht  aus  drei  Theilen;  der  erste 
enthält  die  Trigonometrie  der  gleichseitigen  Hyperbel.  Er  fängt  damit 
an,  die  geometrischen  Grössen  der  hyperbolischen  Functionen  mittelst 
geeigneter  Figuren  zu  erklären  und  ihre  gegenseitigen  Beziehungen  bei 
ein  und  demselben  doppelten  Sector  g>  aufzustellen,  wobei,  wie  gewöhn- 
lich, die  reelle  Halbaxe  als  Einheit  angenommen  ist.  Indem  er  alsdann 
naturgemäss  ihren  analytischen  Ursprung  nimmt,  bestimmt  er  alle  trigo- 
nometrischen Relationen ,  Differentiale  und  Integrale  der  Functionen  von 
w  und  ihre  Periodicitftt.  Hier  macht  er  mit  Nutzen  von  der  conjugirten 
Hyperbel  Gebrauch,   welche  gewissermassen  den  Umfang  der  Curve  um 

ihr  Centrum  ergänzt;  dadurch,  dass  er  -rt  zu  a>  hinzufügt,  geht  er  von 

einem  Punkte  M  der  gegebenen  gleichseitigen  Hyperbel  zum  Punkt  M'" 
ihrer  conjugirten  über,  und  es  sind  die  Functionen  des  letzteren  in 
Bezug  auf  die  Axe  YY  geometrisch  dieselben,  als  diejenigen  des  Punktes 
M  in  Bezug  auf  die  Axe  XX. 

Im  zweiten  Theile  verfährt  der  Autor  ebenso  bezüglich  einer  belie- 
bigen Hyperbel ,  und  dieses  veranlasst  ihn ,  in  analoger  Weise  die  Ellipse 
zu  behandeln.  Der  dritte  Theil  endlich  enthält  eine  Reihe  von  interes- 
santen Anwendungen  in  meisterhafter  Behandlungsweise,  welche  zu  ihrer 
numerischen  Berechnung  hyperbolische  Tafeln  nothwendig  machen,  die 
in  sehr  kleinen  und  gleichförmigen  Intervallen  des  doppelten  Sectors  m 
aufsteigen. 

Herr  Dr.  8.  Günther,  Professor  am  Gymnasium  zu  Ansbach,  fingt 
seine  oben  citirte  Schrift  mit  einer  historisch -bibliographischen  Einleitung 
an  und  erweist  mir  die  Ehre,  diese  fast  gänzlich  auf  den  historischen 
Theil  meiner  Tafeln   von  1870  zu  gründen,   nur  dass  er  die  Fähigkeit 
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besitzt,  denselben  durch  die  umfangreiche  Kenntniss,  welche  ihm  (wie  er 
selbst  sagt)  das  genaue  Studium  aller  Autoren  dieser  Doctrin,  haupt- 
sächlich May  er 's  und  Riccati's  gebracht  hat,  zu  erweitern.  Dem 
Letzteren  legt  er  das  Verdienst  der  Gründung  der  hyperbolischen  Tri- 
gonometrie bei,  während  nach  meiner  Auseinandersetzung  dieses  auch 
Mayer  zugehört.  Er  erwähnt  auch  des  Ferroni  in  ehrenhafter  Weise 
und  sagt  (8.  19),  „dass  Barsotti  und  Forti  dem  meisterhaften  Werk 
des  berühmten  Florentiners11.)  das  verdiente  Lob  zu  Theil  werden  Hessen, 
welcher  von  den  Geschichtsschreibern  (und,  wie  ich  beifüge,  auch  von 
den  mir  bekannten  grossen  biographischen  Wörterbüchern)  vergessen 
wurde  ". 

In  Bezug  auf  das  Verdienst  Newton 's  um  diese  Theorie  sagte  ich, 
dass  Newton,  obgleich  er  keine  Ahnung  von  der  heutigen  Theorie  der 
hyperbolischen  Functionen  hatte,  dennoch  den  Keim  dazu  legte,  und  auf 
dieser  Thatsache  bin  ich  bestanden,  weil  meines  Wissens  kein  Schrift- 
steller sein  Augenmerk  darauf  gerichtet  hatte.  Dass  dieses  mein  Urtheil 
nicht  irrig  war,  bestätigt  mir  Dr.  Günther  im  §  3  seines  Werkes,  wo 
er  sich  so  ausdrückt:  „Dem  Forti  gebührt  das  Verdienst,  die  unbewusste 
Ahnung,  welche  Newton  von  den  hyperbolischen  Functionen  hatte,  als 
der  Erste  hervorgehoben  zu  haben. " 

In  der  That  finden  wir  in  dem  unsterblichen  Werke:  Philosophiae 
naturalis  principia  mathematica  Hb.  II  prop.  VIII,  dass  Newton  nach 
seinem  Lemma,  in  welchem  er  die  Fundamente  der  Differentialrechnung, 
von  ihm  Fluxionsrechnung  genannt,  darlegt,  von  dem  Auf-  und  Abstei- 
gen der  Körper  in  Mitteln,  wejche  proportional  dem  Quadrat  der  Ge- 
schwindigkeit Widerstand  leisten,  spricht,  und  dass  er  die  Geschwindig- 
keit eines  aufsteigenden  Körpers  durch  die  Tangente  eines  Kreissectors 
darstellt,  die  Geschwindigkeit  eines  fallenden  Körpers  dagegen  durch  die 
Taugente  eines  hyperbolischen  Sectors.  In  Prop.  IX  beweist  er,  dass  von 
diesen  Sectoren  der  erste  proportional  ist:  der  von  dem  Augenblick  seines 
vertikalen  Aufsteigens  bis  zu  dem  Augenblick,  wo  er  zu  steigen  aufhört, 
verflossenen  Zeit;  der  zweite  dagegen  proportional  der  Zeit,  welche  zwi- 
schen dem  Augenblick  seines  Fallens  und  seiner  Zurückkunft  zu  dem 
Punkte,  von  dem  er  aufwärts  geworfen  wurde,  verflossen  ist.  Nun  be- 
merke man,  dass  die  Gleichung,  welche  den  Zusammenhang  zwischen 
der  Geschwindigkeit  und  der  Zeit,  nach  der  angenommenen  Hypothese, 
giebt,  bekanntlich  ist 

In  dieser  Gleichung  sind  die  vertikalen  Ordinaten  von  oben  nach  unten 
gezählt;  9  bezeichnet  die  der  Zeit  t  entsprechende  Geschwindigkeit  des 
Körpen,  g  die  dem  widerstehenden  Mittel  entsprechende  Beschleunigung 
und    k    die    Geschwindigkeit,    welche    Huyghens    Endgeschwindigkeit 
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nennt.  Man  sieht  bald,  dass  Newton,  nach  dem  Gebrauche  jener  Zeit, 
in  welcher  die  Infinitesimalrechnung  in  einem  Werke  von  solcher  Wich- 
tigkeit, wie  die  Principien,  noch  nicht  als  Beweismittel  zugelassen  wurde, 
das  Integral  obiger  Gleichung  in  eine  geometrische  Construction  übersetzt 
hat,  welches,  wenn  man  die  Zeit  von  dem  Moment  an  zählt,  in  wel- 
chem   die    Geschwindigkeit  Null    ist,    durch    eine    der    beiden  Formeln 

v  =  k.tag  — -f,    v  =  k.taghV-t  gegeben  ist,  je  nachdem  man  von  den  posi- 

n  K 

tiven  oder  negativen  Zeichen  Gebrauch  macht. 

Nun  schliesst  Dr.  Günther  dasselbe,  indem  er  zeigt,  dass  die 
Werthe  der  von  Newton  bei  der  Auflösung  dieses  Problems  angewand- 
ten Coordinaten  x  und  y  die  Relation  a?s  —  ys=co«*Ä  —  sm*A  =  l  liefern, 
welches  die  Fundamentalgleichung  der  hyperbolischen  Functionen  ist. 
Alle  theoretischen  Theile  von  Wichtigkeit,  welche  in  den  Memoiren  der 
älteren  und  neueren  Schriftsteller  über  die  hyperbolischen  und  ellipti- 
schen Functionen  enthalten  sind,  hauptsächlich  in  denjenigen  von  Jacobi, 
Gauss,  Mossotti,  in  dem  Werke  Laisant's  und  in  dem  meinigen, 
sind  von  Dr.  Günther  ausführlich  dargelegt,  einige  in  kritischer  Be- 
handlungsweise ,  andere  mit  numerischen  Anwendungen,  und  immer  mit 
einer  an  Skrupulosität  grenzenden  Genauigkeit. 

Bezüglich  der  Brauchbarkeit  des  Arguments  qp,  worauf  sich  meine 
Tafeln  von  1870  gründen,  spricht  er  sich  günstig  für  meine  Gründe  aus, 
denn  indem  er  auf  die  Einwürfe  des  Bellavitis  anspielt,  drückt  er  sich 
so  aus:  „Forti  giebt  die  von  seinem  Gegner  vorgebrachten  Vorwürfe  an 
und  zugleich  legt  er  seine  Replik  dar,  welche  uns  sehr  überzeugend 
scheint."  Er  bereichert  auch  im  letzten  Theile  sein  Werk  mit  Anwen- 
dungen auf  die  Hyperbel,  die  Ellipse  und  die  Gykloide,  und  behandelt 
die  von  Anderen  gemachten  Anwendungen  mit  unparteiischer  Kritik.  So 
kommt  er  z.  B.,  bei  der  Besprechung  meiner  Anwendungen,  auf  die 
loxodromische  Linie  und  schreibt:  „Der  erste  Mathematiker,  welcher  die 
Verwendbarkeit  der  Hyperbelfunctionen  für  die  numerische  Behandlung 
dieser  Formeln  erkannte,  war  Forti.  Derselbe  schliesst  seine  Betrach- 
tungen jedoch  unmittelbar  an  die  Mercator' sehe  Abbildung  des  bezüg- 
lichen loxodromischen  Dreiecks  an,  was  an  sich  keineswegs  nothwendig  ist.11 
Aber  auch  ich  habe  dieses  bemerkt,  wie  man  aus  der  Methode  schliessen 
kann,  die  ich  im  ersten  Theile  des  ersten  Problems  auf  8.  129  ein- 
geschlagen habe  und  die  ich  offenbar  bis  zu  Ende  hätte  weiterfuhren 
können.  Aus  der  Loxodromie,  der  nach  zwei  Methoden  durchgeführten 
Auflösung  der  sphärischen  Dreiecke  (S.  112)  und  aus  der  Auflösung  der 
Gleichungen  des  dritten  Grades  geht  klar  hervor,  dass  ich  immer  von  den 
hyperbolischen  Functionen  Gebrauch  zu  machen  suchte  und  dass  ifch  stets 
bestrebt  war,  die  Brauchbarkeit  meiuer  nach  q>  geordneten  Tafeln  nach- 
zuweisen. 


Versach  neuer  Tafeln  der  hyperbolischen  Functionen. 


Ich  schliesse  nun  mit  der  Bemerkung,  dass,  wenn  meine  neuen 
Tafeln,  von  denen  ich  hier  eine  Probe  vorlege,  allen  Anforderungen  der 
Mathematiker  genügen,  mir  der  Gedanke  an  die  Mühe,  welche  ich  bisher 
hatte  und  welche  ich  bis  zur  Vollendung  noch  haben  werde,  angenehm 
sein  wird;  und  weil  die  Liebe  zur  Wissenschaft  jede  günstige  Vorein- 
genommenheit für  die  eigenen  Ideen  zum  Schweigen  bringen  muss,  so 
erkläre  ich  mich  bereit ,  aus  den  Kritiken ,  welche  nach  Vorlegung  dieses 
Entwurfs  mir  zu  Gesicht  kommen  sollten,  Nutzen  ziehen  zu  wollen. 


1)  Archiv  der  Mathematik  und  Physik,  herausgeg.  v.  Jon.  Aug.  Grüner t, 
Professor  zu  Greifswald.    1864,  Theil  XLI. 

2)  Tafeln  für  sämmtliche  trigonometrische  Functionen  der  cyklischen  und 
hyperbolischen  Sectoren. 

8)  Prof.  Gronau  und  ich  überschickten  uns  gegenseitig  unsere  Werke,  und 
dieser  schrieb  mir,  dass  sich  unsere  Tafeln  weder  gegenseitig  überflüssig  machen, 
noch  widersprechen. 

4)  Tavole  dei  logaritmi  dei  numeri  e  delle  funzioni  circolari  ed  iperboliche, 
precedute  dalla  storia  e  teoria  delle  iperboliche,  da  applicazioni  e  da  altre  tavole 
di  uso  frequente.    Torino ,  G.  B.  Paravia  e  C.     1870. 

5)  Bendiconto  della  R.  Accademia  delle  scienze  fisiche  e  matematiche  di 
Napoli.    Giugno  1867. 

6)  Annali  delle  scienze  matematiche  e  fisiche  dei  Prof.  Tortolini.   Tomoll. 

7)  Memoires  de  la  socie'tä  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux  1866. 

8)  Paris,  Firmin  Didofc  pere  et  fils,  1829.    Edition  ste*re*otype. 

9)  Mämoires  de  la  soci^tä  des  sciences  physiques  et  naturelles  de  Bordeaux. 
Tome  X,  1876. 

10)  Die  Lehre  von  den  gewöhnlichen  und  verallgemeinerten  Hyperbelfunctio- 
nen,  theilweise  auf  Grund  freier  Bearbeitung  von  Laisant's  „Essai  sur  les  fonctions 
hyperboliques"  und  Forti's  „Tavole  logaritmiche"  dargestellt  von  Dr.  S.  Günther. 
Halle  a.  8.,  1881. 

11)  Magnitudinum  exponentialium  logarithmorum  et  trigonometriae  sublimis 
teoria,  nova  metodo  pertractata,  auctore  Petro  Ferronio. 
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CO. 

'    log  a>. 

D. 

log  Senk  <o. 

B. 

logCosha. 

D. 

log  Tank  co. 

D 

0,0270 

2,43136  38 

2,43141  67 

0,00016  83 

2,43125  84 

0,0271 

2,43296  95 

2,43302  28 

0,00016  95 

12 

2,43286  33 

0,0272 

2,43466  89  ! 

2,43462  27 

0.00016  07 

12 
11 
12 
12 
12 

2,43446  20 

0,0278 

2,43616  26  | 

2,43621  63 

0,00016  18 

2,43605  46 

0,0274 

2,43775  06  j 

2,43780  62 

0,u0016  30 

2,43764  22 

0,0275 

2,43933  27 

2,43938  78 

0,00016  42 

2,43922  36 

0,0276 

2,44090  91 

2,44096  45 

0,00016  64 

2,44079  91 

0,0277 

2,44247  98 

2,44253  57 

0,00016  66 

12 

2,44236  91 

0,0278 

2,44404  48 

2,44410  11 

0,00016  78 

12 

2,44393  33 

0,0279 

2,44560  42 

2,44566  10 

0,00016  90 

12 

2,44549  20 

0,0280 

2,44716  80 

2,44721  16 

0,00017  02 

12 

2,44704  14 

0,0281 

2,44870  68 

2,44876  40 

0,00017  14 

12 

2,44859  26 

0,0282 

2,45024  91 

2,45030  72 

0,00017  27 

18 

2,45013  45 

0,0288 

2,45178  64 

2,45184  42 

0,00017  39 

12 

2,45167  03 

0,0284 

2,45331  88 

2,45387  78 

0,00017  51 

12 
13 

2,45320  22 

0,0286 

2,45484  49 

2,46690  44 

0,00017  64 

2,46472  80 

0,0286 

2,46636  60 

2,45642  64 

0,00017  76 

12 

2,46624  78 

0,0287 

2,45788  19 

2,45793  89 

0,00017  88 

12 

2,46776  01 

0,0288 

2,46989  25 

2,45945  34 

0.00018  00 

12 

2,45927  84 

0,0289 

2,46089  78 

2,46095  89 

0,00018  13 

13 

2,46080  76 

0,0290 

2,46239  80 

2,46245  66 

0,00018  26 

13 

2,46227  40 

0,0291 

2,46389  30 

2,46395  56 

0,00018  38 

12 

2,46377  18 

0,0292 

2,46538  29 

2,46544  56 

0,00018  51 

13 

2,46526  05 

0,0293 

2,46686  76 

2,46692  77 

0,00018  64 

13* 

2,46674  18 

0,0294 

2,46834  73 

2,46841  13 

0,00018  76 

12 

2,46822  37 

0,0295 

2,46982  20 

2,46988  66 

0,00018  89 

13 
14 
12 

2,46969  77 

0,0296 

2,47129  17 

2,47135  35 

0,00019  03 

2,47116  32 

0,0297 

2,47275  64 

2,47281  81 

0,00019  15 

2,47262  72 

0,0298 

2,47421  63 

2,47428  26 

0,00019  28 

13 

2,47408  98 

0,0299 

2,47567  12 

2,47573  46 

0,00019  41 

13 
13 

2,47574  05 

0,0300 

2,47712  13 

2,47718  63 

0,00019  54 

2,47698  99 

CO. 

Tanh  =  Tony. 

D. 

Sim  =  Tanh<p. 

D. 

Tan  t=  Sink. 

D. 

Secz  =  Cosh 

D. 
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'  Sink  <o. 


B. 


Coshco. 


Tanha. 


D. 


Ampx. 


0,0270 
0,0271 
0,0272 
0,0273 
0,0274 
0,0275 
0,0276 
0,0277 
0,0278 
0,0279 
0,0280 
0,0281 
0,0282 
0,0283 
0,0284 
0,0285 
0,0286 
0,0287 
0,0288 
0,0289 
0,0290 
0,0291 
0,0292 
0,0293 
0,0294 
0,0295 
0,0296 
0,0297 
0,0298 
0,0299 
0,0300 


0,02700  33 
0,02710  33 
0,02720  34 
0,02730  34 
0,02740  34 
0,02750  35 
0,02760  35 
0,02770  36 
0,02780  36 
0,02790  37 
0,02800  35 
0,02810  37 
0,02820  38 
0,02830  38 
0,02840  39 
0,02860  39 
0,02860  39 
0,02870  38 
0,02880  40 
0,02890  41 
0,02900  39 
0,02910  42 
0,02920  42 
0,02930  41 
0,02940  43 
I  0,02950  44 
0,02960  42 
0,02970  43 
0,02980  46 
0,02990  44 
0,03000  44 


10  00 
10  01 
10  00 
10  00 
10  01 
10  00 
10  01 
10  00 
10  01 

9  98 
10  02 
10  01 
10  00 
10  01 
10  00 
10  00 

9  99 
10  02 
10  01 

9  98 
10  03 
10  00 

9  99 
10  02 
10  01 

9  98 
10  01 
10  03 

9  98 
10  00 


1,00036  43 
1,00036  70 

1.00036  97 

1.00037  24 
1,00037  51 

1.00037  79 

1.00038  06 
1,00038  34 
1,00038  61 

1.00038  89 

1.00039  17 
1,00039  45 

1.00039  73 

1.00040  01 
1,00040  30 
1,00040  58 

1.00040  87 

1.00041  15 
1,00041  44 

1.00041  73 

1.00042  02 
1,00042  31 
1,00042  60 

1.00042  89 

1.00043  18 
1,00043  48 

1.00043  77 

1.00044  07 
1,00044  37 
1,00044  66 
1,00044  96 


27 
27 
27 
27 
28 
27 
28 
27 
28 
28 
28 
28 
28 
29 
28 
29 
28 
29 
29 
29 
29 
29 
29 
29 
SO 
29 
30 
30 
29 
30 


0,02699  34 
0,02709  34 
0,02719  33 
0,02729  83 
0,02739  32 
0,02749  31 
0,02759  30 
0,02769  29 
0,02779  29 
0,02789  28 
0,02799  25 
0,02809  26 
0,02819  26 
0,02829  24 
0,02839  24 
0,02849  23 
0,02859  22 
0,02869  20 
0,02879  21 
0,02889  20 
0,02899  17 
0,02909  19 
0,02919  18 
0,02929  17 
0,02939  16 
0,02949  16 
0,02959  12 
0,02969  13 
0,02979  18 
0,02989  10 
0,02999  09 


10  00 
9  99 
9  99 

10  00 
9  99 
9  99 
9  99 

10  00 
9  99 
9  97 

10  01 

10  00 
9  98 

10  00 
9  99 
9  99 
9  98 

10  01 
9  99 
9  99 

10  02 
9  99 
9  99 
9  99 

10  00 
9  96 

10  00 

10  01 
9  97 
9  99 


1°32'48' 
1.83  09 
1.33.29 
1.33.50 
1.34.10 
1.34.31 
1.34.52 
1.35.12 
1.35.33 
1.35  54 
1.36.14 
1.36.35 
1.36.55 
1.37.16 
1.87.37 
1.37.67 
1.38.18 
1.38.38 
1.38.69 
1.39.20 
1.39.40 
1.40.01 
1.40.22 
1.40.42 
1.41.03 
1.41.23 
1.41  44 
1.42.05 
1.42.25 
1.42.46 
1°43'  07", 


20",62 
20  ,61 
20  ,62 
20  ,62 
20  ,62 
20  ,62 
20  ,62 
20  ,62 
20  ,62 
20  ,57 
20  ,67 
20  ,61 
20  ,61 
20  ,60 
20  ,65 
20  ,61 
20  ,68 
20  ,67 
20  ,61 
20  ,68 
20  ,67 
20  ,61 
20  ,58 
20  ,66 
20  ,62 
20  ,57 
20  ,62 
20  ,67 
20  ,57 
20",62 


C08  T  =  8CCh. 


I). 


co8ect  =  coth.   D, 


COtv=C08€Ch.\     D. 


8int  =  tanh.\     D. 


Recensionen. 


Theorie  der  Bewegung  und  der  Kräfte.  Ein  Lehrbach  der  theoretischen 
Mechanik,  bearbeitet  von  Dr.  W.  Schell,  Professor  am  Polytech- 
nikum Carlsruhe.  II.  Aufl.,  1878. 
Dieses  rühmlichst  bekannte  Werk  hat  in  zweiter  Auflage  manche 
Verbesserung  und  bedeutende  Erweiterungen  erfahren,  die  es  in  noch 
höherem  Grade  geeignet  machen,  durch  seine  umfassenden  Gesichtspunkte, 
durch  möglichste  Allgemeinheit  seiner  Theorien  für  Technik  und  Wissen- 
schaft völlig  Erschöpfendes  zu  bieten.  Von  grossem  Werthe  in  dieser 
neuen  Auflage  ist  die  sorgfältige  Angabe  der  Literatur;  nicht  minder 
hervorzuheben  ist  die  Vermehrung  und  Verbesserung  der  Figuren  und 
des  Inhaltsverzeichnisses.  Die  Anordnung  des  Ganzen  hat  einige  Aende- 
rung  erfahren.  Im  ersten  Theil  wird  als  Grundlage  eines  grossen  Theils 
der  Mechanik  die  Geometrie  der  Strecken-  und  Werthpunktsysteme  im 
Zusammenhang  gegeben ;  der  zweite  Theil  umfasst  die  früher  den  ersten 
Theil  bildende  Geometrie  der  Bewegung  und  die  Theorie  der  Bewegungs- 
zustände  (Kinematik).  Wir  glauben  dieser  geänderten  Eintheilung  des 
Stoffes  Beifall  zollen  zu  dürfen.  Umgearbeitet  wurde  die  Lehre  von  der 
Beschleunigung  im  unveränderlichen  System;  neu  ist  in  Theil  2  die  Lehre 
von  den  Bewegungszuständen  einiger  veränderlichen  Systeme.  Auch  in 
Theil  3  (Theorie  der  Kräfte  und  ihrer  Aequivalenz)  und  in  Theil  4 
(Theorie  der  durch  Kräfte  erzeugten  Bewegung)  begegnen  wir  zahl- 
reichen tbeilweisen  Neubearbeitungen  und  mehreren  ganz  neuen  Capiteln. 
So  sind  z.  B.  in  Theil  3  Cap.  10  und  in  Theil  4  Cap.  8  die  neueren 
Arbeiten  von  Robert  Stawell  Ball  berücksichtigt  (virtueller  Coefficient, 
Cylindroid,  reciprocale  Axensysteme,  Kinetik  der  Dynamen  am  unver- 
änderlichen System);  Theil  3  Cap.  11  (astatisches  Gleichgewicht  und 
astatische  Aequivalenz)  enthält  die  interessanten  Forschungen  von  Dar- 
boux  über  das  astatische  Centralellipsoid.  —  An  allen  einzelnen  Theilen 
des  Werkes  bemerkt  man ,  wie  eingehend  der  Verfasser  sich  der  zweiten 
Auflage  gewidmet  hat;  auch  wo  keine  eigentliche  Neubearbeitung  statt- 
fand, war  er  bemüht,  da  und  dort  durch  präciseren  Ausdrnck,  durch 
Beifügung   weiterer  Aufgaben   sein   Ziel    in   möglichster  Vollendung   zu 
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Maximilian  Drüssbach,  Kraft  and  Bewegung.    Halle,  Pfeffer.    1879. 

Der  Verfasser  geht  davon  aus,  dass  wir  nicht  materielle  Dinge  wahr- 
nehmen,  sondern  die  immateriellen  Kräfte;  die  bewegenden  Kräfte  seien 
nichts  Unsinnliches,  nichts  Metaphysisches  —  die  Körper  nichts  Sinn- 
liches, nichts  Physikalisches.  Nnr  ein  kleiner  Theil  des  Schriftchens 
beschäftigt  sich  mit  Physikalischem,  insbesondere  mit  der  Licht  wellen  - 
lehre,  die  ganz  verworfen  wird.  Die  letzten  Abschnitte  behandeln  die 
Probleme  der  Erkenntniss  nnd  der  Freiheit.  Die  Hauptsache  fällt  also 
ausserhalb  Mathematik  und  Physik.  p  ^bch 

Weinberg,  Messung  der  Wellenlängen  des  Lichts.  Inaugural  -  Disser- 
tation. Wien,  Holder.  1879. 
Der  Verfasser  giebt  eine  Darstellung  der  Methoden ,  die  Wellenlänge 
der  Lichtarten  vermittelst  Interferenzstreifen  zu  messen.  Nach  einer 
Uebersicht  über  das  von  Fresnel,  Wrede,  Fizeau,  Foucault, 
Esselbach  und  Stefan  in  dieser  Hinsicht  Geleistete  wird  die  Methode 
Stefan 's  näher  auseinandergesetzt.  Der  wesentliche  Unterschied  der 
vom  Verfasser  angewandten  Methode  von  der  Stefano  besteht  in  der 
Anwendung  von  Kalkspath  statt  Quarz.  Es  wird  das  von  feinen  Inter- 
ferenzstreifen durchzogene  Spectrum  von  Licht,  das  durch  eine  zur  Aze 
senkrecht  geschliffene  Kalkspathplatte  bei  beliebigem,  aber  für  alle  Strahlen 
gleichem  Einfallswinkel  durchgeht,  bei  polarisirtem  Lichte  beobachtet  und 
aus  der  Distanz  der  Streifen  auf  die  Wellenlänge  geschlossen.  Die  erhal- 
tenen Werthe  stimmen  bis  auf  die  Milliontel  Millimeter  mit  den  Resul- 
taten von  Angström.  p  ^goe 


Glaser,  Beitrag  zur  Potentialtheorie.  Inaugural- Dissertation.  Bonn, 
Georgi.  1880. 
Es  wird  die  Aufgabe  behandelt,  das  Potential  einer  Vollkugel  zu 
finden,  deren  Dichtigkeit  eine  ganze  rationale  Function  der  rechtwink- 
ligen Coordinaten  ist,  und  die  Flächen dichtigkeit  einer  concentrischen 
Kugeloberfläche  zu  bestimmen ,  welche  auf  Punkte  ausserhalb  gleiche 
Wirkung  üben  soll,  wie  die  Vollkugel.  p  zKCn 


Flbeming  Jenkin,  Elektricität  und  Magnetismus.    Deutsch  von  Exnbr. 

Braunschweig,  Vieweg.     1880. 

Unter  die  „Text-books   of  science",   die  in   England   gegenwärtig 

erscheinen,   gehört  die  1878  in  vierter  Auflage  erschienene  Schrift  von 

Fleeming   Jenkin  über  „Elektricity   and   Magnetism".     Jenkin  ist 
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einer  der  hervorragendsten  Kenner  und  Begründer  der  elektrischen  wissen- 
schaftlichen Technik,  er  macht  in  diesem  Buche  den  Versach  einer  popu- 
lären Darstellung  der  Potentialtheorie,  ohne  jeden  Aufwand  von  Rech- 
nnng,  hlos  von  der  Definition  des  Potentials  als  Arbeitsgrösse  ausgehend. 
Dem  Uebersetzer  gebührt  das  Verdienst,  der  originellen  englischen  Be- 
handlung der  Elektricitätslehre ,  die  in  Deutschland  wenig  bekannt  ist, 
durch  seine  Uebersetzung  weitere  Verbreitung  verschafft  zu  haben.  Druck 
und  Ausstattung  lassen,  wie  wir  das  bei  Vieweg  gewöhnt  sind,  Nichts 
zu  wünschen  übrig.  p  zECH 

Rayleigb,  Theorie  des  Sehalls.  Deutsch  von  Neesen.  I.  Band.  Braun- 
schweig, Vieweg.  1879. 
Der  Verfasser  will  in  vorliegendem  Werke  eine  zusammenhängende 
Theorie  des  Schalls  geben,  welche  die  wichtigsten  Fortschritte  enthält, 
die  in  neuerer  Zeit  von  Mathematikern  und  Physikern  in  dieser  Dis- 
ciplin  gemacht  sind.  Der  vorliegende  erste  Band  beschäftigt  sich  in  einer 
Einleitung  mit  der  Definition  von  Schall,  Ton  und  Klang,  geht  dann  zu 
den  harmonischen  Schwingungen  über  (Schwingungen,  die  durch  eine 
Kreisfuuction  der  Zeit  bezeichnet  sind),  und  behandelt  ihre  Zusammen- 
setzung und  Zerlegung.  Es  werden  hierauf  Schwingungen  mit  einem 
Grade  von  Freiheit  betrachtet,  d.  h.  solche,  die  nur  nach  einer  bestimm- 
ten Richtung  vor  sich  gehen,  Stimmgabeln,  belastete  Saiten  oder  Federn; 
nachher  schwingende  Systeme  im  Allgemeinen,  das  Princip  der  Coexi- 
stenz  kleiner  Bewegungen  und  die  erzwungenen  Schwingungen.  Alsdann 
werden  die  Trans  Versalschwingungen  der  Saiten  ausführlich  behandelt, 
ferner  die  Longitndinal  -  und  Torsionsschwingungen  der  Stäbe  und  deren 
Trans  Versalschwingungen.  Die  Schwingungen  von  Membranen  und  Platten 
schliessen  den  ersten  Band.  Das  Werk  nimmt  vielfach  Bezug  auf  die 
theoretische  Physik  von  Thomson  und  Tait,  es  werden  häufig  nöthige 
Formeln  nicht  abgeleitet,  sondern  einfach  dort  entlehnt,  so  dass  ein  vor- 
hergehendes Studium  der  einschlagenden  Theile  jener  Schrift  zu  empfeh- 
len ist.     Die  Uebersetzung  ist  gelungen,  die  Ausstattung  sehr  schön. 

P.  Zech. 

Koblraüsch,  Praktische  Physik.    4.  Aufl.     Leipzig.     1880. 

Das  verdienstliche  Werk  des  Verfassers  ist  iu  den  physikalischen 
Laboratorien  wohl  bekannt.  Die  vierte  Auflage  bezeugt,  dass  es  mehr 
und  mehr  sich  dort  einbürgert.  Neu  ist  die  Bestimmung  der  Brechungs- 
verhältnisse des  Lichts,  der  optischen  Axen  eines  Krystalls,  Widerstands- 
bestimmung eines  zersetzbaren  Leiters  und  elektrostatische  Messungen. 
Auch  die  Tabellen  sind  beträchtlich  erweitert.  p   7ech 
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Salchek,  Elemente  der  theoretischen  Mechanik.  Wien,  Gerold.  1881. 
Ein  Lehrbuch  für  die  Zöglinge  der  österreichischen  Marineakademie 
Finme,  welche  mit  den  Elementen  der  Differential-  nnd  Integralrechnung 
vertraut  sind.  Es  ist  eine  kurze,  wesentlich  analytische  Darstellung  der 
Dynamik,  Kinematik  (auf  wenigen  Seiten)  und  Statik.  Auch  die  Be- 
wegung von  Flüssigkeilen  und  Oasen  wird  behandelt  und  in  einem  An« 
hang  die  Bewegungswiderstände  und  die  Elasticität.  Die  Präzision  des 
Ausdrucks  laust  Manches  iu  wünschen  übrig:  z.  B.  §§  39,  46,  47  (man 
nennt  die  Rotation  eines  Punktes  auch  Schraubenbewegung),  die  Defini- 
tion von  Dichte  in  §  89  u.  s.  w.  p  Zecb 


Fritsch,  Stoes  zweier  Massen  unter  Voraussetzung  ihrer  TJndurchdring- 
lichkeit  behandelt.  Programm  der  Realschule  Königsberg.  1876. 
Wenn  zwei  beliebige  Massen  mit  beliebigen  Geschwindigkeiten  und 
Richtungen  gegen  einander  stossen,  welche  Geschwindigkeit  werden  sie 
nach  dem'Stosse  haben,  wenn  von  beiden  Massen  nur  angenommen  wird, 
dass  sie  undurchdringlich  und  ausgedehnt  sind?  Das  ist  die  Frage,  die 
der  Verfasser  sich  vorlegt.  Er  kommt  zu  dem  Satze,  dass  die  relativen 
Geschwindigkeiten  beider  Massen  vor  und  nach  dem  Stosse  in  bestimm- 
tem Verhältnisse  stehen  müssen,  und  durch  Anwendung  dieses  Satzes  zu 
der  Folgerung,  dass  die  Atome  nur  praktisch,  aber  nicht  theoretisch  von 
unveränderlicher  Gestalt  sind;  sie  erleiden  Formänderungen,  aber  nur 
unendlich  kleine.  Weitere  Folgerungen  und  Vergleiche  giebt  der  Ver- 
fasser leider  nicht.  Er  zeigt  nur  noch,  dass  seine  Gleichungen  unmit- 
telbar für  alle  Stösse  die  Erhaltung  der  lebendigen  Kraft  verlangen.  Wie 
sich  das  mit  der  sonstigen  Stosstheorie  verträgt,  oder  warum  diese  falsch 
oder  unvollständig  ist,  konnten  wir  nicht  finden.  p  £ech 


Die  Tachymetrie,  mit  besonderer  Berücksichtigung  des  Tachymeters  von 
Tichy  und    Starke.     Für  Terrain-  und   Trace  -  Studien   bearbeitet 
von  Anton  Schell,  k.  k.  Professor.    Mit  2  Tafeln  und  27  Figuren. 
8°.     IV,  93  S.     Wien,  L.  W.  Seidel  &  Sohn.     1880. 
In   der  Einleitung  werden  zunächst  die  Formeln  entwickelt,  welche 
die  Entfernung  und   die  relative  Höhe   eines  Punktes  berechnen  lassen 
aus   dem  Winkel,   unter  dem  ein   der  Länge  nach   gekannter  Abschnitt 
einer  dort  senkrecht  aufgestellten  Latte  erscheint,  und  aus  der  Neigung 
des  Zielstrahls  nach   dem  Anfangspunkte   dieses  Lattenabschnitts  gegen 
die  Horizontale.     Dann  wird  die  Theorie  des  anallatischen  Fernrohrs  ent- 
wickelt in  engem  Anschluss  an  ältere  Darstellungen.     Anschaulicher  und 
zugleich  kürzer  Hesse  sich  darthnn ,  dass  jede  centrirte  Linsenausammen- 
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stellang,  so  gut  wie  eine  einfache  Linse,  einen  anallatischen  Punkt  besitzt, 
d.  b.  dass  die  Bildgrösse  aller  von  diesem  Punkte  aus  unter  gleichem  Win- 
kel erscheinender  Gegenstände  die  gleiche  ist.  Wie  bei  einfacher  Linse  der 
vordere  Brennpunkt  der  anallatische  Punkt  ist,  so  ist  dieses  bei  einer  Lin- 
senzusammenstellung der  vordere  Brennpunkt  der  äquivalenten  Linse, 
wobei  diese  an  ihren  wahren  Ort,  nämlich  so  gestellt  gedacht  wird ,  dass 
die  mit  ihr  erhaltenen  Bilder  nach  Grösse  und  Lage  übereinstimmen  mit 
jenen,  welche  mit  der  Linsenzusammenstellung  selbst  erhalten  werden. 
Brennweite  und  Ort  der  äquivalenten  Linse  sind  aber  nach  bekannten 
Regeln  leicht  aus  den  Brennweiten  und  Abständen  der  in  der  Zusam- 
menstellung vorkommenden  Linsen  anzugeben.  Bei  den  etwas  umständ- 
licheren Entwickelungen  des  Verfassers  wird  —  ebenso  wie  an  verschie- 
denen anderen  Stellen  seines  Buches  —  vermisst  die  Angabe,  dass 
genaue  Ausdrücke  durch  Annäherungen  ersetzt  werden,  und  der  Nach- 
weis der  Berechtigung  dazu.  So  sind  auf  S.  11  die  Formeln  9  und  10 
ungenau,    die   damit  eng  zusammenhängenden  11  und  12  wieder  genau. 

Recht  schätzenswerth  sind  die  in  der  Einleitung  enthaltenen  ziemlich 
vollständigen  Maassangaben  hinsichtlich  der  Fernrohre,  welche  an  den 
zwei  Arten  von  Tachymetern,  die  in  der  Werkstätte  der  Herren  Starke 
und  Kämmerer  gefertigt  werden,  vorkommen. 

Der 'zweite  Theil  der  Schrift  bringt  in  ganz  zweckmässiger  Auswahl 
und  Ausdehnung  das,  was  hinsichtlich  der  tachymetriechen  Aufnahmen 
zu  wissen  nöthig  ist.  Der  erste  Theil  aber  beschreibt  ein  bestimmtes 
Tachymeter,  das  von  Tichy  und  Starke,  erklärt  dessen  Gebrauch,  lehrt 
seine  Prüfung  und  Berichtigung  und  erörtert  schliesslich  die  Genauig- 
keitsgrenze der  damit  ausgeführten  Messungen. 

Das  entfernungsmessende  Fernrohr  ist  ein  anallatisches  nach  Porro, 
welches  anzuwenden  eine  nicht  empfehlenswerthe  Mode  geworden  ist. 
Bekanntlich  wird  durch  Einführung  einer  Linse  der  anallatische  Punkt 
in  die  Drebaxe  des  Fernrohrs  verlegt.  Durch  die  Einsatzlinse  wird 
aber  die  Leistung  des  Fernrohrs  hinsichtlich  Helligkeit,  Gesichtsfeld- 
grösse,  Vergrösserung  und  Schärfe  vermindert  und  grösstmögliche  op- 
tische Leistungsfähigkeit  ist  doch  eben  Haupterforderniss  des  Fernrohrs. 
Worin  besteht  aber  der  ganze  Vortheil?  Darin,  dass  die  Entfernungen 
sofort  von  der  Instrumentenmitte  an  zählen,  während  bei  gewöhnlichem 
Fernrohr  (ohne  Einsatz  der  sogenannten  anallatischen  Linse)  die  Zu- 
fügung  einer  leicht  ermittelbaren  Constanten,  des  Abstands  der  Instru- 
mentenmitte vom  vordem  Brennpunkte  des  Objectivs,  erforderlich  ist. 
Benutzt  man,  was  jedenfalls  zweckmässig  ist,  für  die  Entfernungsberech- 
nung Tabellen ,  so  kann  die  Constante  sofort  eingerechnet  sein ,  also  jede 
Unbequemlichkeit  vermieden  werden  und  doch  dem  Fernrohre  die  mög- 
lichste Vollkommenheit  gewahrt  bleiben.  Allerdings  muss  nicht  unerläss- 
lich   das  Fernrohr  durch  die  anallatische  Linse  in  all'  den  angegebenen 
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Beziehungen  verschlechtert  werden.  Man  könnte  diese  und  die  vorderste  Linse 
des  Fernrohrs  so  berechnen ,  dass  ihre  Zusammenstellung  ein  aplanatisch 
achromatisches  Objectiv  bildete,  und  so  wenigstens  die  Bildschärfe  retten 
Das  ist  aber  leichter  gesagt,  als  gethan,  und  meines  Wissens  nie  geschehen 
Das  Collectivglas  (bei  Huyghens' schein ,  wie  bei  Ramsden'schem  Ocu 
lar)  ist  als  anallatische  Linse  deshalb  nicht  zu  gebrauchen ,  weil  seine  Stel 
lung  je  nach  der  Entfernung  des  angezielten  Gegenstandes  zu  wechseln  hat 

Bei  dem  Entfernungsmessen  durch  ein  Fernrohr  kann  man  die  Bild 
grosse  stets  dieselbe  lassen  (unveränderlicher  Fadenabstand)  und  aus  der 
veränderlichen  Gegenstandsgrösse  die  Entfernung  beurtheilen,  oder  man 
kann  die  Gegenstandsgrösse  unverändert  lassen  und  aus  der  veränder- 
lichen Bildgrösse  auf  die  Entfernung  schliessen.  Die  Bildgrösse  wird 
entweder  an  einer  Mikrometertheilung,  die  an  Stelle  des  Fadenkreuzes 
Hegt?  geschätzt  (was  im  Allgemeinen  nicht  genügend  genau  ist),  oder 
durch  messende  Aendernng  des  Fadenabstands  mit  Hilfe  einer  Mikro- 
meterschraube (oder  ähnlich)  ermittelt.  Gegen  dieses  Verfahren  lässt  sich 
grundsätzlich  einwenden,  dass  es  richtiger  ist,  nur  mit  dem  Auge  zu 
beobachten,  als  auch  noch  mit  der  Hand,  wenn  dies  auch  durch  die 
besten  Hilfsmittel  unterstützt  wird,  die  Fäden  zu  verschieben,  so  dass 
sie  einen  bestimmten  Lattenabschnitt  zwischen  sich  fassen.  Denn  ab- 
gesehen von  der  erheblichen  Unbequemlichkeit,  welche  das  Schwanken 
der  Latte  und  die  Verstellung  der  Libellen  durch  das  Angreifen  des 
Fernrohrs  bedingen,  wird  nebst  genauer  Beobachtung  mit  dem  Auge  auch 
noch  Geschicklichkeit  und  Sicherheit  der  Hand,  Ruhe  und  Geduld,  die 
bei  lästiger  Witterung  im  Freien  manchmal  mangeln,  verlangt.  Bei  dem 
Tachymeter  von  Tic hy  und  Starke  ist  weder  der  Abstand  der  Fäden  vom 
Fernrohr  constant ,  noch  die  Gegenstandsgrösse  (der  Lattenabschnitt) ,  son- 
dern beide  sind  veränderlich,  ja  für  die  Ermittelung  der  Entfernung  und 
für  jene  der  relativen  Höhe  desselben  Punktes  werden  zwei  verschiedene 
Fadenabstände  und  zwei  verschiedene  Latten  abschnitte  verwendet.  Ausser 
dem  allgemeinen,  grundsätzlichen  Einwände  gegen  die  Faden  Verstellung 
kommt  die  recht  umständliche  Handhabung  in  Betracht. 

Der  Verticalkreis  des  Tichy- Stark e' sehen  Tachymeters  hat  drei 
verschiedene  Theilungen.  Die  eigentliche  Winkeltheilung  wird  regel- 
mässig gar  nicht  gebraucht,  sondern  nur  die  zwei  anderen  Theilungen, 
welche  Werthe  von  Functionen  des  Höhenwinkels  und  des  diastometri- 
sehen  Winkels  oder  der  Umdrehungszahl  und  Ganghöhe  der  den  Faden 
verschiebenden  Mikrometerschraube  sind;  diese  Werthe  sind  durch  nähe- 
rungsweises Auflösen  transcend enter  Gleichungen  zu  gewinnen  und  dann 
nach  den  Abmessungen  des  Kreises  in  Bogenlängen  umzurechnen  und 
aufzutragen. 

Der  Gebrauch  des  in  Rede  stehenden  Tachymeters  (abgesehen  von 
der  Bestimmung  des  Horizontal  winkeis,  die  nichts  Besonderes  bietet)  ist 

Uitt.-lit  Abthlff.  d.  Zeitiohr  f.  Math.  u.  Phyi.  XXVII,  1.  2 
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folgender.  Der  eine  (unbewegliche)  Faden  wird  auf  einen  bestimmten, 
den  Nullpunkt  der  Latte  gerichtet,  dann,  nachdem  die  Libelle  scharf 
zum  Einspielen  gebracht  ist,  an  den  zwei  genannten  Theilungen  des 
Verticalkreises  abgelesen,  welches  die  zwei  successive  der  Mikrometer  - 
schraube  zu  gebenden  Einstellungen  sind.  Man  bewirkt  nun  die  eine, 
richtet  bei  spielender  Libelle  den  fixen  Faden  auf  den  Nullpunkt  der 
Distanzplatte  und  liest  ab,  wo  der  eingestellte  zweite  Faden  an f trifft. 
Nach  hergestelltem  zweiten  der  vorhin  abgelesenen  Mikrometerschrauben- 
stände wird  zur  Ermittelung  des  zweiten  Elements,  abermals  mitspielen- 
der Libelle,  der  Nullpunkt  der  Latte  angezielt  und  der  entsprechende 
Lattenabschnitt  abgelesen.  Jetzt  bedarf  es  nur  mehr  der  Multiplication 
der  abgelesenen  Lattenabschnitte  mit  einfacher  Zahl  (100  oder  Bruch- 
theile  von  100),  um  die  Entfernung,  sogleich  auf  den  Horizont  bezogen, 
und  die  relative  Höhe  zu  finden.  Wie  man  sieht,  wird  ziemlich  viel 
Zeit,  Geduld  und  Geschicklichkeit  aufgewendet,  um  mittels  Operationen 
am  Instrumente ,  auf  dem  Felde  selbst ,  die  für  die  räumliche  Bestimmung 
des  Punktes  erforderlichen  Zahlenwerthe  zu  gewinnen.  Aebnliches,  näm- 
lich Verarbeitung  der  Messongselemente  zu  den  in  Frage  stehenden 
Ergebnissen,  leisten  auch  das  Tachymeter  von  F.  Kreuter,  das  Tachy- 
graphometer  von  C.  Wagner  u.  a.  Es  ist  aber  wohl  allgemein  anerkannt, 
dass  es  nicht  empfehlenswerth  ist,  die  allerdings  lästige  Hausarbeit  (der 
Berechnung  u.  s.  w.)  bedeutend  zu  verkürzen  dadurch,  dass  man  die  kost- 
bare Arbeitszeit  auf  dem  Felde  verlängert.  Da  sich  auch  Herr  Schell 
in  diesem  Sinne  auf  S.  8  der  Schrift  äussert,  sollte  er  folgerichtig  die 
Einrichtung  des  Tichy -Stark e'scben  Tachymeters  nicht  befürworten. 
Benutzt  man  ein  einfaches  Fernrohr  mit  constanter  Bild  grosse  (statt 
der  immerhin  einiger  Veränderung  unterworfenen  Fäden  dient  besser  ein 
dünnes  parallelebenes  Glasplättchen ,  auf  welchem  zwei  feine  Parallel linien 
aufgetragen  sind;  ein  dritter,  mittlerer  Strich  ist  sehr  angenehm,  wenn 
auch  nicht  durchaus  erforderlich),  so  hat  man  dasselbe  nur  auf  die  senk* 
recht  gehaltene  Latte  in  beliebiger  Höhe  derselben  zu  richten,  die  zwei 
durch  die  Fäden  getroffenen  Theilstriche  an  der  Latte  und  dann  die 
Höhenwinkel  am  genügend  fein  getheilten  Verticalkreise  abzulesen,  und 
besitzt  sofort  die  Elemente  zur  Berechnung  der  Entfernung  und  der 
relativen  Höhe.  Da  dieses  Geschäft  so  schnell  erledigt  ist,  wird  man  es 
wiederholen  (etwa  mit  etwas  anderer  Neigung  des  Fernrohrs),  um  werth- 
volle  Bestätigungen  zu  gewinnen.  Die  Berechnung  macht  man  zu  Hause, 
«wobei  man  zweckmässig  den  Rechenschieber  verwendet,  noch  besser 
Tabellen  benutzt,  oder,  wenn  man  Liebhaberei  dafür  hat,  sich  auch  eines 
geeigneten  Diagramms  bedient.  Sei  noch  erwähnt,  dass  bei  diesem  Ver- 
fahren die  unvermeidliche  Schwankung  der  Latte  weniger,  als  bei  irgend 
anderer  Anordnung  stört;  die  beiden  Enden  des  Latte nabschnitts  sind 
gleichzeitig  sichtbar  und  man  erlangt  bald  die  Geschicklichkeit,   ähnlich 
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wie  der  Schütze  ein  bewegtes  Ziel  zu  treffen  vermag,  den  Augenblick  zu 
erhaschen ,  in  welchem  der  eine  Faden  genau  auf  einem  Hauptstriche  der 
Theilung  steht,  und  die  Stellung  des  andern  dabei  sicher  abzulesen. 

Der  Verfasser  versäumt  nicht,  hervorzuheben,  dass  bei  dem  Ge- 
brauche des  von  ihm  beschriebenen  Tacbymeters  (wie  bei  allem  Nivelliren 
und  Höhenmessen)  ein  scharfes  Einstellen  des  Oculars  auf  die  richtige 
Entfernung  vom  Objectiv  erforderlich  ist,  erörtert  aber  nicht  die  Frage, 
ob  das  hei  dem  in  Rede  stehenden  Fernrohre  auch  möglich  ist.  Es 
Hegen  aber  die  beiden  Fäden  nicht  in  derselben  zur  geometrischen  Axe 
des  Fernrohrs  rechtwinkligen  Ebene,  sie  können  also  nicht  gleichzeitig 
scharf  mit  dem  reellen  Bilde  der  Latte  zusammenfallen ,  auch  nicht  gleich- 
zeitig in  der  zur  schärfsten  Wahrnehmung  erforderlichen  Entfernung  von 
der  Ocularlupe  stehen.  Hieraus* entspringt  eine  Unsicherheit  und  Un- 
genauigkeit  der  Messung,  welche  zahlengemäss  zu  bestimmen  nicht  wohl 
möglich  ist,  weil  das  Auge  der  einzelnen  Beobachter  eine  verschiedene 
Anpassungsfähigkeit  (durch  Uebung  und  Schulung  veränderlich)  besitzt, 
hauptsächlich  aber  der  geschickte  und  vorsichtige  Beobachter  dadurch 
sehr  viel  bessere  Ergebnisse  erlangt,  dass  er  sein  Auge  auf  die  geo- 
metrische Axe  des  Fernrohrs  zu  bringen  versteht,  nicht  seitlich  davon, 
wie  der  minder  gewandte  Beobachter  thut.  Immerhin  mag  die  Angabe 
einiger  Zahlen  nicht  ganz  ohne  Werth  sein.  Die  Brennweite  des  Ocu- 
lars wird  zu  8,77  mm  angegeben ;  für  einen  Beobachter  von  der  deut- 
lichsten Sehweite  von  250  mm  muss  der  Faden  also  8,473  mm  vor  dem 
Ocular  stehen.  Steht  der  eine  Faden  richtig,  so  ist  der  andere  zu  nahe 
oder  zu  entfernt,  und  weniger  als  0,2  mm  wird  das  nicht  sein,  da  die 
eine  Fadenplatte  vor  dem  andern  Faden,  ohne  diesen  zu  berühren,  ver- 
schoben werden  muss.  Das  virtuelle  Bild  dieses  zweiten  Fadens  entsteht 
dann  in  146,0  oder  784,2  mm  Entfernung,  also  um  104  oder  534  mm 
von  dem  Orte  des  virtuellen  Bildes  des  ersten  Fadens  entfernt,  je  nach- 
dem der  zweite  dem  Ocular  um  die  0,2  mm  zu  nahe  oder  zu  entfernt 
steht.  Bringt  man  keinen  der  Fäden  in  die  genau  richtige  Entfernung 
vom  Ocular,  sondern  den  einen  um  0,1  mm  zu  nahe,  den  andern  um 
ebensoviel  zu  entfernt,  so  sind  die  Bildörter  185  und  381  mm  vor  dem 
Ocular,  also  196  mm  von  einander  entfernt.  Der  geringste  Abstand  der 
Bildörter  ist  104  mm.  Ein  scharfes  Sehen  der  Fäden  wird  hierdurch 
erschwert,  wichtiger  aber  ist  die  Gefahr  einer  Parallaxe,  da  nie  beide 
Fäden  zugleich  mit  dem  reellen  Bilde  der  Distanzlatte  zusammenfallen 
können. 

Dass  das  Tachymeter  in  den  Einzelheiten  seines  Baues  vieles  Zweck- 
mässige und  Gute  enthält,  ist  bei  dem  wohlbegründeten  Rufe  der  Werk- 
stätte, aus  der  es  hervorging,  nicht  anders  zu  erwarten  gewesen.  Nur 
ist  mit  unklar  geblieben,  wie  die  Nonien  eingerichtet  sein  können,  die 
nach  der  Beschreibung  0,01°  (Sexagesimaltheilung)  angeben  sollen,  wäh- 
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rend  die  Haupttheilung  auf  10  Minuten  (Sechstelgrade)  geht.  Auffallend 
ist  die  Weglassung  einer  Bussole,  welche  bei  tachymetrischen  Arbeiten 
sehr  grosse  Bequemlichkeit  und  Vortheile  bietet.  Der  für  die  Weglassung 
angegebene  Grund  ist  nieht  einleuchtend,  denn  einmal  kann  man  das 
Eisen  bei  einem  solchen  Instrumente  recht  wohl  entbehren,  wie  viele 
Feldme8Sgeräthe  darthun;  dann  aber  auch  kann  man  ganz  unbedenklich 
central  gelegene  Theile  (wie  die  Befestigungsstange)  aus  Eisen  oder 
Stahl  machen,  weil  dadurch  ebenso  wenig  eine  Ablenkung  der  Magnet- 
nadel aus  dem  Meridian  verursacht  wird ,  wie  durch  die  stählerne  Spitze, 
auf  welcher  sie  gewöhnlich  schwebt.  —  Die  Ausstattung  des  Tachymeters 
Tichy- Starke  ist  ohne  Sparsamkeit  gemacht,  es  kommen  z.B.  vier  Libel- 
len, wovon  eine  eine  Reversion6libelle  ist,  vor,  der  Preis  kann  demgemfiss 
kein  geringer  sein. 

Das  Tachymeter  Tichy -Starke  trägt  nicht  in  sich  die  Möglichkeit 
einer  scharfen  Prüfuog  und  Berechtigung,  sondern  es  sind  Hilfsgeräthe 
—  Verfasser  empfiehlt  ein  Stampfer'sches  Nivellirinstrument  mit  Mess- 
schraube  dazu  —  erforderlich.  Die  wichtigste  Prüfung  scheint  die  der 
Richtigkeit  der  zwei  empirischen  Theilungen  am  Verticalkreise  für  die 
erforderlichen  Schraubenstellungen  zur  Entfernungs-  und  zur  Höhen- 
messung. Diese  durchzuprüfen,  scheint  kein  anderes  Mittel  vorhanden 
zu  sein,  als  im  Felde  sehr  zahlreiche  Messungen  an  Punkten  auszu- 
führen, deren  Entfernung  und  relative  Höhe  bereits  anderweitig  genau 
gekannt  sind. 

Auf  die  Auswerthung  der  Genauigkeitsgrenzen  ist  im  Schriftchen 
verhältnissmässig  viel  Raum  verwendet.  Der  Berichterstatter  kann  sich 
aber  nicht  ganz  einverstanden  erklären  mit  der  Art,  wie  die  Untersuch- 
ung geführt  wird.  Da  unerwähnt  bleibt,  wo  und  wann  ein  Annäherungs- 
werth  an  Stelle  der  genauen  Formel  gesetzt  wird,  so  läset  sich  nicht 
entscheiden,  ob  ein  Irrthum  bei  dem  Differentiiren  vorgefallen  ist  oder 
ungerechtfertigte  Vernachlässigung  von  Gliedern  stattgefunden  hat.  Das 
Letztere  ist  wahrscheinlich.  Beweis  dafür:  S.  43  ist  gesagt,  für  A  =  30° 
(und  y  =  1:500)  berechne  sich 

Co$*h     (       Sinh.Cosh\ 

^-fssrv-'-iM-) za  3'750 


(l ^-j  zu  2,165. 


lOOy 
und 

Sink.  Cos  h 

5°~      lOOy 

Das  trifft  aber  nur  zu,  wenn  man  die  negativen  Glieder  in  der  Klammer  weg- 
läset; diese  beibehaltend,  findet  man  S0  =  3f734  und  *0  =  2,165  (1  —  7™)' 

Es   ist  aber   k   eine   ganze  Zahl,   der   grösstmögliche  Werth   von  s0  also 
nach  genauer  Rechnung  2,1596. 
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/  Cos*h        Sink  Cos h\  ,,mA  _     ._     .AA   -  ,       ,   TT    „ 
Aus   0  =  (r()(j-s 100/  °  C       ^       g       Verfasser 


während  man  bei  richtiger  Ableitung  erhalt 
JD  JS„  1 


b  S0     l-yS^fgh' 

A  ff 

Aehnlich  ungenau  ist  —=r-  vom  Verfasser  angegeben.  Die  Anwen- 
dungen dieser  Formeln  leiden  also  an  derselben  Ungenanigkeit.  Während 
auf  S.  43   für  4S0<=  ds0  =  Qi0Ql}  bei  ä  =  30°  angegeben   wird,   es  sei 

—  =  -zr-  =  —  0        ,  berechnen  sich  diese  Grössen  nicht  gleich,  sondern 

1  ,  1 

zu  —  ^=T=T7r  nnd 


3717,6 3730,3* 

Ganz  anders,  als  in  dem  Schriftchen  angegeben  ist,  gestaltet  sich 
mit  den  genauen  Formeln  der  Einfluss  der  Ungenanigkeit  im  Höhenwinkel 
auf  Entfernung  und  relative  Höhe. 

Man  kann  dem  Schriftchen  den  Vorwurf  nicht  ersparen,  stellenweise 
die  für  Darstellungen  ans  exacter  Wissenschaft  geforderte  Sorgfalt  ver- 
missen zn  lassen.  Selbst  die  Zahlenrechnung  ist  nachlässig,  z.  B.  S.  46 
wird  TlVfr  angegeben  statt  j-fa?  oder,  wenn  man  statt  des  abgekürzten 

Werthes  des  Verfassers  für  j/3  einen  genaueren  wählt,       Q    Q  .    Es  ist 

11  yu,o7 

Mangel  an  genauer  Durchsicht ,  wenn  die  unrichtige  Formel  5  auf  S.  5, 

nämlich 

«"=  206265  (l-^)<P 

stehen  geblieben  ist;  der  Factor  206265  muss  fort,  denn  et  und  qp  sind 
in  demselben  Maasse  ausgedrückt;  unmittelbar  vorher  sind  die  Tangen- 
ten dieser  Winkel  angegeben ,  wobei  auch  wieder  nicht  tiberflüssig  gewesen 
wäre,  zu  bemerken,  dass  die  Hälfte  der  angegebenen  Brüche  genau  die 
Tangenten  der  halben  Winkel  ausdrücken.  Bohn. 


Dr.  Hermann  Sohapira,  Grundlage  «u  einer  Theorie  allgemeiner  Cofuno- 
tionen  und  ihren  Anwendungen.     Erster  Theil,  lineare  homogene 
Cofunctionen ;  erste  Abtheilung,  Functionen  einer  Variabein.    (Rus- 
sisch.)    Odessa,  bei  Ulrich.     1881. 
Indem  der  Verfasser  von  der  Darstellung  einer  endlichen,  eindeu- 
tigen und  stetigen  Function  f(z)  in  Gestalt  einer  Reihe 
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«  =  « 


1)  f(*)=^«.* 

f  =  0 

ausgeht,  betrachtet  er  zwei  Gruppen  von  Functionen  (von  ihm  „  Co  Func- 
tionen 4l  genannt),  die  einerseits  von  der  gegebenen  Function  f(z)  und 
andererseits  von  einer  ganzen  Zahl  n  in  folgender  Weise  abhängig  sind. 
Jede  Cofunction  der  ersten  Gruppe  entsteht  als  Summe  aller  der- 
jenigen, und  nur  derjenigen  Glieder  der  Reihe  1),  deren  Exponenten 
der  Congruenz 

2)  *==i  (modii) 

gentigen.  Offenbar  erhält  man  so  n  verschiedene,  den  Werthen  i=«0, 
1,  ...  («  —  1)  entsprechende  Functionen,  und  der  Verfasser  nennt  die- 
jenige, welche  einem  gegebenen  Werthe  von  i  entspricht,  „die  fne  Par- 
tialfunction  niw  Classe  aus  der  Hauptfunction  f(z)u  und  bezeichnet 
dieselbe  mit  /*n,i(0»  80  dass  q=qp 

3)  Am  (0=^<w.- '«"+', 

wobei  er  n  den  Classenindex  und  i  den  Anfangsindex  oder  Ordinalindex 
nennt. 

Nimmt  man  ez  als  Hauptfunction,  so  sind  die  n  Partialfunctionen 
nichts  Anderes,  als  n  einfache  Integrale  y0,  yiy  y2,  ...,  yn-\  der  Diffe- 

rentialgleichung  — ^  =  y,    die   durch   die  Bedingung  bestimmt  sind,   dass 

in  dem  allgemeinen  Integral  /=„— i 

y  =  2j  Aiyi 

die  willkürliche  Constante   Ai  die  Gleichung 

'*  =  §  C«-o) 

befriedige.     Partialfunctionen  zweiter  Classe  werden  dann  sein 
,    ,  .     *v    *2'       «■  +  «-"       ,    M    'v    «,*+1        «•  —  «!-» 

die  Functionen  *m  und  cos  stellen  sich  als  lineare  Gombinationen  von 
Partialfunctionen  vierter  Classe:  cosz  s»/4>0(*)  —  A,2(*)>  «n«e=A,i(z) 
—  Aifi(0  heraus. 

Jede  der  Cofunctionen  der  zweiten  Gruppe  entsteht  aus  f{z)  durch 
die  Substitution  rjz  anstatt  zy  wobei  rn  eine  primitive  Wurzel  der  Gleich, 
ung  xn=l  bedeutet.  Man  erhält  so  n  verschiedene,  den  Werthen  ä  =  0, 
1,  ....  (n  —  1)  entsprechende  Functionen,  und  der  Verfasser  nennt  die- 
jenige, welche  einem  gegebenen  Werthe  von  h  entspricht,  „die  Ate  cir- 
cumplexe  Function  ntor  Classe  aus  der  Hauptfunction  /*(?) "  und  bezeich- 
net dieselbe  mit  /XrJ*)»  so  dass 
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4)  f^z)^«.^'?, 

wobei  wiederum  n  Classenindex  und  h  Ordinalindex  genannt  wird. 

Nimmt  man  f{z)  *=  cs,  so  werden  die  zwei  circumplexen  Functionen 
zweiter  Classe  e%  und  e~x,  während  cos  und  sin  als  gewisse  Combina- 
tionen  circumplexer  Functionen  vierter  Classe  erscheinen. 

Im  Zusammenhang  mit  den  zwei  Arten  von  Cofunctionen  führt  der 
Verfasser  zwei  neue  Operationen  ein :  das  Partialisiren  und  das  Com- 
plectiren  (anstatt  Circumplectiren). 

Beide  Gruppen  von  Functionen  nennt  der  Verfasser  „gegenseitig- 
coordinirteu  auf  Grund  der  zwischen  ihnen  stattfindenden  Abhängigkeit, 
welche  es  erlaubt,  die  Einen  durch  die  Anderen  in  Gestalt  folgender 
Gleichungen  auszudrücken:  1  =  11—1 

5)  A^O=^  r»V-.*(0, 

h  =  n-i 

6)  nfn'iit)=£  T*^W*>- 

Der  Verfasser  giebt  ferner  zweierlei  Ausdrücke  für  die  symmetrischen 
Combinationen  der  Cofunctionen  einer  Gruppe  durch  die  coordinirten 
Cofunctionen,  1.  in  Determinantenform  und  2.  in  Form  succeßsiver  Ab- 
leitungen. Die  Summe  der  Producte  zu  je  (w  —  Ar)  aus  sämmtlichen  n 
Cofunctionen  ist  nämlich,  bis  auf  einen  constanten  Factor,  identisch  mit 
der  Summe  von  allen  möglichen  Determinanten,  welche  man  erhält,  nach- 
dem in  der  sogenannten  cyklosymmetrischen  Determinante  aus  den  coordi- 
nirten Cofunctionen  k  Zeilen  und  k  Colonnen,  die  sich  in  der  Haupt- 
diagonale schneiden,  gestrichen  worden  sind;  also 

n 
<• 

8)  &*-*=2D(i)M> 

oder  auch  • 

*&> 

1}  °  de*    '*!      dc0k\  n»  J'kV 

n  v 

d*S* 
8')  S'-^-^rir^iP)).^ 

n 

Dabei   sind  die  Partialfunctionen  Kürze  halber  mit  p0)  px,  p%,  . ,.,  pn_i 
und   entsprechend  die  circuinplexen  mit  c0,  clt  c8,  ...v  c„_i  bezeichnet; 
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das  Symbol  j^k  bedeutet  die  Summe   der  Producte  zu  je  k  aus   den  n 


Grösseu  a0>  a{y  ...,  a„_i;  ferner  bedeutet 

I  a° 


ttn-l     ...     «! 
ö0  ...    «g 


und   endlich  /><*>(<*),   dass   in  D(a)  k  Zeilen  und  k  Colonnen,   die  sich 
in  der  Diagonale  schneiden,  gestrichen  sind. 

Diese  Relationen  sind  ihrer  Allgemeinheit,  Einfachheit  und  Gegen- 
seitigkeit wegen  schon  an  und  für  sich  von  hohem  Interesse;  aber  dieses 
Interesse  wächst  noch  mit  den  Anwendungen ,  die  auf  den  verschiedenen 
Gebieten  der  reinen  und  angewandten  Mathematik  ermöglicht  werden. 
Von  diesen  Anwendungen  zeigt  der  Verfasser  vorläufig  eine  einheitliche 
Lösung  algebraischer  Gleichungen.  Selbstverständlich  giebt  derselbe  keine 
Lösung  der  allgemeinen  Gleichung  in  endlicher  Gestalt;  vielmehr  be- 
schränkt sich  der  Verfasser  in  dieser  Beziehung  auf  specielle  Fälle,  wie 
z.  B.  1.  der  allgemeinen  Gleichungen  der  ersten  vier  Grade  (wobei  die 
Lösung  sich  für  alle  vier  Grade  durch  vollkommene  Einförmigkeit  und 
Natürlichkeit  auszeichnet;  2.  der  binomischen  Gleichungen  und  3.  der 
Gleichungen  mit  gleichen  Wurzeln;  und  führt  endlich  noch  ein  System 
von  Gleichungen  ein,  die  er  cyklische  nennt. 

Die  Grundidee  dieser  Lösung  ist  folgende :  Für  eine  gegebene  Gleich- 
ung sucht  der  Verfasser  eine  solche  Function,  deren  circumplexe  Func- 
tionen die  Wurzeln  jener  Gleichung  wären,  und  findet  anstatt  jener  Func- 
tion ihre  Partialfunctionen ,  wozu  ihm  die  Formel  7),  in  welcher  die 
linke  Seite  durch  die  entsprechenden  Coefficienten  der  gegebenen  Gleich- 
ung ersetzt  ist,  dient,  und  bestimmt  dann  mit  Hilfe  von  5)  die  circum- 
plexen  Functionen,  d.  h.  die  Wurzeln  der  Gleichung. 

Der  Verfasser  bleibt  nicht  lange  bei  den  Anwendungen  stehen  und 
geht  zu  einer  theoretischen  Entwickelung  nach  verschiedenen  Richtungen 
seiner  Grundgedanken  über.  So  stellt  er  z.  B.  Relationen  auf  zwischen 
Derivirten  aus  Cofunctionen  und  Cofunctionen  aus  Derivirten: 

n,  i-fr 

und  indem  ähnliche  Gleichungen  summirt  werden,  entstehen  die  Formeln 


=  l    je  nachdem  S  (modn) 


ft*>(r*z)   ~\0J  k=q\ 


=  «» 


n,  i  —  JSr 
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*=»-!  ,  r^_fc  _wm         ,„  i__rti  *=«-i 


ä  "CS"    ' 


y,     — t-^-t =  \    je  nachdem  ;  (worin) 

Abgesehen  davon ,  dass  diese  Formeln  schon  an  and  für  sich  interessant 
sind,  so  versprechen  sie,  in  der  Analysis  eine  wichtige  Rolle  zuspielen. 
Indem  der  Verfasser  ferner  eine  Cofunction  wiederum  zur  Haupt- 
function  nimmt,  bekommt  er  vier  Arten  von  subordinirten  Cofunctionen : 
partiale  Partialfunctionen ,  partiale  circumplexe  Functionen,  circumplexe 
circumplexe  und  circumplexe  Partialfunctionen ,  für  welche  er  eine  ganze 
Reihe  von  Relationen   aufstellt,   aus  welchen  wir  folgende  hervorheben : 

m, » 

dt  "^05 — |o  j6  nachdem  'H   C™"0, 

"^ct'/Ii  .0**)      I"  i0    , 

>,    — \ — V-^L  je  nachdem  A=J      {modn). 

Diese  Idee  weiter  entwickelnd,  bildet  der  Verfasser  ein  wiederholtes  Par- 
tialisiren  mit  immer  neuen  Indices  und  zeigt  dann ,  wie  man  die  Cofunc- 
tion Ater  Ordnung  direct  durch  ein  einmaliges  Partialisiren  (oder  complec- 
tiren)  der  ursprünglichen  Hauptfunction  erhalten  kann,  wozu  es  nur  nöthig 
wird ,  den  Classenindex  n<*>  und  Ordinalindex  i<a)  (oder  A(i))  zu  bestimmen. 
Zu  diesem  Zwecke  giebt  der  Verfasser  folgende  Formeln: 

*<*>BBji0afi1...ii;i, 


H*)  =  ta(w0. II, . . .  «i_,)  +  n_i  (w0. Wj . . .  ni-2)  +  • 
...  +  t1wü  +  '0 

Zum  Behufe  der  Lösung  algebraischer  Gleichungen  untersucht  noch 
der  Verfasser  einerseits  die  Jacobi'sche  Functionaldeterminante  aus  den 
symmetrischen  Functionen  der  Cofunctionen  und  zeigt  andererseits  einen 
Zusammenhang  zwischen  der  Lösung  von  Gleichungen  und  der  Umkeh- 
rung eines  Integrals.  Dazu  kommt  noch  eine  (übrigens  nicht  neue)  Un- 
tersuchung der  Wurzeln  einer  binomischen  Gleichung  und  ausserdem  die 
ganz  allgemeine  Zerlegbarkeit  einer  cyklosymmetrischen  Determinante 
nien  Grade8,  bei  zusammengesetztem  w,  in  ebensolche  Determinanten  von 
niedrigeren  Graden. 

Wie  gross  schon  die  Allgemeinheit  der  Fragestellung  und  der  um- 
ständlichen Beantwortung  auch  ist,  so  geht  der  Verfasser  doch  noch 
weiter,  indem  er  einen  Hinweis  zur  möglichen  Verallgemeinerung  der 
Theorie  nach  verschiedenen  Richtungen  giebt. 

1.  Die  Exponenten  der  Glieder  der  Partialfunctionen  können  durch 
noch  irgendwelche  andere  Bedingungen   [ausser  der  Congruenz  2)] 
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bestimmt  werden ,  z.  B.  dass  sie  Primzahlen  v  Quadratzahlen  o.  s.  w. 
sein  sollen. 

2.  Anstatt  der  Gleichung  xn  =  l  kann  man  eine  allgemeine  Gleich- 
ung nehmen. 

3.  Anstatt  der  Substitution  rjz  kann  man  die  allgemeinere  Substitu- 
tion rjjtfj  +  rj*a?2  + . . .  +  r£»xm  setzen. 

4.  Als  Hauptfunction  kann  eine  Function  mit  mehreren  Variabein 
genommen  werden. 

5.  Anstatt  der  Reihe  1),  welche  nach  Potenzen  fortschreitet,  kann 
man  eine  Reihe  nehmen,  welche  nach  anderen  Functionen, 
z.  B.  Kugelfun ctionen ,  Derivirten,  einfachen  Integralen  u.  s.  w., 
fortschreitet,  und  so  ganz  allgemeine  „operative  Cofunctionen 41 
erhalten,  von  welchen  die  oben  untersuchten  „  potenziellen  u  oder 
schlechtweg  „Cofunctionen"  specielle  Fälle  sind. 

Ich  glaube,  dass  man  nach  dem  oben  Auseinandergesetzten  ohne 
Uebertreibung  sagen  kann,  dass  die  Erscheinung  der  analysirteu  Arbeit 
eine  wichtige  Epoche  in  der  Entwickelung  der  Mathematik  eröffnet,  nnd 
dass  sie  eine  Umwandlung  verspricht,  deren  Grenzen  noch  schwer  vor- 
auszusehen sind. 

Aehnlich,  wie  es  so  manchen  Entdeckern  geht,  hat  auch  Herr 
Schapira  Vorgänger,  welche  er  im  Vorworte  aufzählt;  aber  alle  begnüg- 
ten sie  sich  mit  einem  speciellen  Falle,  indem  sie  als  Hauptfunction  eine 
Exponentialfunction  e%  nahmen.  Den  Keim  zu  einer  Verallgemeinerung 
der  Fragestellung  enthält  ein  dem  Verfasser  unbekannter,  aber  von  Gün- 
ther in  seinem  Werke  über  verallgemeinerte  Hyperbelfunctionen  citirter 
Artikel  von  Most  im  L.  Bande  des  Grunert'schen  Archivs.  Aber  Most 
hat  aus  seiner  Idee  gar  nichts  gemacht,  indem  er  sich  auf  die  Herleitung  der 
Formel  6)  beschränkte,  und  jener  Artikel  wäre  vielleicht  spurlos  verloren 
gegangen ,  wenn  nicht  die  Analyse  des  vorliegenden  Werkes  Veranlassung 
zur  Erwähnung  gegeben  hätte,  so  dass  die  Existenz  von  Vorgängern  das 
Verdienst  von  Herrn  Schapira  nicht  Mos  nicht  verringert,  sondern  es 
noch  eher  deutlicher  hervortreten  lässt,  indem  wir  daraus  sehen,  wieviele 
einer  wichtigen  Entdeckung  so  nahe  standen  und  dieselbe  doch  nicht 
gemacht  haben.*  w#  Pbb0bra80hen8ky. 


*  Wir  freuen  uns,  durch  diesen  Beitrag  des  Odessaer  Functionentheoretikers 
unsere  Leser  genauer  mit  dem  Inhalte  eines  Buches  bekannt  machen  zu  können, 
von  dem  wir  S.  182  der  histor.-literar.  Abtheilung  des  vorigen  Bandes,  gezwungen 
durch  unsere  UnkenntniBS  der  russischen  Sprache ,  nur  das  Inhal  tsver  zeichniss  mit- 
zutbeilen  im  Stande  waren.  «r   q 
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Lehrbuch  der  praktischen  Geometrie,  bearbeitet  für  den  Unterricht  an 
Baugewerkeschulen  u.  technischen  Mittelschulen  von  Dr.  M.  Doll, 
Lehrer  der  praktischen  Geometrie  am  grossherzogl.  Polytechnikum 
zu  Karlsruhe.  Mit  Figuren  im  Text.  8°.  II,  77  8.  Leipzig, 
B.  G.  Teubner.  1880. 
„Die  Ertheilung  des  Unterrichts  der  praktischen  Geometrie  an  der 
grossherzogl.  badischen  Bangewerkeschule  und  der  Wiesenbauschule  war 
die  Veranlassung  zur  Zusammenstellung  desjenigen  Theils  aus  dem  Ge- 
biete der  niederen  Geodäsie,  welcher  für  Bautechniker,  für  das  Hilfs- 
personal bei  der  Ausführung  von  Wasser-  und  Strassen  bauten  und  für 
Cultnrtechniker  bei  Planirungsarbeiten  zu  wissen  nöthig  ist.*4  Nach  einer 
kurzen  Einleitung  (2  Seiten)  wird  im  ersten  Theil  die  Horizontalauf- 
nahme mit  Messlatten  oder  Messband  und  Winkeltrommel ,  Winkelspiegel 
oder  Winkelprisma,  das  Auftragen  einer  Aufnahme,  die  Flächenberech- 
nung durch  Zerfällung  in  Dreiecke  oder  mit  dem  Planimeter  nnd  Einiges 
über  Theilung  der  Flächen  mitgetheilt.  Ferner  werden  die  gewöhnlichen 
Aufgaben  über  Längenmessungen  und  Abstecken  von  Geraden  mit  Hin- 
dernissen besprochen  und  eine  recht  verständliche  Theorie  des  A ms  1  er- 
sehen Polar pl an imeters  nach  Weisbach  gegeben.  Ausführlicher  und 
befriedigender  ist  der  zweite,  vom  Nivelliren  handelnde  Theil.  Nach 
Stellung  der  Aufgabe  folgt  eine  Beschreibung  der  verschiedenen  Niveliir- 
latten,  der  Kanalwaage,  einiger  Pendelinstrumente,  die  zugleich  Gefäll- 
messer sind,  und  endlich  eines  Libelleninstrumentes.  Vollständigkeit 
wird  Niemand  verlangen  und  gegen  die  getroffene  Auswahl  ist,  da  die 
grundsätzlich  schlechten  Pendelinstrumente  einmal  bei  dem  Publicum,  für 
das  die  Schrift  bestimmt  ist,  beliebt  sind,  wenig  zu  erinnern.  Nur  wäre 
es  wohl  angemessen  gewesen,  eines  Gefällmessers  mit  constanter  Instru- 
mentenhöhe und  Zieltafel  von  derselben  Höhe  (etwa  des  Staudinger- 
schen)  Erwähnung  zu  thun,  auch  wohl  des  Libellengefällmessers.  Der 
Abschnitt  enthält  noch  Einiges  über  Aufnahme  und  Verzeichnung  von 
Profilen  und  eine  hübsche  Anleitung  zum  Flächennivellement.  Der  dritte 
Theil  handelt  von  Berechnung  der  Erdmassen. 

Die  ganze  Schrift  ist  in  einem  knappen  Tone  gehalten,  den  man 
einen  militärischen  nennen  könnte.  Begründung  wird  gewöhnlich  gar 
nicht  gegeben,  nur  der  Excurs  über  das  Polarplanimeter  macht  eine  Aus- 
nahme. Es  ist  allerdings  auch  noch  Einiges  aus  den  physikalischen  Lehren, 
betreffend  Winkelspiegel,  Winkelprisma,  Fernrohr,  Linsendiopter,  gesagt, 
ein  paar  Bemerkungen  über  Libellen  gemacht,  aber  man  kann  das  nicht 
einmal  als  Elemente  der  Theorie  bezeichnen;  offenbar  war  nur  praktische 
Anweisung,  nicht  eingehende  Belehrung  beabsichtigt.  Das  Buch  muss 
als  ein  Auszug  oder  eine  Zusammenfassung  der  Lehren  angesehen  wer- 
den, die  der  Verfasser  an  den  im  Vorwort  erwähnten  Lehranstalten 
ertheilt.     Zum  Selbstunterrichte   taugt  es  nicht;    Niemand  wird  daraus 
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z.  B.  die  Handhabung  des  Winkelspiegels  oder  des  Prismas  erlernen 
können;  selbst  die  einfacheren  Geschäfte  der  Längenmessung,  des  Nivel- 
lirens  mit  der  Kanalwaage  u.  dergl.  sind  hierfür  nicht  hinreichend  aus- 
führlich und  deutlich  beschrieben.  Man  muss  neben  dem  Gebrauche  des 
Buches  sich  eine  praktische  Anleitung  im  Felde,  mit  den  Instrumenten 
in  der  Hand  denken.  Der  Titel  hätte  daher  statt  Lehrbuch  passender 
anders:  Instruction,  Anleitung,  Vorschriften  oder  sonstwie  gelautet.  Dass 
ein  solches  Buch  recht  nützlich  in  manchen  Kreisen  sein  kann,  wird 
nicht  bestritten  werden  können,  ebenso  wenig  wie  die  Berechtigung  und 
Befähigung  des  Verfassers,  ein  solches  zu  schreiben;  manche  für  den 
betreffenden  Leserkreis  vortrefflich  ausgeführte  Einzelheiten  beweisen  das. 
Doch  kann,  auch  wenn  man  auf  den  Standpunkt  des  Verfassers  sieb 
stellt  und  seinen  beschränkten  Zweck  zu  erfüllen  trachtet,  hinsichtlich 
der  Auswahl  und  mehr  noch  der  Behandlung  des  Stoffes  zuweilen  eine 
merklich  andere  Ansicht  vertreten  werden.  Allein  darüber  ist  nicht  zu 
rechten;  im  Ganzen  ist  das  Buch,  für  seinen  Kreis,  als  ein  gutes  zu 
bezeichnen.  Mit  Definitionen  z.  B.  darf  man  es  aber  nicht  streng  nehmen 
wollen. 

Nur  ein  „Vergehen44  darf  nicht  verschwiegen  bleiben,  begangen  ge- 
legentlich der  Anleitung  zur  Berechnung  der  Erdmassen.  Es  werden  für 
ein  bestimmtes  Beispiel  (Fig.  88)  zunächst  —  ohne  Begründung  —  zwei 
ungenaue  Regeln  angegeben,  dann  zur  Berechnung  des  „wirklichen  In- 
halts" geschritten  und  dieser  auch  richtig  ausgeführt.  Nur  wird  dabei 
der  Leser  —  der  doch  mathematisch  ziemlich  harmlos  gedacht  werden 
soll  —  irre  geführt.  Es  wird  nämlich  gesagt,  man  erhalte  durch  Zer- 
legung des  vierseitigen  Prismas  in  zwei  dreiseitige  Prismen  den  wirklichen 
Inhalt.  Der  Körper  ist  aber  kein  Prisma  (sondern  ein  Obelisk),  und 
die  folgenden  Formeln  (Flächeninhalt  eines  Dreiecks  mal  dem  arith- 
metischen Mittel  der  drei  Seitenkanten)  sind  keine  Prismenformeln,  son- 
dern (ganz  richtig)  solche  für  Prismen etutze.  Ohne  weitere  Anleitung 
ist  Denjenigen,  für  welche  die  Schrift  bestimmt  ist,  die  Sache  nicht  ver- 
ständlich. Es  wäre  gewiss  besser  und  dabei  eigentlich  einfacher  gewesen, 
die  Formel  zur  Berechnung  eines  Obelisken  zu  geben  oder,  noch  all- 
gemeiner, die  Simpson 'sehe  Körperregel  vorzutragen  und  anzuwenden, 
welche  namentlich  in  weniger  einfachen  Fällen  die  oft  so  mühsamen  Zer- 
legungen ersparen  lässt  und  für  die  Erdmassenberechnungen  (in  dem  hier 
in  Rede  stehenden  Umfange)  nicht  nur  die  beste,  sondern  die  einzig 
empfehlenswerte  ist.  Praktisch  recht  gut  muss  ich,  nachdem  ich  den 
ersten  Theii  der  Erdmassenberechnung  getadelt  habe,  den  zweiten  Theil 
dieses  Abschnittes  nennen.  Bohn 
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Lehrbuch  der  ebenen  Planimetrie.  Von  Dr.  Jul.  Petersen,  Docent  an 
der  polytechnischen  Schule  in  Kopenhagen  etc.  Deutsche  Aus- 
gabe, unter  Mitwirkung  des  Verfassers  besorgt  von  Dr.  R.  v.  Fi- 
scher -Benzon,  Oberlehrer  am  Gymnasium  in  Kiel.  Kopenhagen, 
Verlag  von  Andr.  Fred.  Host  &  Sohn.     1881. 

„Man  wird  sich  heutigen  Tages  wohl  darüber  einig  sein,  dass  der 
Unterricht  in  der  Geometrie  nicht  den  Zweck  hat,  die  Schüler  nur  ein 
System  der  Geometrie  zu  lehren,  sondern  vielmehr  den,  dieselben  für 
die  Auflösung  geometrischer  Constructionsaufgaben  geschickt  zu  machen. 
Die  Auflösung  solcher  Aufgaben  ist  eine  vorzügliche  Uebung  im  logi* 
sehen  und  consequenten  Denken. 

Das  vorliegende  Lehrbuch  ist  vorzüglich  geeignet,  dem  oben  genann- 
ten Zwecke  zu  entsprechen.  Es  ist  kurz,  ohne  irgend  etwas  Wesent- 
liches auszulassen,  einfach  und  anschaulich.  Durch  seine  Kürze  erleich- 
tert es  dem  Schüler  Lernen  und  Repetition ;  Anordnung  und  Auswahl  des 
Lehrstoffes  und  der  Aufgaben  sind  so,  dass  die  Aufgaben  die  erlernten 
Lehrsätze  nicht  nur  einüben,  sondern  auch  ergänzen/1 

Mit  diesen  Worten,  welche  ich  aus  der  Vorrede  des  Herrn  Ueber- 
setzers  heraushebe,  kann  ich  mich  aus  voller  Ueberzeugung  einverstan- 
den erklären.  Auf  105  keineswegs  eng  gedruckten  Seiten  findet  der 
Leser  ein  ausserordentlich  reiches  und,  wie  sich  das  bei  einem  Geometer 
von  der  Begabung  Petersen' s  von  vornherein  versteht,  selbstständiges 
Material. 

Wenn  aber  am  angezeigten  Orte  es  weiter  heisst:  „Abweichungen 
vom  Herkommen  finden  sich  nicht  wenige.  Ich  bin  aber  überzeugt,  dass 
dieselben  zeitgemäss  sind  und  dass  hierin  zum  Tb  eil  die  Vorzüge  des 
Buches  liegen ",  so  befürchte  ich  doch,  dass  dies  Urtheil  nur  mit  einem 
gewissen  Optimismus  von  allen  Abweichungen  vom  „Herkommen44,  die 
sich  in  dem  Buche  finden,  ausgesagt  werden  kann.  Möge  der  Leser 
selbst  urtbeilen. 

Das  erste  Capitel  zerfällt  in  vier  Abschnitte,  deren  erster  die  Ueber- 
schrift  „Abhängigkeit  der  Winkel  von  einander "  führt  und  die  Winkel- 
summen eines  Polygons  in  der  bekannten  Weise  durch  Umsch reitung 
desselben  bestimmt.  Alsdann  werden  im  zweiten  Abschnitte  die  Sätze 
über  Peripherie-  und  Centriwinkel  behandelt,  im  dritten  die  parallelen 
Linien,  im  vierten  eine  Gruppe  von  Sätzen  über  Senkrechte,  Schiefe, 
Mittelsenkrechte  vorgetragen,  welche  als  unmittelbare  Vorbereitung  zum 
zweiten  Capitel  gelten  können.  Dieses  enthält  als  ersten  Abschnitt  die 
Lehre  über  Congruenz  und  Symmetrie.  Die  Congruenzsätze  erscheinen 
als  Zusätze  zu  den  betreffenden  Constructionsaufgaben. 

Vom  Standpunkte  der  blossen  Theorie  aus  dürfte  gegen  die  hier 
vorliegende  Stoffvertheilung  wenig  zu  erinnern  sein.  Wenn  der  Winkel 
doch   einmal  nur  durch  Kreisbögen  gemessen  werden  kann,  so  ist  kein 
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vernünftiger  Grund  abzusehen,  warum  nicht  der  Vortrag  diesen  innigen 
Zusammenhang  auch  aussei  lieh  hervorbeben  soll ,  warum  also  nicht  Sätze, 
welche  sonst  unter  Ueberschrift  „ Kreislehre "  ziemlich  spät  auftreten,  in 
den  Anfang  gerückt  werden  sollen.  Zudem  empfehlen  sich  diese  Sätze 
gerade  durch  ihre  Einfachheit  als  dem  Anfänger  leicht  zugänglich. 

Dagegen  erscheint  es  mir  bedenklich,  wenn  der  Schüler  mit  Begrif- 
fen, wie  „ Senkrechte ",  „Winkelhalbirer",  „Mitte  einer  Strecke"  11.  s.  w. 
in  den  Aufgaben  zu  operiren  genöthigt  ist,  ehe  er  die  betreffenden  Con- 
struetionen,  durch  welche  doch  diese  Begriffe  ihm  erst  lebendig  werden, 
ausgeführt  hat.  So  findet  sich  S.  20  die  Aufgabe:  Zwei  Winkel  eines 
Dreiecks  betragen  40°  und  80°;  man  halbire  den  dritten  Winkel  und 
ziehe  von  seinem  Scheitelpunkte  eine  Senkrechte  auf  die  gegenüber- 
liegende Seite;  wie  gross  ist  der  Winkel  zwischen  der  Senkrechten  und 
dem  Winkelhalbirer?  während  die  Construction  der  Senkrechten  und  die 
Halbirung  des  Winkels  erst  S.  37  gelehrt  werden. 

Das  geäusserte  Bedenken  ist  aber  wohl  das  einzige,  welches  mir  auf- 
gestossen  ist.  Zudem  würde  dasselbe  ganz  wegfallen,  wenn  das  Buch 
nicht  beim  ersten  Unterrichte,  sondern  vielleibht  bei  der  Repetition  in 
Secunda  und  Prima  gebraucht  würde.  Uebrigens  wiederhole  ich  an  dieser 
Stelle,  was  ich  zum  Lobe  der  „Methoden  und  Theorien"  (diese  Zeit- 
schrift Bd.  26  S.  176  flgg.)  gesagt  habe.  Wenn  ich  dort  die  methodische 
Anordnung  und  geometrieche  Schönheit  der  Uebungsauf gaben  anerkennen 
konnte,  so  soll  hier  das  Gleiche  von  den  Uebung86ätzen  gern  gesagt  sein. 
Auf  jeder  Seite  ist  das  Büchlein  interessant. 

Coesfeld,  im  April  1881.  Dr.  K.  ScnwBRiNO. 


A.  Weinhold,  Physikalische  Demonstrationen.  Anleitung  zum  Experi- 
mentiren im  Unterricht  an  Gymnasien,  Realschulen  und  Gewerbe- 
schulen. Leipzig,  Quandt& Händel.  1881.  677 S.  gr.8u.  Preis:  22 Mk. 
Die  Art  und  Weise,  physikalische  Erscheinungen  im  Unterrichte  vor- 
zuführen und  Gesetze  durch  Versuche  nachzuweisen,  hat  innerhalb  der 
letzten  15  Jahre  sehr  erhebliche  Fortschritte  gemacht.  Einen  wesent- 
lichen Anstoss  nach  dieser  Richtung  hin  hatten  die  Publicationen  der 
TyndaH'schen  Vorlesungen  gegeben.  Auch  viele  der  hervorragendsten 
Physiker  auf  deutschen  Lehrstühlen  haben  es  sich  schon  seit  langer  Zeit 
angelegen  sein  lassen,  neue  Versuchsanordnungen  zu  erfinden,  durch 
welche  physikalische  Vorgänge  in  zuverlässiger  und  überzeugender  Weise 
gleichzeitig  einer  grösseren  Zahl  von  Schülern  vorgeführt  werden  können. 
Nicht  alle  aber,  welche  in  dieser  Beziehung  die  Methodik  des  physikali 
sehen  Unterrichtes  verbessert  haben,  machten  diese  ihre  Fortschritte 
weiteren  Kreisen  bekannt,  sondern  manche  begnügten  sich  damit,  das* 
durch  ihre  neuen  Versuche  und  verbesserten  Demonstrationsvorrichtungen 
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ihre  speciellen  Schüler  besser  und  eingehender  in  die  Elemente  der  Physik 
eingeführt  wurden.  Allerdings  ist  in  den  geeigneten  Zeitschriften  man- 
cherlei auch  den  weiteren  Kreisen  der  Lehrer  zugänglich  gemacht  worden, 
aber  gerade  einige  unter  den  berufensten  Vertretern  unserer  Wissenschaft 
beobachten  nach  dieser  Richtung  hin  eine  bedauerliche  Zurückhaltung. 
Trotz  alledem  hat  sich,  wie  bereits  eingangs  angedeutet,  ein  gewaltiger 
Umschwung  hinsichtlich  der  speziellen  Methodik  in  den  letzten  Jahren 
vollzogen  und  Diejenigen,  welche  vor  längerer  Zeit  einen  geordneten 
physikalischen  Unterricht,  sei  es  an  einer  deutschen  Hochschule,  oder 
sei  es  selbst  nur  an  einer  Mittelschule,  genossen  haben,  würden  heute 
wohl  überall  den  gesammten  physikalischen  Lehrapparat  wesentlich  ver- 
ändert finden  und  würden  staunen,  wie  es  durch  bessere  Versuchsanord- 
nungen möglich  geworden  ist,  jetzt  in  derselben  Zeit,  wie  ehemals,  ein 
viel  gründlicheres  und  ausgedehnteres  physikalisches  Wissen  der  Zuhörer- 
schaft zugänglich  zu  machen.  ^  • 

Wenn  jedoch  insbesondere  der  physikalische  Unterricht  an  den  Mittel- 
schulen zur  Zeit  noch  vielfach  erheblich  zu  wünschen  übrig  lässt,  so  hat 
dies  wesentlich  in  zwei  Umständen  seine  Ursache.  Erstens  sind  nämlich 
die  Mittel,  welche  seiten  der  Unterrichtsbehörden  den  Schulen  für  Ver- 
vollkommnung des  physikalischen  Lehrapparates  zur  Verfügung  gestellt 
werden,  meist  so  gering,  dass  es  selbst  dem  strebsamsten  Lehrer  nicht 
möglich  ist,  auch  nur  annähernd  mit  seiner  Apparatensammlung  den 
Fortschritten  auf  methodischem  Gebiete  zu  folgen.  Vielfach  reichen  die 
disponiblen  Summen  sogar  gerade  nur  zu,  um  die  dem  unmittelbaren 
Verbrauche  ausgesetzten  Unterrichtsmittel  (Präparate,  Glas-  und  Kaut- 
schukwaaren) zu  ersetzen  und  die  immer  von  Zeit  zu  Zeit  nothwendig 
werdenden  Reparaturen  vornehmen  zu  lassen;  so  dass  ganz  selten  daran 
gedacht  werden  kann ,  ältere  Apparate  durch  zweckmässigem  zu  ersetzen 
oder  gar  neue,  gute  Apparate,  sofern  diese  einigermassen  kostspielig  sind, 
anzuschaffen. 

Andererseits  ist  aber  auch  zur  Zeit  die  Ausbildung  der  Lehrer  für 
Mittelschulen  an  deutschen  Hochschulen  nicht  eine  derartige,  dass  man 
mit  Recht  erwarten  könnte,  dieselben  seien  ausnahmslos  geeignet,  einen 
gedeihlichen  Unterricht  in  Experimentalphysik  späterhin  zu  ertbeilen. 
Die  Studienzeit  derjenigen  Lehrer,  welche  diese  Diseiplin  späterhin  zu 
vertreten  haben,  ist  durch  Ansprüche  an  eine  weitgehende  mathematische 
und  mathematisch  •  physikalische  Durchbildung  zumeist  derart  vollständig 
und  ausschliesslich  in  Anspruch  genommen,  dass  dem  Studirenden  der 
Mathematik  und  Physik  für  eine  sorgsame  Vorbereitung  auf  das  physi- 
kalische Lehramt  nicht  die  ausreichende  Zeit  bleibt.  Auch  scheint  man 
die  Wichtigkeit  einer  solcnen  besonderen  Vorbildung  für  den  Unterricht 
in  Physik  an  den  deutschen  Hochschulen  seiten  der  Prüfungscommissionen 
vielfach   noch   nicht  ganz   zu  erkennen.     Man  verlangt  zwar  eine  Lehr- 
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probe  in  Mathematik  beim  Staatsexamen,  um  darnach  die  allgemeine 
Lehrbefähigung  des  Candidaten  beurtheilen  zu  können;  ganz  selten  aber 
hört  man  davon,  dass  auch  eine  Lehrprobe  in  Experimentalphysik  ab- 
genommen werde.  Jeder  aber,  der  das  Wesen  des  physikalischen  Unter- 
richtes genau  kennt,  wird  wahrscheinlich  zugeben,  dass  Jemand,  der 
sich  in  seiner  mathematischen  Lehrprobe  als  ein  ganz  tüchtiger  Lehrer 
der  Mathematik  erwiesen  hat,  damit  noch  nicht  die  Gewähr  giebt,  dass 
durchaus  er  auch  im  Stande  sein  werde,  einen  guten  Unterricht  in  Ex- 
perimentalphysik zu  ertheilen. 

Selbst  die  Arbeiten,  welche  man  in  neuerer  Zeit  wohl  an  allen  Hoch- 
schulen   den   zukünftigen   Lehrern   in   dem   physikalischen   Laboratorium 
vornehmen  lässt,  sind  zumeist  so  eiuseitig  und  können  nur  so  kurze  Zeit 
hindurch  fortgesetzt  werden,  dass,  wenn  ein  junger  Lehrer  dann   in   die 
Praxis  hinauskommt  und  mit  einem  mehr  oder  minder  unvollkommenen 
physikalischen   Lehrapparat  seinen  Schülern    etwas   Ordentliches    lernen 
soll,   er   im  Anfange  entsetzlich    hilflos   dasteht.     Erst  durch   viele    un- 
angenehme Erfahrungen,  die  seinen  Schülern  kostbare  Zeit  rauben    nnd 
der  physikalischen  Sammlung  der  Schule  zunächst  zum  grossen  Schaden 
gereichen,   lernt   er  allmälig  das,   was   er  bei   einer  ausreichenden   Vor- 
bereitung für  seinen  Beruf  von  rechtswegen  bei  dem  Beginn  seiner  amt- 
lichen Thätigkeit  mitbringen  sollte. 

Besonders  in  Hinblick  auf  diese  zur  Zeit  noch  herrschenden  grossen 
Uebelstände  ist  das  Erscheinen  dieses  Wein  hold' sehen  Werkes  als  ein 
freudiges,  sehr  bedeutungsvolles  Ereigniss  aufrichtig  zu  begrüssen.    Wein- 
hold  hat  sich  nicht  damit  begnügt,  die  besten  Versuchsanordnungen,  die 
ihm  irgendwie  zugänglich   gewesen   sind,   zu    sammeln  und  sorgfältig  zn 
beschreiben,    sondern   er  hat  auch  durch  Erfindung  neuer  Versuche  und 
neuer  Apparate,  durch  zweckmässige  Umgestaltung  älterer  Constructionen 
und  durch  eine  systematische  Anweisung  zum  Experimentiren  die  Metho- 
dik des  physikalischen  Unterrichtes  ganz  ausserordentlich  gefördert«     Der- 
jenige altere  Lehrer  der  Physik,  der  in  früheren  Jahren  studirt  hat  und 
die  Experimentalphysik,  wie  sie  heute  ist,  nicht  nachträglich  noch  durch 
Reisen  und  Verkehr  mit  hervorragenden  Autoritäten  auf  diesem  Gebiete 
kennen  gelernt  hat,   findet  in   dem  Weinhold' sehen  Werke  eine  vor- 
treffliche Gelegenheit,  sich  damit  vertraut  zu  macheu,  in  welcher  Weise 
er  seinen  Unterricht  umgestalten   muss,    um    denselben   wieder   auf  die 
Höhe   der   Zeit  zu   bringen.     Aber  auch   der   jüngere  Lehrer,    der  ein 
gutes   Colleg  über  Experimentalphysik  auf  einer  Hochschule  gehört  hat 
und   durch  anhaltendes  Arbeiten   im   physikalischen  Laboratorium,   oder 
noch  besser  durch  eine  Thätigkeit  als  Famulus  und  Assistent  eines  tüch- 
tigen Experimentators  mit  den   eminenten  Fortschritten  vertraut  ist,   die 
der  Physikunterricht   in    den   letzten   Jahren   gemacht   hat,    wird    soviel 
Neues  und  durchaus  Originelles  in  den  „Physikalischen  Demonstrationen " 
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finden,  dass  auch  er  das  Buch  nicht  nur  mit  grossem  Interesse  lesen, 
sondern  in  demselben  einen  trefflichen  Berather  schätzen  lernen  wird, 
der  ihn  fast  an  keiner  Stelle  bei  den  Vorbereitungen  für  seinen  Unter- 
richt im  Stiche  lässt. 

Die  Beschreibung  der  Apparate  und  die  Anordnung  der  Versuche 
ist  so  klar,  so  eingehend,  so  leicht  fasslich  und  wird  durch  eine  so  grosse 
Zahl  trefflich  ausgeführter  Figuren  unterstützt,  dass  selbst  Derjenige,,  der 
sich  noch  wenig  oder  gar  nicht  mit  der  Anstellung  von  Unterrichtsexperi- 
menten beschäftigt  hat,  sich  nach  dem  Weinhold 'sehen  Buche  zurecht- 
finden und  etwas  Ordentliches  leisten  kann.  Jeder  Physiklehrer  wird 
meiner  Ansicht  nach,  sofern  er  nur  halbwegs  ein  warmes  Herz  für  die 
Aufgaben  seines  Berufes  hat,  sich  durch  dasselbe  angeregt  fühlen ,  erheb- 
liche Verbesserungen  in  seinem  Unterrichte  anzubringen. 

Die  Zahl  der  wirklich  neuen  und  trefflichen  Demonstrationsapparate, 
die  man  in  dem  Weinhold' sehen  Buche  mitgetheilt  findet,  ist  so  gross, 
dass  es  kaum  möglich  sein  dürfte,  alle  zu  erwähnen  oder  gar  ihre  be- 
sonderen Vorzüge  darzutbun,  ohne  den  Rahmen  einer  Besprechung  un- 
gebührlich zu  überschreiten.  Wir  wollen  hier  nur  hervorheben,  was  wir 
jeder  Mittelschule  zu  allernächst  zur  Beachtung,  resp.  zur  Anschaffung 
glauben  empfehlen  zu  müssen. 

Die  Winke  über  Ausstattung  und  Anordnung  des  physikalischen 
Auditoriums  werden  Jedem  bei  Neueinrichtung  derartiger  Räume  oder 
bei  Umgestaltung  vorhandener  treffliche  Dienste  leisten;  dies  um  so  mehr, 
als  die  beigegebenen  Zeichnungen  derart  ausführlich  sind,  dass  die  Hand- 
werker ohne  Weiteres  darnach  arbeiten  können.  In  dem  ersten  Theile, 
„allgemeine  Mechanik",  scheint  mir  besonders  gelungen :  die  bereits 
früher  von  Wein  hold  publicirte  Einrichtung  der  Centrifugalmaschine 
und  deren  Hilfsapparate,  die  neue  Anordnung  des  Foucault' sehen 
Pendel  Versuchs  (S.  98) ,  welche  gestattet,  dieses  Experiment  in  jedem 
physikalischen  Auditorium  vorzunehmen.  Zweckmässig  ist  die  Abände- 
rung des  Nicholson1  sehen  Aräometers  (S.  119),  welche  das  lästige 
Hineinfallen  der  Gewichte  in  die  Flüssigkeit  unmöglich  macht;  äusserst 
geschickt  ist  die  Einrichtung  des  Apparates  für  Compression  von  Flüssig- 
keiten  (S.  128),  der  sich  zur  Benutzung  im  Skioptikon  eignet.  Höchst 
empfehlenswerth  ist  in  der  Akustik  die  ausgedehnte  Verwendung  der 
sensitiven  Flammen  als  empfindliches  Reagens  auf  Schallwellen,  z.  B. 
für  den  Nachweis  der  Reflexion  des  Schalles  (S.  204).  In  der  Optik 
ist  durch  das  Demonstrationsgoniometer  (S.  276)  ein  ausgezeichneter  Hilfs- 
apparat gegeben,  der  zu  vielen  Zwecken  ungemein  geeignet  ist.  Treff- 
lich bewährt  haben  wir  schon  seit  vielen  Jahren  den  Wein  hold1  sehen 
W an dhelios taten  gefunden  (S.  281). 

In  der  Wärmelehre  hat  mir  besonders  die  einfache  Vorrichtung 
zur  absoluten  Bestimmung  des  Ausdehnung6Coefficienten  des  Quecksilbers 
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nach  der  Dulong-Petit-Regnault'schen  Methode  gefallen  (8.  375). 
Vorzüglich  ist  das  Dampf barometer,  welches  den  Zweck  hat,  eine  ziem- 
lich genaue  Bestimmung  der  Spannkräfte  des  Wasserdampfes  bei  ver- 
schiedenen Temperaturen  im  Unterrichte  zu  ermöglichen  (S.  404).  Gleich 
empfehlenswert^  sind  die  Vorrichtungen  für  den  Nachweis  des  Verhal- 
tens der  gesättigten  und  überhitzten  Dämpfe  (S.  412)  und  die  für  den 
Nachweis  der  Spannkräfte  der  Salzlösungen  (S.  414).  Auch  die  Aufnahme 
des  An  d  rews 'sehen  Compressionsapparates  für  Verflüssigung  von  Kohlen- 
säure und  Demonstration  der  kritischen  Temperatur  im  Unterrichte  (S.  426) 
halten  wir  für  einen  erheblichen  Fortschritt.  In  der  Elektricitäts- 
lehre  glauben  wir  besonders  die  Anwendung  des  Horizontalpendels  und 
die  Herstellung  von  Leimkugeln  als  eine  zweckmässige  Neuerung  em- 
pfehlen zu  sollen  (S.  499).  Die  einfache  Form  der  Thomson1  sehen 
Wasserinfluenzelektrisirmaschine  (S.  517)  ist  ein  sehr  lehrreicher  Zuwachs 
für  jedes  halbwegs  vollständige  physikalische  Oabinet.  Durch  die  An- 
wendung des  Thomson 'sehen  Quadrantelektrometers  in  der  Einrichtung, 
wie  sie  Wein  hold  empfiehlt  (S.  557),  wird  es  möglich,  die  Grundlage 
des  Galvanismus  in  sehr  überzeugender  exaeter  Weise  vorzuführen ,  besser 
als  dies  sonst  irgendwie  möglich  sein  dürfte. 

Sollen  wir  nun  aber  auch ,  da  es  einmal  bei  Besprechung  von  lite- 
rarischen Erscheinungen  so  üblich  ist,  auch  einige  abweichende  Meinungen 
aussprechen ,  so  kann  Verfasser  dieser  Zeilen  angesichts  dieses  trefflichen 
Werkes  sich  auf  ein  sehr  bescheidenes  Maass  beschränken  und  auch  hin- 
sichtlich dieser  Differenzpunkte  giebt  er  im  Voraus  gern  zu,  dass  viele 
derselben  auf  Rechnung  derjenigen  individuellen  Verschiedenheit  zu  setzen 
sind,  welche  jeder  Lehrer  vermöge  seiner  Eigenart  seinem  Unterrichte  giebt. 

Zunächst  habe  ich  es  seit  einer  Reihe  von  Jahren  für  sehr  zweck- 
mässig gefunden,  den  physikalischen  Elementarunterricht  nach  einer  sehr 
kurzen  Einleitung,  welche  die  Grundbegriffe:  Bewegung,  Masse,  Kraft  etc. 
festlegt  und  einige  Andeutung  über  die  Methode,  Eintheilung  und  die 
Grundsätze  der  Physik  giebt,  mit  der  Wärmelehre  zu  beginnen.  Die 
Erscheinungen,  um  die  es  sich  auf  diesem  Gebiete  handelt,  schliessen 
sich  am  besten  an  die  bisherigen  Erfahrungen  der  Schüler  an  und  sind 
ihnen  am  leichtesten  verständlich.  Die  jungen  Leute  werden  auf  diese 
Weise  fast  unmerklich  in  die  Eigenthümlichkeit  der  physikalischen  Be- 
trachtungsweise der  Erscheinungen  eingeführt.  Was  in  der  Mittelschule 
von  Mathematik  in  der  Wärmelehre  gebraucht  wird,  ist  den  Schülern 
bereits  vollständig  geläufig.  In  diesen  Abschnitt  schliesse  ich  (am  Gym- 
nasium), gelegentlich  der  Besprechung  der  Ausdehnungserscheinungen,  die 
Bestimmungen  der  speeifischen  Gewichte  und  das  Boyle-Mariotte'sche 
Gesetz,  späterhin  auch  die  Elemente  der  Chemie  ein.  Wendet  man  sich 
erst  hiernach  zur  Mechanik,  so  kann  diese  dann,  weil  inzwischen  der 
mathematische  Standpunkt  der  Schüler  ein  wesentlich  höherer  geworden 
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ist,  strenger  mathematisch  behandelt  werden ,  und  man  kann  zu  den  ein- 
zelnen Fällen  lehrreichere  Uebungsbeispiele  rechnen  lassen,  als  wenn 
man ,  wie  üblich ,  die  Physik  mit  der  Mechanik  beginnt.  An  die  Mechanik 
schliesst  sich  dann  naturgemäss  die  Wellenlehre,  an  diese  die  Akustik  und 
Optik  an.  Für  die  Elektricitätslehre  bleibt  allerdings  dann  zumeist  wenig 
Zeit  übrig.  Da  der  physikalische  Unterricht  an  der  Mittelschule  meiner 
Ansicht  nach  aber  durchaus  nicht  den  Zweck  hat,  ein  vollständiges,  ab- 
geschlossenes Wissen  auf  diesem  Gebiete  zu  vermitteln,  sondern  die 
Hauptaufgabe  nur  die  sein  dürfte,  die  Schüler  mit  dem  geordneten  Ge- 
brauche der  naturwissenschaftlichen,  inductiven  Methode  vertraut  zu 
machen  und  ihnen  Verstand  niss  für  diejenigen  physikalischen  Vorgänge 
zu  gehen,  welche  ihnen  später  am  häutigsten  im  praktischen  Leben  be- 
gegnen, so  finde  ich  darin  keinen  wesentlichen  Nachtheil,  wenn  selbst 
das  eine  oder  andere  Gebiet  der  Physik  auf  der  Schule  nur  eine  mehr 
encyklopädische  Behandlung  erfahren  sollte,  nachdem  andere  Partien 
ziemlich  gründlich  und  systematisch  erörtert  worden  sind. 

Ein  Hauptgewicht  wird  man  meiner  Ansicht  nach  immer  auf  die- 
jenigen physikalischen  Vorgänge  zu  legen  haben,  welche,  sofern  quan- 
titative Verhältnisse  dabei  ins  Spiel  kommen ,  auch  einer  erschöpfenden 
elementar- mathematischen  Behandlung  fähig  sind,  um  Physik  und  Mathema- 
tik, die  immer  von  demselben  Lehrer  in  derselben  Classe  der  Mittelschulen 
ertheilt  werden  sollten,  in  lebendiger  Wechselwirkung  erhalten  zu  können. 

Infolge  der  geringen  Zeit,  welche  zumal  auf  dem  Gymnasium,  aber 
auch  auf  der  Realschule  der  Physik  als  Unterrichtsgegenstand  natur- 
gemäss gewidmet  werden  kann ,  wird  sich  eine  Beschränkung  in  der  Zahl 
der  vorzuführenden  Experimente  gegenüber  dem  von  Weinhold  Vor- 
geschlagenen ganz  von  selbst  Doth  wendig  machen.  Der  Verfasser  des 
trefflichen  Buches  denkt  aber  auch  gar  nicht  daran,  die  Anstellung  aller 
Experimente  für  nothwendig  zu  erklären.  Er  bietet  so  vieles,  damit 
jeder  Lehrer  für  die  Gebiete  sich  das  Geeignete  auswählen  könne,,  von 
welchem  er  glaubt,  dass  durch  eingehende  Behandlung  derselben  seine 
Schüler  am  besten  gefördert  werden. 

Vermiest  haben  wir  für  den  Unterricht  an  Mittelschulen  nur  ganz 
wenig  in  dem  Wein  hold 'sehen  Werke.  Für  Realschulen  und  Gewerbe- 
schulen, deren  Schüler  künftighin  zum  Theil  mit  Dampfmaschinen  zu  thun 
haben,  sollten  die  einfachen  Versuche  nicht  wegbleiben,  welche  zeigen, 
dass  Wasserdampf,  Schwefelkohlenstoff  sich  bei  einer  adiabatischen  Expan- 
sion theilweise  condensiren,  Aetherdampf  dagegen  ein  entgegengesetztes 
Verhalten  zeigt.  Auch  die  Methoden  der  Bestimmung  der  Dampfdichte 
und  der  Nachweis,  dass  die  Dampfvolumina  äquivalenter  Mengen  ver- 
schiedener Substanzen  gleich  sind,  hätten  wegen  ihrer  Bedeutung  für 
das  Verständniss  vieler  physikalisch  -  chemischen  Thatsachen  und  Lehren 
meiner  Ansicht  nach  Berücksichtigung  verdient.    Ebenso  hätten  wir  eine 
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einfache  Vorrichtung,  welche  das  Verhalten  der  Dielektrica  (des  Schwe- 
fels) zeigt,  gern  aufgenommen  gesehen.  Aach  den  Nachweis  der  Existenz 
einer  Brechung  des  Schalles  halten  wir  nicht  für  unwichtig.  Der  Tor- 
sionselasticität  und  den  Begriffen:  Kräftepaar,  Drehungsmoment,  Drab- 
ungsaxe,  freie  Axe,  hätten  wir  eine  etwas  eingehendere  experimentelle 
Behandlung  gewünscht.  —  Nur  ungern  würden  wir  den  Nachweis  des 
wichtigen  Joule' sehen  Gesetzes  über  die  galvanische  Wärmeentwickel  eng 
in  Leitern  in  einem  vollständigen  Unterrichte  entbehren. 

Für  die  Anstellung  der  Volt a' sehen  Fnndamentalversuche  halte  ich 
die  Verwendung  eines  Fechn er* sehen  oder  Hankel' sehen  Elektro- 
skopes,  dessen  Polplatten  mau  mit  dem  Skinptikon  anf  einen  Schirm 
projicirt,  auf  welchem  man  durch  grosse  Pins-  und  Minnszeichen  deren 
eigene  Ladung  kenntlich  macht,  für  recht  zweckmässig. 

Das  We i  n  h  o  1  d '  sehe  automatisch  wirkende  Demonstrationsthermometer 
ist  ein  allerliebster ,  geistvoll  erfundener  Apparat;  einer  Anschaffung  dessel- 
ben für  die  physikalischen  Cabinete  der  Mittelschulen  können  wir  jedoch 
kaum  das  Wort  reden.  Ein  Apparat,  der  zum  Nachweis  einfacher  Thatsachen 
dienen  soll,  darf  meiner  Ansiebt  nach  nicht  zu  complicirt  sein.  Auch 
kann  man  denselben  Zweck  erreichen,  wenn  man  die  betreffenden  Ver- 
suche in  grossem  Maassstabe  anstellt  und  sich  einer  Anzahl,  grosser  De- 
monstrationsthermometer bedient,  deren  Grade  ungefähr  1  cm  lang  sind, 
und  bei  welchen  man  den  Stand  der  Quecksilbersäule  durch  eine  dahinter 
gehaltene  Beleuchtungseinrichtung  sichtbar  machen  kann.  Selbst  wenn 
man  sich  drei  derartige  Demonstrationsthermometer  verschafft:  von  —40 
bis  +6,  von  0°  bis  50°  und  von  80°  bis  110°,  dürfte  man  zumeist  mit  viel 
geringeren  Unkosten  dasselbe  Ziel  in  einfacherer  Weise  erreichen  können. 
In  anderen  Fällen  wird  man  zweckmässig  kleine  Projectionsthermometer 
anwenden  und  den  Versuch  vor  dem  Skioptikon  anstellen. 

Ferner  erscheint  es  uns  geeigneter,  wenn  man  beim  Reflexgalvano- 
meter nicht  einen  Cylinder  mit  Spalt  benutzt,  sondern  einen  Blech- 
cylinder  wählt,  in  dem  sich  eine  scharf  begrenzte  Oeffnnng  befindet,  in 
deren  Mitte  ein  nicht  zu  dünner  Draht  gespannt  ist  Das  Bild  des 
dunklen  Drahtes  in  dem  hellen  Felde  wird  auf  der  Scala  gut  gesehen 
und  man  kann  leichter,  selbst  im  stark  verdunkelten  Zimmer,  die  Stellung 
des  Striches  auf  der  Scala  genau  beurtheilen. 

Für  viele  Versuche ,  die  Wein  hold  mit  Hilfe  des  Reflexgalvano- 
meters anstellt,  ziehe  ich  den  Gebrauch  einer  einfachen  Wie  de  man  naschen 
Tangen tenboussole  mit  Reflexionsein richtung  vor.  Man  hat  dann  minder 
oft  Stromverzweigungen  nöthig,  um  die  Intensität  der  angewendeten 
Ströme  abzuschwächen;  denu  man  kann  die  Grösse  der  Ablenkung  des 
magnetischen  Ringes  durch  die  Entfernung  der  Drahtrolle  vom  Magneten, 
oder  durch  Veränderung  der  magnetischen  Richtkraft  bewirken,  indem 
man  einen  geeignet  gestellten  Hilfsmagneten  nähert  oder  entfernt. 
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Auch  auf  einen  nicht  ganz  zutreffenden  Ausdruck  möchten  wir 
noch  aufmerksam  machen.  3.  480  ist  der  bekannte  Versuch  beschrie- 
ben, durch  den  man  die  Schmelzpuuktserniedrigung  des  Eises  durch 
Druck  mit  Hilfe  eines  Thermoelementes  nachweist,  welches  sich  zwischen 
zwei  Eisstttcken  befindet,  die  man  in  der  hydraulischen  Presse  zu- 
sammendrückt. Die  Beschreibung  dieses  Versuches  wird  mit  dem  Satze 
eingeleitet:  „Die  wichtige  Thatsache,  dass  die  durch  Druckzunahme  be- 
wirkte Schmelzung  des  Eises  infolge  der  dabei  stattfindenden  Wärme- 
bindung eine  Temperaturerniedrigung  bewirkt  etc.u  Es  handelt  sich 
hierbei  jedoch  nicht  um  eine  Abkühlung  durch  vermehrte  Wärmeent- 
ziehung  infolge  der  Schmelzung,  sondern  um  die  Thatsache  einer  Scbmelz- 
punkterniedrigung. 

Damit  sind  wir  nun  aber  auch  mit  Ausstellungen,  wenn  man  die 
vorstehenden  kurzen  Bemerkungen  Überhaupt  als  solche  ansehen  will, 
bereits  am  Ende. 

Was  wollen  diese  untergeordneten  Differenzpunkte  gegenüber  dem 
ungeteilten  Beifall  besagen,  den  wir  der  ganzen  Arbeit  rückhaltlos 
zollen  können? 

Auf  die  praktischen  Rathschläge,  die  Wein  hold  in  seinem  Buche 
giebt,  kann  sich  jeder  Experimentator  ganz  verlassen;  da  ist  jede  Ein- 
zelheit oft  und  gewissenhaft  durchprobirt,  jeder  Theil  der  Versuchs- 
anordnung ist  wohl  Überdacht.  Ja,  wir  glauben,  ein  so  verdienstvolles 
Buch,  wie  diese  vorliegenden  „Physikalischen  Demonstrationen11,  konnte 
eben  nur*  Jemand  schreiben,  der  mit  den  Vorzügen  eines  trefflichen, 
kenntnissreichen  Physikers  das  Geschick  eines  Mechanikers  und  eines 
gewandten  Glasbläsers  verbindet. 

Das  Weinhol d'sclie  Buch  wird  gewiss  bald  iu  der  Handbibliothek 
keines  physikalischen  Cahinets  fehlen.  Die  Mechaniker  werden  in  dem- 
selben eine  reiche  Quelle  für  neue  Arbeit  begrüssen.  Die  massgebenden 
Personen  in  den  Unterrichtsbehörden  aber  werden ,  so  hoffe  ich,  aus  dem 
Buche  ersehen,  dass  es  hohe  Zeit  wird,  erheblich  grössere  Mittel  für 
Verbesserung  des  Lehrapparates  an  den  Mittelschulen  zu  bewilligen,  als 
bisher,  damit  unsere  Gymnasien  und  Realschulen  den  Fortschritten  der 
Methodik,  wie  sie  in  dem  Wein  hold*  sehen  Buche  zur  Darstellung  ge- 
kommen sind ,  zum  Wohle  ihrer  Schüler  in  befriedigender  Weise  zu  folgen 
im  Stande  sind. 

Einer  grösseren  Munificenz  nach  dieser  Richtung  hiu  würde  gewiss 
keine  einsichtige  Land  es  Vertretung  oder  kein  städtisches  Collegium  die 
Zustimmung  versagen. 

Von  dem  Wein  hold1  sehen  Buche  darf  somit  eine  wesentliche  Ver- 
besserung des  physikalischen  Unterrichtes  aus  vielen  Gründen  erwartet 
werden.     Den  Anlass   dazu   gegeben  zu  haben,   ist  ein   sehr  erhebliches 
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Verdienst,    für    welches   alle   Betheiligten   dem  Verfasser   der  trefflichen 
„Physikalischen  Demonstrationen "  herzlichen  Dank  schuldig  sind. 

Wir  können  diese  Zeilen  nicht  schliessen,  ohne  auch  der  Verlags- 
buchhandlung unsere  Anerkennung  dafür  ausgedrückt  zu  haben ,  dass  sie 
das  Wein  hold*  sehe  Buch  in  einer  sehr  guten,  würdigen  Ausstattung  dem 
Publicum  darbietet.  Ric„ArD  RBhuiann. 


Hilfstafeln  zur  präcisen  Berechnung  20 stelliger  Logarithmen  zu  gegebenen 
Zahlen    und  der  Zahlen  zu  20 stelligen  Logarithmen,   von   Anton 
Steinhäuser,  k.  k.  Regierungsrath.    Mit  Subvention  der  k.  k.  Aka- 
demie der  Wissenschaften.     Wien  1880.     Druck   und  Verlag  von 
Carl  Gerolds  Sohn.     XII,  296  S. 
Die  Frage,  ob  es  wohl  viele  Mathematiker  geben  werde,  welche  je 
in  die  Lage  kommen,   eich  20 stelliger  Logarithmen  bedienen  zu  müssen 
oder  zu  wollen,  ist  eine  ziemlich  müssige.     Höchstens  der  Verleger  de* 
uns  vorliegenden  Werkes  konnte   sich  dieselbe  stellen,    um  je  nach  der 
Beantwortung  die  Möglichkeit   eines   die  Kosten  deckenden  Absatzes  zu 
erwägen,  aber  auch  ihm  hat  die  Unterstützung  der  Wiener  Akademie  die 
Frage  im  Munde  abgeschnitten.     Wir  wollen  sie  nicht  aufnehmen.     Wir 
wollen    nur   feststellen,   dass  jene  Unterstützung  keinem  Unwürdigen  zu 
Theil  wurde.    Der  längst  rühmlichst  bekannte  Verfasser  hat  an  die  Aus- 
arbeitung  seiner  Tabellen,    deren   Verlauf  er  in    dem   Vorworte    genau 
schildert,   eine  Arbeitskraft   gewandt,    die  geradezu   erstaunlich   ist.     Er 
spricht  von  der  nach  bereits  vollendeter  Arbeit  wiederholt  vorgenommenen 
Interpolationsrechnung  bei  20000  Logarithmen  zur  Feststellung  der  End- 
ziffern,  als   ob    das   so    ein  Geschäft  wäre,    welches   zwischen  Frühstück 
und  Morgenpfeife  erledigt  werden  könnte.     Die  Hilfstafel   selbst  besteht 
aus  vier  einzelnen  Tabellen  A,  /?,  C%  D.    Von  diesen  liefert  A  die  Loga- 
rithmen der  Zahlen   1000  bis  9999;   B  die  von  1000  0000  bis  1000  9999; 
Cdie  von  100000000000  bis  100000009999;  D  dievon  1000 0000 0000 0000 
bis  1000  0000  0000  9999.    Jede  beliebige  Zahl  ist  daher  zur  Logaritbmi- 
rung   in  Factoren   zu  zerlegen,    welche   in    diesen  Tabellen   aufgefunden 
werden   können.      Druck   und    Ausstattung   sind   vorzüglich.      Ueber  die 
Richtigkeit  könnte  erst  fortgesetzter  Gebrauch  oder  das  Nachrechnen  be- 
liebig gewählter    einzelner   Logarithmen    in    grösserer   Anzahl   Auskunft 
geben.    Wir  begnügen  uns  damit,  aus  dem  Vorworte  die  rühmende  An- 
erkennung der  Gerold'schen  Druckerei  zu  entnehmen,   dass  dieselbe  die 
Mehrzahl  der  Seiten  in  fehlerfreiem  Satze   zur   ersten  Gorrectur  lieferte. 

Cantor. 
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Die  geometrische  Zahl  in  Platon's  VUL  Buohe  vom 

Staate. 

Von 

Friedrich  Hultsch 

in  Dresden. 


Hierzu  Taf.  I  Fig.  13. 


In  der  ganzen  griechischen  Literatur  giebt  es  wohl  kaum  eine  zweite 
Stelle,  die  so  räthselhaft  und  vieldeutig  uns  entgegentritt,  als  die  Dar- 
stellung des  die  Heirathen  regelnden  doidpog  ymfiBTQHtog  in  Platon's 
VIII.  Buche  vom  Staate  (p.  546  B.  C). 

Eine  Anregung,  dieser  Frage  von  Neuem  näher  zu  treten,  während 
sie  mir  früher  als  unlösbar  erschienen  war1),  bot  eine  jüngst  erschienene 
Schrift  des  Herrn  Prof.  J.  Du  put  s  in  St.  Germain» en-Laye8),  welche 
der  Verfasser  nebst  freundlichem  Geleitschreiben  mir  zusendete. 

Da  diese  Schrift,  was  zunächst  hervorzuheben  ist,  eine  sorgfältige 
und  übersichtliche  Darstellung  der  bisher  versuchten  Lösungen  enthält8), 
so  wird  im  Folgenden,  soweit  die  Meinungen  anderer  Forscher  zu  be- 
rücksichtigen sind ,  meist  auf  diese  treffliche  Vorarbeit  Bezug  genommen 
und  dadurch  die  Untersuchung  möglichst  abgekürzt  werden. 

Mit  Hecht  weisen  einige  der  früheren  Erklärer,  unter  ihnen  besonders 
Schleiermacherund  Cousin,  daraufhin,  dass  es  vor  Allem  ein  er  genauen 


1)  Jahrbücher  für  classische  Philologie,  herausgeg.  von  A.  Fleck  eisen 
(I.  Abth.  der  Neuen  Jahrb.  f.  Philologie  und  Pädagogik),  1878  8.  498. 

2)  Le  nombre  gSometrique  de  Piaton,  Interpretation  nouveUe  par  J.Dupuis, 
Pari»  1881. 

8)  Zu  der  Literatur,  welche  H.  Martin,  Le  nombre  nuptüU  et  le  nombre 
parfait  /de  Piaton,  in  Revue  archiölogique ,  XIII*  emnee,  premiere  parHe,  1856, 
p.  257flgg.  nachgewiesen  hat,  sind  seitdem  noch  gekommen:  E.Zell  er,  Die  Phi- 
losophie der  Griechen,  2.  Aufl.,  II,  1  8.  545  flgg.;  J.  Hunziker  in  Platonü  opera, 
Parisiis,  editore  Firmin -Didot,  1873,  vol.  III  p.  109;  P.  Tannery,  Le  nombre 
nuptiäl  dans  Piaton  in  Revue  phüosophique  de  la  France  et  de  Vitranger  par 
Ribot,  premiere  annie  (1876),  I  p.  170—188;  B.  Rothlauf,  Die  Mathematik  zu 
Platon's  Zeiten,  Jena  1878,  S.  29  flg. 

Hlit.-llt.  Abtblg.  d.  Zeitsehr.  f.  Math.  u.  Pbyi.  XXVII,  2.  4 
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Eenntniss  des  mathematischen  Sprachgebrauchs,  soweit  er  au  Platon'a 
Zeit  ausgebildet  war,  bedürfe,  um  die  durch  den  Schriftsteller  selbst  mit 
einem  geheimnissvollen. Dunkel  umhüllte  Stelle  verstehen  zu  lernen. 

In  dieser  Hinsicht  sind  in  den  jüngsten  Zeiten  grosse  Fortschritte 
gemacht  und  dadurch  die  Lösung  vorbereitet  worden. 

Wie  der  Text  Piaton 's  schon  auf  den  ersten  Blick  zeigt,  ist  seine 
geometrische  Zahl  eine  vielfältig  zusammengesetzte.  Fragen  wir,  ob  die 
Gesammtzahl  als  8umme  oder  als  Product  aufzufassen  sei,  so  ergiebt 
wiederum  der  Wortlaut,  so  dunkel  auch  Einzelnes  bleiben  mag,  im  Gan- 
zen deutlich,  dass  der  Schriftsteller  ein  Product  vieler  Factoren  ge- 
meint hat. 

Dieses  Product  muss  ein  . numerisch  bedeutendes  sein,  da  mehrere 
Male  der  Factor  100  vorkommt. 

Aus  vielen  verschiedenen  Factoren  besteht  die  Gesammtzahl;  es 
wird  also  zu  suchen  sein,  welche  von  diesen  Factoren  zunächst  mit 
Wahrscheinlichkeit  sich  ermitteln  lassen. 

Nun  hat  es  ein  günstiges  Geschick  gefügt,  dass'  gerade  der  Anfang 

des  Platonischen  Textes,  der  ebenso  viele  Räthsel,  als  Worte  zu  bieten 

schien,  auch  zuerst  mit  voller  Evidenz  hat  gedeutet  werden  können. 

$Avdq<ons i(p  (yivsi  itSQloiog  ioxiv  aQt&fiog)  iv  oJ  xQcoxoy  av^asig,  övva- 

lisval   rs  %al  övvccGTevdixEvai,  TQsig  dnoardasig  xixxaqag  ii 

OQOvg  Xaßovaat,  Spoiovvxcov  xs  xcrl  avofioiovvrmv  neu  avfoV 

tcqv  %al  <p&iv6vxcov>  ndvxa  itQOörfyoQct  neu  faxet  KQog  aUijlo 

dni(prjvav9  sagt  Piaton  und  meint  damit  die  nebenstehende 

zwiefache  Zahlengruppirung,  deren  jede  eine  geometrische 

Reihe  darstellt4). 

Die  kleinste  Zahl,  in  welcher  alle  diese  Einzelzahlen  als  Factoren 
enthalten  sind,  ist  23.38=216.  Die  Factoren  sind  die  Primzahlen  2 
und  3  und  ausserdem  Potenzen  dieser  Zahlen;  die  zweiten,  bez.  dritten 
Wurzeln  der  letzteren  sind  also  rational  (faxet);  in  beiden  Reihen  ist  je 
eine  mittlere  Zahl  der  Factor  der  nächstfolgenden,  dergestalt,  dass  die 
Verhältnisszahl  der  ganzen  Reihe  den  andern  Factor  abgiebt,  und  eben« 
dieselbe  mittlere  Zahl  ist  das  Product  der  Yerhältn isszahl  mit  der  in  der 
Reihe  vorhergehenden  Zahl  (övvdfisvat  xs  xcrl  8vvaaxsv6(isvai).  Beide 
Reihen  können  sowohl  als  steigende,  wie  als  fallende  betrachtet  werden 
(at/govrcov  neu  <pöivovx(ov) ;  endlich  zwischen  je  zwei  Gliedern  sind  die 
Intervalle,  mag  man  in  der  Reihe  hinauf-  oder  hinabsteigen,  gleich,  die 
Verhältnisse  aber  ungleich  (ofioiovvxtov  rs  neu  avofAOiovvxcov) ,  nämlich 
beispielsweise  das  Intervall  von  4  zu  8  (aufsteigend)  und  von  8  zu  4 
(absteigend)  =  4,  aber  das  Verhältnis«  4:8  =  |  und  8:4  =  2. 


4)  Vergl.  Dupuis  8.  23flg^ 
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Alle  diese  Beziehungen  werden  von  Herrn  Dnpuis,  zum  Theil 
nach  dem  Vorgange  Früherer,  so  zweifellos  dargestellt,  dass  ich  darüber 
nur  zu  referiren  hatte.  Ausserdem  möge  aber  noch  eine  Uebersetzung 
dieses  ersten  Textabschnittes  folgen,  welche  ebenso  der  jetzt  üblichen 
mathematischen  Ausdrücke  sich  bedient,  wie  Piaton  dem  mathemati- 
schen Sprachgebrauche  seiner  Zelt  folgte.  Zwischen  Uebersetzung  und 
Original  findet  nur  der  Unterschied  statt,  dass  Piaton  seine  termini 
technici  in  kunstvoll  verschlungener  Construction  und  in  grösster  Kürze, 
deshalb  aber  auch  schwer  verständlich  giebt,  während  die  moderne  Ueber- 
setzung die  Verschlingungen  auflösen  und  die  Kürze,  soweit  sie  bis  zur 
Undeutlichkeit  geht,  beseitigen  muss. 

„Für  das  menschlich  Erzeugte  ist  als  Periode  eine  Zahl  massgebend, 
in  welcher  zunächst  als  Factoren  enthalten  sind  die  Glieder  der  beiden 
(geometrischen)  Reiben  12  4  8  und  1  3  9  27,  welche  Glieder  (gemäss 
der  Natur  der  geometrischen  Reihe)  derartig  aufsteigen,  dass  jedes  (innere) 
Glied  sowohl  das  Product  des  vorhergehenden  Gliedes  mit  der  Verhält- 
nisszahl der  Reihe,  als  den  Quotient  des  nächstfolgenden  Gliedes,  divi- 
dirt  durch  dieselbe  Verhältnisszahl ,  darstellt.  Jede  dieser  beiden  Reihen, 
bestehend  aus  vier  Gliedern  und  drei  Differenzen,  kann  sowohl  als  zu- 
nehmende, wie  als  abnehmende  betrachtet  werden,  so  zwar,  dass  in  bei- 
den Fällen  die  Differenzen  zwischen  je  zwei  benachbarten  Gliedern  gleich 
sind,  während  die  Proportionen,  je  nachdem  die  Reibe  steigt  oder  fallt, 
ungleich  (nämlich  reciprok  zu  einander)  sind.  Die  erwähnten  Factoren 
sind  sämmtlich  rational  und,  soweit  nicht  Primzahlen,  ihrerseits  aus 
gleichen  Factoren  zusammengesetzt,  so  dass  ihre  zweite,  bez.  dritte 
Wurzel  ebenfalls  eine  rationale  Zahl  ist/* 

Pia  ton  sagt  apt&fidg,  iv  oJ  u.  s.  w.;  die  erwähnten  Factoren  sind 
also  in  der  Gesammtzahl  (nSQiodog)  jedenfalls  enthalten,  aber  es  ist  nicht 
gesagt,  ob  die  Gesammtzahl  nur  diese  Factoren  oder  ausserdem  noch 
andere  umfasst.  Würde  Piaton  auf  die  oben  angeführten  Worte  sich 
beschränkt  haben,  so  läge  gewiss  die  Vermuthung  am  nächsten,  dass  die 
gesuchte  Zahl  nur  die  erwähnten  Factoren  und  ausserdem  keine  anderen 
enthalte,  mitbin  =216  sei.  Allein  aus  den  weiter  folgenden  Worten 
haben  alle  neueren  Erklärer  übereinstimmend  geschlossen6),  dass  die  Zahl 
grösser,  als  216  sein  muss.  Wir  haben  also  die  noch  übrigen  in  der 
Gesammtzahl  enthaltenen  Factoren  gemäss  den  Worten  Piaton 's  zu 
suchen. 

Die  beiden  jüngsten  Erklärer,  die  Herren  Tannery  und  Dnpuis, 
stimmen  darin  überein,  dass  sie  100  als  Factor  anerkennen,  und  zwar 
nimmt  ersterer  als  Gesammtzahl  2700,  letzterer  21600  an.  Allein  wenn 
wir  die  im  Texte  folgenden  Worte 


5)  Vergl.  die  Uebersicht  bei  Dupuia  S.  47. 
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iv  inixoixog  nvffyujv  nsfiiia6t  Gv£vye\g  dvo  aopoviag  naoi%ex*i  xoig 
ai/gifdttc,  xyv  (ihv  törfv  faaxig,  ixaxov  xoaavxaxig,  tiJv  öh  iooiii\%i\ 
fihv  xq  nQOfujitri  8i6),  ixaxov  plv  doidpcov  and  öiafiiiQCOv  §rjTmv 
Tis pit et d og ,  öeopivnv  ivog  ixdotav,  aooifrav  öh  ovetv,  ixaxov  de 
xvßtov  xQtadog.  typ-nag  öh  ovxog  aoidftog  u.  9.  w., 
betrachten,  mag  auch  Einzelnes  noch  so  dunkel  sein,  soviel  ist  doch 
zunächst  klar,  dass  keine  der  beiden  ebengenannten  Zahlen  allen  von 
Piaton  ausgesprochenen  Bedingungen  entspricht.  Die  Gesammtsahl  soll 
quadratisch  sein,  was  weder  2700,  noch  21600  ist;  sie  soll  auch  zur  Zahl 
7 .  in  einer  gewissen ,  vor  der  Hand  noch  geheimnissvollen  Beziehung 
stehen.  Ferner  erkennen  wir,  dass  Pia  ton  eine  Zahl  gemeint  haben 
muss,  welche  sowohl  als  Quadrat,  d.  i.  als  Product  gleicher  Factoren, 
wie  als  Rectangel ,  d.  i.  als  Product  ungleicher  Factoren ,  aufgefasst  wer- 
den kann.  Verfolgen  wir  diese  Spur  weiter,  so  finden  wir  vielleicht  auch 
die  ursprüngliche  Fassung  der  Worte  tiJv  6i  lao^irjxrj  (ihv  xrj  noopiixTi  5iy 
in  welchen  offenbar  ein  Fehler,  sei  es  auch  nur  ein  geringer,  enthalten 
ist.  Doch  verschieben  wir  diese  Verbesserung  auf  später  und  versuchen 
es  zunächst  mit  der  Deutung,  welche  sowohl  der  Gegensatz  zu  lcr\v  laaxtg9 
als  der  Ausdruck  nooiifjxtig^  oblongus,  an  die  Hand  geben,  indem  wir 
zunächst  die  von  Piaton  angedeutete  Quadratzahl,  sodann  die  ihr  gleiche 
Rechteckzahl  ermitteln. 

Es  ist  zunächst  nöthig,  Wort  für  Wort  zu  verfolgen,  was  Piaton 
sagt.  Das  einleitende  wv  ist  partitiver  Genitiv  in  dem  Sinne,  dass  unter 
den  vorhergenannten  av^qaeig,  d.  i.  Gliedern  zweier  geometrischen  Reihen« 
auch  diejenigen  Zahlen  sich  befinden,  welche  durch  inixoixog  itv&pip 
bezeichnet  sind.  Was  dies  bedeute,  ist  bereits  von  Früheren  ermittelt 
und  dann  durch  Pappos'  Zeugniss7)  ausser  allen  Zweifel  gesetzt  wor- 
den. Die  nv&fiivtg  sind  die  kleinsten  ganzen  Zahlen ,  welche  ein  gegebe- 
nes Verhältniss  ausdrücken.  Im  inlxgixog  loyog  oder,  wie  zu  Platon'ß 
Zeit  noch  gesagt  wurde,  in  der  Inixonog  aofiovia  stehen  zu  einander  die 
Zahlen  ^:^,  3:4,  6:8,  9:12  u.  s.  w.,  die  nv&pivtg  aller  dieser  Verhält- 
nisse sind  aber  nur  3  und  4,  von  Pia  ton  zusammengefasst  als  inlxQiros 
7iv&nriv.  Die  Ableitung  aus  den  vorhergenannten  geometrischen  Reihen 
ergab  sich  von  selbst,  wenn  man  beide  Reiben  zusammen  auf  einer 
Strecke  etwa  folgendermassen  eintrug: 


j i i lLl 

I     I      I     I     I 


6)  Die  Mehrzahl  der  Handschriften  bieten  noo^xtu  Der  Accusativ  TtQOprjW 
welcher  dem  vorhergehenden  icopijxij  passend  entspricht,  der  aber  auch  das  vor- 
hergehende tfj  in  eine  vereinzelte  und  schwer  erklärliche  Stellung  drängt,  steht 
in  der  besten  Handschrift  A  (nach  der  Bezeichnung  J.  Becker's),  ausserdem 
noch  in  17. 

7)  IH  p.  80,  10  nebst  Anm.  zu  p.  81  und  Index  unter  xv&pijv. 


Die  geometrische  Zahl  in  Platon's  VIII.  Buche  vom  Staate.        45 

Was  nun  weiter  zu  thun  ist,  lehren  die  nächsten  Worte  fttpftadt  ovfrysig, 
welche  nichts  Anderes  bedeuten  können,  als  „zur  Zahl  5  hinzugefügt ". 
Es  sind  3  4  5  zu  addiren  und  die  Zahl  mit  3  zu  multipliciren  (jgig 
avfy&sig).     So  sind  wir  ganz  sicher  bis  zur  Zahl  36  vorgeschritten. 

Einzuschieben  ist  der  Hinweis,  dass  die  Zahlen  3  4  5  das  so- 
genannte Pythagoreisch e  Dreieck  darstellen ,  welches  rechtwinklig  ist  und 
nur  rationale  Seiten  hat,  da  3*+ 4*  =5*  ist8). 

Die  Zahl  36,  sagt  Pia  ton  nun  weiter,  stellt  aus  sich  heraus  zwei 
Verhältnisse  dar  (ovo  agpoviag  nccgiiezcu) ,  ein  quadratisches  und  ein 
oblonges.  Wenn  nun  blos  diese  Worte ,  die  wir  eben  angedeutet  haben, 
bei  Pia  ton  ständen,  so  läge  die  Auffassung  nahe,  dass  die  Zahl  36  es 
sei,  welche  sowohl  als  Quadrat  =  62,  wie  als  Product  ungleicher  Facto  - 
ren,  z.  B.  4.9,  genommen  werden  könnte.  Allein  da  Piaton  bei  Er- 
klärung derjenigen  Zahl,  welche,  nach  besonderen  Verhältnissen,  aus 
36  zu  entwickeln  ist,  mehrmals  die  Zahl  100  bringt,  ja  zuletzt  ganz 
sicher  3S.  100  als  Element  der  darzustellenden  Zahl  setzt,  so  muss  er 
einen  weit  grösseren  Betrag  als  36  meinen. 

Die  Zahl  36,  heisst  es  im  Text,  entwickelt  aus  sich  heraus  zunächst 
das  Verbältniss  „gleich  mal  gleich,  hundert  ebensovielemal ".  Offenbar 
ein  dunkler  und  mehrdeutiger  Ausdruck;  aber  wir  werden  vielleicht  der 
richtigen  Erklärung  uns  nähern,  wenn  wir  zunächst  feststellen,  wieviele 
Deutungen  in  Betracht  kommen  können«  Schwerlich  mehr,  als  folgende 
fünf:  Die  zu  entwickelnde  Zahl  ist  entweder  6*.  100  oder  36M00  oder 
36*.  100*  oder  (was  jedoch  von  vornherein  minder  wahrscheinlich  ist) 
6* +  1008  oder  36* +  100*. 

Nun  soll  dieselbe  noch  zu  suchende  Zahl,  wie  der  folgende  Text 
lehrt,  auch  als  Product  ungleicher  Factoren  aufgefasst  werden.  Unter 
diesen  Factoren  steht  sicher,  wie  noch  gezeigt  werden  wird,  einerseits 
700,  andererseits  2700,  dergestalt,  dass  die  zu  suchende  Zahl  grösser, 
als  das  Product  dieser  beiden  Zahlen  sein  muss.  Wir  erkennen  also 
Bofort,  dass  unter  den  vor  hingesetzten  möglichen  Zahlen  nur  das  Qua- 
drat 36M002=36008=>  12960000  von  Piaton  gemeint  sein  kann. 

Es  bedeuten  also  die  griechischen  Worte  aQpoviag  7taQi%srai  ...  tijv 
piv  Xcqv  ladiug,  ixaxov  xoaavTaxig,  zu  denen  als  Subject  die  Zahl  36  zu 
denken  ist,  dasselbe,  was  wir  a*100*  schreiben  würden,  wobei  a  die 
vorher  berechnete  Zahl  (36)  bezeichnet,  oder  mit  anderen  Worten,  Pia- 
ton hat  sich  die  Zahlen  36  36  100  100  neben  einander  geschrieben 
gedacht  und  aus  diesen  als  Factoren  das  Product  gebildet. 


8)  Vergl.  H.Martin,  Le  nombre nuptial  (oben  Anm.  3),  S. 281;  Bretschnti- 
der,  Die  Geometrie  und  die  Geometer  vor  Euklide«,  S.  80;  Cantor,  Vorlesungen 
über  Geschichte  der  Mathematik,  I  S.  158  vergl.  mit  S.  136. 
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Dass  nun  ein  Product,  und  insbesondere  ein  Quadrat,  als  aipovfc, 
bezeichnet  wird,  darf  nisht  auffallen.  Die  Quadratzahl  wird,  wie  Pia- 
ton yon  vornherein  ausspricht,  aufgefasst  unter  dem  Gesichtspunkte  des 
gegenseitigen  Verhältnisses  der  Seiten.  Diese  Seiten  stehen,  wie  die 
späteren  Mathematiker  sagen,  in  dem  kdyog  loov  nqog  laov  oder  löoxtixog 
XoyoQi  wofür  Piaton  in  diesem  besondern  Falle  die  Formel  aQpovia  feij 
launig  ixaxov  xoöavxdxig  hat,  d.  i.  die  Seiten  der  aus  der  Grundzahl  36  ent- 
wickelten grösseren  Quadratzahl  sind  jede  =  3600  und  verhalten  ßich  wie 
1 : 1.  Weiter  ist  zu  beachten ,  dass  auch  der  eigentlichen  Bedeutung  von 
apfiov/a,  seil.  yECD^BTQixrj y  von  Piaton  selbst  Rechnung  getragen  wird. 
Denn  das  ebenbezeichnete  Quadrat  wird  gleichgesetzt  einem  Rectangel. 
Nennen  wir  nun  die  Seite  des  Quadrates  a,  die  Basis  und  Höhe  des 
Rectangels  b  und  c,  so  erhalten  wir,  genau  im  Sinne  Pia  ton 's,  die 
Gleichung  a8  =  6c,  und  mithin  die  geometrische  Harmonie  a:b  =  c:a 
(oder  a:c=*b:d). 

8ind  wir  aber  einmal  so  weit  gekommen,  so  ist  auch  der  Schluß« 
der  Stelle,  welcher  ersichtlich  die  grössten  Schwierigkeiten  enthält,  der 
Deutung  zugänglich.  Vorbehalten  müssen  wir  uns  einstweilen  noch  die 
Erklärung,  vielleicht  auch  Verbesserung  der  Worte  faopijxi?  ftlv  ry  %qo- 
fiifxi;  Si9  aus  denen  wir,  wie  schon  bemerkt,  zunächst  nur  das  Eine  ent- 
nehmen ,  dass  im  Folgenden  eine  der  vorhergehenden  Zahl  gleiche  Recht- 
eckszahl gemeint  sein  müsse,  dargestellt  als  Verhältniss ,  beziehungsweise 
als  Product  der  Seiten. 

Diese  dqpovla  ngofirjxrig  muss  also  aus  zwei  einander  ungleichen 
Factoren  bestehen9).  Im  Texte  sind  diese  Factoren  bezeichnet  durch 
die  Worte:  Ixardv  pkv  aoid'jLtmv  chto  jiap&pmv  farmv  nSfiitadog%  itofiivav 
ivog  ixdorcDVy  aQQrjxmv  dl  SvbIv^  ixccxov  8h  xvßmv  xgtdöog. 

Beginnen  wir  mit  dem  Letzten,  weil  es  das  Deutlichste  ist.  Hun- 
dert Würfel  der  xQidg  bezeichnen  doch  wohl  nichts  Anderes,  als  die  Zahl 
100. 38.  So  verstehen  es  die  meisten  Erklärer.  Anderer  Meinung  ist 
Herr  Dupuis,  und  zwar  sind  seine  Argumente  so  beachtlich,  dass  wir 
sie  nicht  übergehen  dürfen.  TQidg,  so  sagt  er,  ist  hier  nicht  die  Zahl  3, 
sondern  eine  Gruppe  von  drei  Zahlen.  Zunächst  ist  dagegen  einzuwen- 
den, dass  an  der  vorliegenden  Stelle  zweimal  nspnig  für  die  Zahl  5 
gesetzt  ist,  also  wohl  auch  xgidg  die  entsprechende  Bedeutung  haben 
muss.  Will  man  aber  doch  annehmen,  Piaton  habe  in  einem  und  dem- 
selben Satze  xQtdg  in  anderem  Sinne  gebraucht,  als  die  mit  gleicher 
Ableitungssilbe  gebildete  Form  nsfindg,  so  ist  der  Beleg  für  xQiig  in  dem 

9)  Eb  ist  hier  der  Ort,  auf  den  Unterschied  von  dQpovla  hsQOfLTJKrjg  und  tiqo- 
(ifjnrjg  hinzuweisen,  welchen  Tannery  8.  180 flg.  (vergl.  oben  Anm.  3)  annimmt 
Nach  meiner  Erklärung  der  geometrischen  Zahl  reducirt  sich  die  dg^ovia  ngofnjwj£ 
derselben  auf  das  Verhältniss  7:27  =  1:^,  entspricht  also  der  von  Tannery  auf- 
gestellten Voraussetzung. 
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Sinne  von  „Gruppe  dreier  Zahlen  oder  dreier  Elemente"  hei  Pappos 
VII  p.  646  (vergl.  anch  vol.  III  p.  1257)  zu  finden.  Nnn  deutet  Herr 
Dupuis  die  Formel  nvßog  tqhxöoq  als  Snmme  der  Knben  einer  Drei  zahl, 
nämlich  38+48+58,  welche  Snmme  gleich  68  =  216  ist.  Pia  ton  habe 
also  damit  diese  merkwürdige  Gleichung  bezeichnet,  welche,  gemäss  der 
natürlichen  Zahlenreibe,  im  Gebiete  der  Knben  das  Analogon  darstellt 
zur  Gleichung  des  Pythagoräischen  Dreiecks  32  +  42=  5*.  Auch  liess  sich 
noch  ein  anderes  Argument  für  diese  bestechende  Combination  anführen. 
Wenn  man  nämlich",  wie  Pia  ton  vorschreibt,  die  gefundene  Zahl  mit 
100  multiplicirt  und  ferner,  wie  Herr  Dupuis  meint,  dieses  Prodnct  für 
die  gesuchte  geometrische  Zahl  hält  und  endlich,  wie  ich  als  Hypothese 
hinzufüge,  21600  Tage  ansetzt,  so  Hesse  dieser  Betrag,  welcher  in  ab- 
gerundeter Zahl  gleich  60  Jahren  ist  (unten  Anm.  18) ,  vielleicht  sich 
ansehen  als  das  Maximum,  und  seine  Hälfte  als  das  Minimum  des 
Alters  der  zu  Verheirathenden ,  insofern  man  die  Jahre  des  männlichen 
und  des  weiblichen  Theiles  summirte.  Anfangend  also  von  dem  Mini- 
mum von  etwa  18  Jahren  für  den  Jüngling  und  12  Jahren  für  die 
Jungfrau10),  konnte  man  sich  denken  einen  Zeitraum  bis  zu  der  Gruppe 
0  +  6  =  60  (z.B.  35  +  25),  innerhalb  welcher  Altersstufen  die  Heirathen 
passend  geschlossen  werden.  Ja,  man  konnte  weiter  combiniren,  dass 
innerhalb  dieser  Grenzen  in  jedem  einzelnen  Falle  wiederum  diejenigen 
Tage  für  die  Vermählung  ausgewählt  werden  sollten,  an  welchen  das 
Alter  von  Jüngling  und  Jungfrau  in  einer  Summe  von  Tagen  sich  be- 
zifferte, welche  keine  anderen  Factoren,  als  die  der  Zahl  21600,  also 
nur  Vielfache  von  2,  3  und  5  enthielt. 

Allein  allen  diesen  Vermuthungen  steht  zunächst  der  bereits  oben 
(8.  44)  erhobene  Einwand  entgegen,  dass  die  Zahl  68.10*  durchaus  nicht 
allen  von  Pia  ton  angedeuteten  Bestimmungen  entspricht,  besonders  auch, 
dass  sie  keine  Quadratzahl  ist.  Hierzu  kommt  ein  gewichtiges  Bedenken 
gegen  die  von  Herrn  Dupuis  vorgeschlagene  Deutung  von  xvßog  tQtctöog. 
Denn  etwas  Anderes  ist  es,  %Quig  als  Gruppe  von  drei  Zahlen  au  fassen, 
was,  wie  gesagt,  der  Sprachgebrauch  gestattet;  etwas  Anderes  wieder,  zu 
sagen:  der  xvßog  roicrdog  sei  die  Summe  der  Kuben  der  Zahlen  3, 
4  und  5.  Das  ist  nach  dem  Sprachgebrauche  griechischer  Mathematiker, 
soweit  er  bis  jetzt  bekannt  ist,  wohl  nicht  zulässig. 

Es  möge  also  dabei  sein  Bewenden  haben,  dass  der  xvßog  xQuidog, 
wie  der  schlichte  Wortlaut  besagt,  als  3S  gedeutet  werde.  Das  Hundert- 
fache hiervon  (Ixorov  nvßoi  xQictöog)  stellt  einen  Factor  oder,   sagen  wir 


10)  Dieses  durch  Zahlencombination  gesetzte  Minimum  würde  wohl  zu  unter- 
scheiden Bein  von  dem  üblichen  Alter  der  Verheiratheten,  gerade  wie  das  Mini- 
mum der  216  Tage  für  die  lebensfähige  Entwickelung  des  Fötus  (unten  S.  64) 
merklich  abweicht  von  der  ^tatsächlichen  und  gewöhnlichen  Zeit  zwischen  Em- 
pf&ngniss  und  Geburt. 
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vorsichtiger,  ein  Element  der  Recbteckszahl  dar,  welche  wir  suchen.  Eis 
anderes  Element  ist  zu  Anfang  der  zuletzt  citirten  Stelle  deutlich  genvg 
bezeichnet,  so  verschlungen  und  dunkel  auch  der  Wortlaut  erscheinen 
mag.  „Hundert  Zahlen  von  den  rationalen  Diametern  der  Fünf,  jeder 
weniger  eins**  sind  aufzubauen  aus  dem  Quadrat,  dessen  Seite  fünf 
Längeneinheiten  hat*  Die  Diagonale  dieses  Quadrats  (das  bedeutet  öid- 
peroog)  ist  =  j/50,  d.  i.  die  Seite  eines  Quadrats  von  50  Flächeneinheiten. 
Bildet  man  aber  statt  des  Quadrats  von  50  ein  solches  von  50 — 1  Flä- 
cheneinheiten, so  ist  die  Seite  dieses  letzteren  Quadrats  =7,  also  ratio- 
nal, und  zugleich  um  ein  Unmerkliches  kleiner,  als  die  Diagonale  des 
Quadrats  über  fünf11).   ' 

Wir  haben  also  einerseits  die  Zahl  700,  andererseits  2700  als  die 
Elemente  ermittelt,  aus  denen  die  gesuchte  Zahl  gebildet  werden  soll. 
Zwischen  700  und  2700  steht  im  Text  noch  ctQQrjrcov  öi  övtfv,  welche 
Worte  sicherlich  von  ano  abhängen.  Also  ausser  700  und  2700  sind  noch 
zwei  irrationale  Zahlen  massgebend  für  den  gesuchten  Wertb.  Sind  diese 
beiden  unbekannten  Zahlen,  die  wir  x  und  y  nennen  wollen,  auch  Fac- 
toren, oder  soll  etwa  die  eine  zu  700,  die  andere  zu  2700  als  Summand 
hinzutreten?  An  sich  wäre  ja  der  letztere  Fall  nicht  unwahrscheinlich; 
allein  dann  würde  (700  +x)  (2700  +y),  d.  i.  die  gesuchte  Oesammtzahl 
irrational  sein,  was  der  Voraussetzung  Platon's  offenbar  widerspricht. 
Es  bleibt  also  nur  übrig,  dass  die  irrationalen  x  und  y  nur  als  Factoren, 
und  zwar  als  solche,  welche  eine  Rationalzahl  ergeben,  anzusehen  sind. 

Wir  kehren  nun  zum  Ueberblicke  über  die  ganze  Stelle  zurück.  Aus 
36  heraus  war  die  Quadratzahl  3600*  gebildet  worden.  Diese  selbige 
Zahl  sollte  anderweit  angesehen  werden  als  Recbteckszahl,  mithin  in 
zwei  ungleiche  Factoren  zerlegt  werden.  Ermittelt  haben  wir  bisher  die 
Factoren  700  und  2700  und  dazwischen  die  irrationalen  x  und  y,  welche 
letztere  multiplicirt  eine  Rationalzahl  ergeben  sollen.     Nach  den  Regeln 


11)  Vergl.  H.  Martin,  Le  nonibre  nuptial  (oben  Anm.  3),  p.  275,  281  flg.; 
Rot  hl  auf,  Die  Mathematik  zu  Platon's  Zeiten,  S.  30;  Cantor,  Vorlesungen  I, 
S.  191.  Nach  der  Anschauung  der  Alten  ißt  erforderlich,  dass  alle  Darstellungen 
der  Art,  wie  die  oben  angegebene,  auch  leicht  conBtruirbar  seien.  Errichten  wir 
(Fig.  18)  über  der  Geraden  AB  =  5  Längeneinheiten  sowohl  das  rechtwinklige 
Dreieck  ABC  mit  der  Kathete  CB  =  AB,  als  auch  den  Halbkreis  ADB,  und 
ziehen  von  D,  dem  Schnittpunkte  des  Halbkreises  und  der  Geraden  -4.(7,  die  Ge- 
rade DJB,  so  ist  AD  +  DB  =  AC,  d.  i.  gleich  der  Diagonale  des  Quadrats  über 
5  =  K&<>-  Tragt  man  ferner  von  A  auB  in  den  Halbkreis  die  Sehne  AE—^AB 
ein  und  zieht  EB,  so  ißt  nach  dem  Pvthagoräischen  Lehrsatze  A2£+2£2?  =  7. 
Verlängert  man  endlich  AE  und  macht  EF=EB,  so  ißt  AF  die  Seite  des  Qua- 
drats, welches  um  eine  Flächeneinheit  kleiner  ist,  als  das  Quadrat  über  AC.  Dass 
5  und  7  diejenigen  Zahlen  sind,  aus  welchen  unter  den  obigen  Voraussetzungen 
der  kleinste  Werth  der  Differenz  AC-AF,  der  möglich  ist,  sich  ableitet,  wird 
von  Martin  p.  276,  282  nachgewiesen. 
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elementarster  Arithmetik  ist  nun  a?t/  =  l£.  Also  ist  wohl  #  =  y,  mithin 
==  j/±l  zu  setzen ,  und  die  Gesammtzahl  3600*  ist  zerlegt  in  die  anglei- 
chen Factoren  700/31  nnd  2700  j/±f. 

Das  wäre  also  das  theilweise  anf  „unsagbaren"  Zahlen  beruhende 
Rechteck,  welches  dem  Quadrat  3600*  gleich  ist.  Zunächst  sind  diese 
Zahlen  noch  vom  geometrischen  Standpunkte  aus,  und  zwar  nach  der 
Weise  der  alten  Mathematik  zu  betrachten.  Ein  Prodnct  aus  irgend- 
welchen zwei  Factoren  ist,  sowie  es  als  Product  gesprochen  oder  ge- 
schrieben wird,  anzusehen  als  ein  Rechteck.  Natürlich  aber  entging  es 
den  Pythagoräern  nicht,  dass  dieselbe  Zabl,  welche  eben  als  Product 
oder  Rechteck  ausgesprochen  war,  auch  als  Längenzahl  gelten  könne. 
4  bezeichnet  sowohl  das  Quadrat  über  2,  als  die  Längenzahl,  welche  die 
eine  Kathete  des  Pythagoräischen  Dreiecks  bildet.  Aber  will  ich  die 
letztere  Zahl  bezeichnen ,  so  muss  ich  stets  4  und  darf  niemals  2*  sagen. 
Wenn  also  Pia  ton  an  unserer  Stelle,  ohne  Zweifel  nach  Pythagoräiscber 
Lehre,  die  eine  Seite  seines  Rechtecks  bezeichnen  raueste  mit  einer  For- 
mel, die  wir  kurz  als  700j/i2  darstellen,  und  entsprechend  die  andere 
Seite  mit  der  Formel  2700  j/±5,  so  war  dies  ein  aQQrjtov9  d.  i.  etwas 
Unaussprechbares,  weil  weder  die  eine,  noch  die  andere  Seite  als  Längen- 
zahl sich  ausdrücken  Hess18). 

Hiermit  sind  wir  also  eingetreten  in  das  Gebiet  des  Geheimniss- 
vollen ,  aber  wir  brauchen  nicht  zu  fürchten ,  in  einem  Labyrinth  uns  zu 
verlieren.  Halten  wir  doch  den  sichern  Faden  bereits  in  unserer  Hand, 
dem  wir  nur  zu  folgen  brauchen,  um  zu  erkennen,  dass  Alles,  was  die 
Pythagoräer  noch  weiter  nach  dieser  Richtung  hin  aufbauten ,  nicht  mehr 
Wissenschaft,  sondern  nur  Deutelei  und  Geheimnisskrämerei  war. 

Wir  haben  bisher  unterlassen ,  die  nun  ermittelte  Gesammtzahl  3600* 
auf  ihre  einfachsten  Factoren  zurückzuführen.  Es  sind  28.34.54;  diese 
aber  haben  wir  noch  etwas  anders  zu  gruppiren,  nämlich  34.44.54.  Es 
war  also  zunächst  ein  Gedankengang  fortgesetzt,  zu  welchem  das  Pytba- 
goräische  Dreieck  den  Anlass  gab.  Gehen  wir  aus  von  den  Zahlen  3  4 
5,  so  können  wir  geometrisch  darstellen  nicht  nur  die  Summe  der  ein- 
fachen Zahlen,  sondern  auch  die  Summe  der  Quadrate  von  3  und  4,  d.  i. 
5*.  Weiter  hatte  sich  gefunden,  dass  auch  die  Summe  der  Kuben  von 
3,  4  und  5  eine  darstellbare  geometrische  Grösse,  nämlich  der  Kubus  von  6 
ist.  Sollten  vielleicht  auch  die  Biquadrate  von  3,  4  und  5  in  ihrer  Summe, 
oder  etwa  in  einer  Differenz,  eine  andere  biquadratische  Zahl  ergeben? 
Es  war  durch  Probiren  leicht  zu  finden,   dass  dies  nicht  der  Fall  sei13). 

12)  Vergl.  Cantor,  Vorlesungen  I,  S.  231. 

IS)  Die  einzige  vielleicht  in  Betracht  zu  ziehende  Combination  44  +  64  —  84 
=  26.6*  ist  an  geometrischer  Evidenz  nicht  zu  vergleichen  mit  der  Formel  38  +  4s 
+  58  =  6» 
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Also  trat  man  mit  der  Zahl  3600'  in  ein  höheres  Gebiet  ein,  in  welches 
das  Geheimnissvolle,  wenn  man  es  einmal  suchte,  leichter  au  ver- 
legen, in  welchem  es  anch  leichter  zu  verhüllen  war,  als  in  einer 
mindern  Potenzin) Dg  der  Zahlen  3  4  5.  Für  den  Unbefangenen  jedoch 
liegt  das  Geheimniss  anch  heute  noch  offen  da.  Potenzen  der  ersten  drei 
Primzahlen  sind  mit  einander  mnltiplicirt  zu  der  grossen  „geometri- 
schen Zahl".  Aber  es  schien  erwünscht,  auch  7  als  Factor  in  die  grosse 
Zahl  aufzunehmen.  Denn  zunächst  war  7  die  vierte  und  letzte  Primzahl 
der  ersten  Dekade ;  auch  stellte  diese  Zahl  die  Summe  der  Katheten  des 
Pytbagoräiscben  Dreiecks  dar,  und  wenn  man  die  Hypotenuse  desselben 
Dreiecks  zur  Seite  eines  gleichseitigen  rechtwinkligen  Dreiecks  machte, 
so  war  der  Werth  der  Hypotenuse  fast  genau  gleich  7  (oben  Anm.  11). 
Ferner  zählte  der  Kosmos  7  Planeten,  und  noch  in  manchen  anderen 
Beziehungen  erschien  7  als  bedeutungsvolle  und  heilige  Zahl14).  Nun 
brauchen  wir  AI  nur  als  Näherun gs werth  von  7,  und  zwar  in  der  cha- 
rakteristischen  Formel  7—  fy  aufzufassen,  um  die  vorher  entwickelte 
Platonische  Rechteckszahl  zu   verstehen.     Die  eine  Seite  des  Rechtecks 


ist  =100.7/7-|,  die  andere  =100.3s^7-^lft).  8owohl  der  Nähe- 
run gs  werth  f/l,  als  der  genaue  Werth  j/7— -f  sind  irrational  oder  nach 
Pythagoräischer  Bezeichnung  „  unaussprechbar ". 

Nun  waren  die  noth wendigen  Elemente  für  genealogische  Combi  oa- 
tionen,  ähnlich  wie  auf  dem  nahe  verwandten  Gebiete  der  Astrologie,  in 
schönster  Fülle  und  Mannichfaltigkeit  vorhanden.  Zu  der  Zählung  der 
Tage  nach  Potenzen  von  2,  3  und  5  trat  die  heilige  Zahl  7  und  über- 
dies noch  die  der  Wurzel  aus  7  nahestehende  unaussprechliche  Zahl. 
Summirte  man  die  vier  ersten  ungeraden  Zahlen  (bis  7)  und  zählte  dazu 
die  ersten  vier  geraden  (bis  8),  so  hatte  man  in  der  Summe  36  die 
gepriesene  Vierzahl,  moaxwc,  aus  welcher  dann  Piaton  durch  weitere 
Zahlenspeculation  die  Zahl  40  entwickelte,  mithin  10  als  Factor  einfügte16). 

14)  Vergl.  Theo  Smyrn.  ed.  Hiller,  p.  108  flg.;  Cemorin.  de  die  ncti.  14;  Ide- 
ler, Handbuch  der  Chronologie  I,  3.  87flgg.;  Martin  a.  a.  O.  p.  275;  A.  Zeising 
in  der  Deutschen  VierteljahrBschrift  1868,  IV,  S.  271flgg.;  Tannery,  p.  176;  Du- 
puis,  p.  44flg  ;  Cantor,  Vorlesungen  I,  8.  78,  82.  

15)  Es  ist  hier  noch  der  Nachweis  zu  geben,  dass  Vl--\  mit  den  Mitteln 
Pythagoräischer  Geometrie  darstellbar  war.  Von  dem  oben  in  Anm.  11  entwickel- 
ten Quadrat  über  AF  wurde  daß  Siebentel -Rechteck  =Z  abgeschnitten,  ferner 
das  Quadrat  \Z  gebildet  und  von  diesem  wieder  das  Siebentel -Rechteck  =.g  ab 
geschnitten.  Jede«  der  Rechtecke  Z  und  i  konnte  nach  dem  Pythagoreischen  Satsse 
in  ein  gleichgrosses  Quadrat  verwandelt  werden.  Construirte  man  nnn  die  Seite 
des  dem  Rechteck  z  gleichen  Quadrats  als  Hypotenuse,  und  die  Seite  des  kleine- 
ren Quadrates  ah  Kathete  eines  rechtwinkligen  Dreiecks,  so  stellte  die  andere 
Kathete  den  Werth  Yl-\  dar. 

16)  Die  Genesis  der  Pythagoreischen  Tetraktys  giebt  Plutarch  hsqI  tijs  h 
Tiualco  ipvxoyoviag  cap.  80;  die  Platonische  Vierzahl,  welche  die  vollkommenere  sei, 


Die  geometrische  Zahl  in  Platon's  VIII.  Boche  vom  Staate.        61 

Weiter  Hessen  eich  ans  diesen  Elementen  unendlich  viele  geheimniss- 
volle  Formeln  aufstellen,  nach  denen  die  Zeiten  und  Tage  als  günstig 
oder  ungünstig  für  die  Geburt  oder,  worauf  Pia  ton  den  Nachdruck  legt, 
für  die  Paarung  bereohnet  wurden.  Alle  aber  im  Einzelnen  berechneten 
Zahlen  mussten  sich  einfügen  in  den  einen  Rahmen  der  grossen  geome- 
trischen Zahl  36009.  Damit  ist  schliesslich  auch  vom  genealogischen 
Standpunkte  aus  diese  Zahl  gerechtfertigt.  Denn  anfänglich  konnte  sie 
wegen  ihrer  Grösse  Bedenken  erregen,  weil  die  Paarungszeiten  doch  nach 
Tagen  berechnet  werden ,  eine  Paarungszeit  von  3600*  Tagen  aber  über 
alle  menschliche  Zeitrechnung,  geschweige  denn  über  ein  einzelnes  Men- 
schenleben hinausgeht.  Nach  unserer  Auffassung  nun  bilden  die  36008 
Tage,  d.  i.  nach  runder  Schätzung  36000  Jahre  die  grosse  Periode, 
welche  Pia  ton  mit  ebendiesem  .Worte  bezeichnet. 

In  dieser  Periodenzahl  müssen  alle  Lebensabschnitte  der  Einzelwesen 
enthalten  sein,  und  der  Lebenslauf  des  Neugeborenen  wird  ein  glück- 
licher und  erspriesslicher  sein,  wenn  die  Vereinigung  der  Eltern  zu  einer 
Zeit  stattgefunden  hat,  welche  von  den  Eingeweihten  aus  den  Elementen 
der  grossen,  Alles  umfassenden  Zahl  berechnet  worden  ist. 

Zunächst  haben  wir  nun  diese  Gesammtzahl  noch  in  einer  andern 
Beziehung  zu  betrachten.  Wir  bezeichneten  sie  nach  der  Anweisung 
Platon's  mit  3600*,  und  indem  wir  sie  ausserdem  in  ihre  Elemente  auf- 
lösten ,  fanden  wir  ihren  Ursprung  im  Pytbagoräischen  Dreieck.  Sie  giebt 
sich  aber  endlich  auch  als  reine  Sexagesimalzahl  zu  erkennen.  Dies  ist 
kein  Zufall,  denn  die  Zahlen  3  4  5  ergeben,  mit  einander  multiplicirt, 
60,  und  die  Platonische  Zahl  ist  =  604.  Es  kann  hier  nicht  der  Ort 
sein,  die  Berührung  dieser  Zahl  mit  dem  babylonischen  Sexagesimal- 
system  zu  verfolgen17);  wir  begnügen  uns  daher  mit  dem  Hinweis,  dass 
behufs  Bildung  grosser  Zeitperioden  die  sexagesimale  Rechnung  sehr  nahe 
lag,  da  das  Jahr  in  runder  Zahl  360  Tage  enthält18). 

In  der  That  finden  wir,  wie  mir  scheint,  eine  solche  grosse  Sexa- 
gesimalzahl von  Tagen   von   einem  andern  Schriftsteller  des  Alterthums 


entwickelt  derselbe  cap.  11  und  14.  Vergl.  Gantor,  Vorles.  I,  S.  86  (doch  iiit  an 
der  dort  ebenfalls  angeführten  Stelle  de  leide  et  Osiride  cap.  75  keine  Beziehung 
zur  t$t(fct*Tvg  zu  finden). 

17)  Vergl.  Brandis,  Das  Münz-,  Maas«-  und  Gewichtswesen  in  Vorderasien, 
S.  7flgg.,  insbesondere  über  die  8600 jährige  Periode  des  Berossos  derselben  S.  11, 
15,  über  die  Schaltperioden  von  60,  600  und  8600  Jahren  S.  11  flg.,  ferner  Martin, 
Le  nombre  nuptial  (oben  Änm.  8),  p.  286  flg.  Auch  die  Perioden  des  Orpheus  und 
Cassander  bei  Censorin,  De  die  not.  18,  11  gehören  hierher.  Nach  Plutarch 
*$qI  "Ictdog  xai  'Otf/ptfto?  cap.  75  ist  die  Zahl  60  t&v  phQmv  nganov  votg  neqi  xa 
ovQavta  ?TQctynatsvO(iiiroig. 

18)  Dieses  ideelle,  sexagesimale  Jahr  von  6*.  10  oder  6.60  Tagen  erscheint 
vielfach  neben  dem  wirklichen  Jahre  von  nahezu  865f  Tagen.  Vergl.  Martin 
p.  278,  284  flg.,  Tanner y  p.  179  mit  Anm.  1. 
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bezeugt.  In  seinem  dialogus  de  oratoribus  kommt  Tacitus,  indem  er 
Cicero  im  Hortensius  als  Gewährsmann  anführt,  auf  das  „ grosse  und 
wahre  Jahr"  zu  sprechen,  im  Laufe  dessen  dieselbe  Stellung  des  Him- 
mels und  der  Gestirne  wiederkehre.  Dem  Wortlaute  nach  scheint  damit 
die  grosse  Periode  bezeichnet  zu  sein,  in  welcher  die  Pole  des  Aeqna- 
tors  einen  Umlauf  um  die  Pole  der  Ekliptik  vollenden.  Dieser  Zeitraum, 
welchen  einige  Chronologen  das  Platonische  Jahr  genannt  haben,  ist  von 
neueren  Astronomen  annähernd  auf  25800  Jahre  bestimmt  worden19). 
Die  Handschriften  des  Tacitus  schwanken  zwischen  12754  und  12854 
Jahren,  wozu  als  Deberlieferuug  des  Grammatikers  Servius,  welche 
ebenfalls  auf  Cicero' s  Horten  eins  zurückgeht,  die  Zahl  12954  kommt90). 
Alle  diese  Beträge  stellen  sehr  nahe  die  Hälfte  des  sogenannten  Plato- 
nischen Jahres  dar,  was  schwerlich  als  «ein  Zufall  betrachtet  werden  kann. 
Aber  noch  eine  andere  Spur  haben  wir  zu  verfolgen.  Ebendieselben 
Beträge  kommen  auch  dem  tausendsten  Theile  der  geometrischen  Zahl 
Platon's  =12960  (oben  S.  45)  so  nahe,  dass  die  Frage  nach  einem  inner- 
lichen Zusammenbange  von  selbst  sich  aufdrängt.  Nennen  wir  nun  die 
aus  Cicero1«  Hortensius  zweifelhaft  überlieferte  Zahl  vorläufig  x,  so 
werden  wir  versuchsweise  sagen  können:  Wie  die  geometrische  Zahl 
Platon's  das  Tausendfache  von  12960  beträgt,  so  stellen  die  x  Jahre 
der  Ciceronischen  Zahl  eine  Periode  von  (360  +  a)x  Tagen  dar,  wobei« 
das  Plus  von  Tagen  und  Theilen  des  Tages  bezeichnet,  welches  hinzu- 
kommen muss ,  um  das  tropische  Jahr  genau  zu  erfüllen.  Dann  wird  die 
Lösung  wahrscheinlich  360.12960  =  64.60*  =  28.36.5*  sein,  d.  h.  die 
Ciceronische  Zahl  ist  reducirt  aus  einer  grossen  sexagesimalen  Zahl  von 
Tagen.     Der  Betrag  a  war  den  Alten  in  der  Annäherung  5£  allgemein 


19)  VergL  J.  J.  v.  Littrow,  Die  Wunder  des  Himmels,  6.  Anfl.,  S.  260  flg., 
der  zugleich  nachweist,  dass  die  Grösse  der  Präcession  veränderlich  und  überdies 
auch  noch  nicht  mit  der  Genauigkeit  bekannt  ist,  um  die  volle  Periode  mit  Sieber 
heit  bestimmen  zu  können.  Nach  Lagrange  unterscheidet  derselbe  in  Geh ler 's 
Physikalischem  Wörterbuch  Bd.  IX,  2  S.  2182  flg.  seit  dem  Maximum  der  Schiefe 
der  Ekliptik  im  Jahre  29400  v.  Chr.  zunächst  eine  15000jährige  Periode  der  Ab- 
nahme bis  zum  Minimum  im  Jahre  14400  v.  Chr.,  von  da  an  wieder  eine  Zunahme 
während  eines  Zeitraumes  von  12400  Jahren,  eine  Abnahme  während  8600  Jahren 
(bis  zum  Jahre  6600  n.  Chr.),  endlich  wieder  eine  Zunahme  auf  einen  Zeitraum  von 
12700  Jahren.  Diese  Einzeldata,  deren  Nachweis  ich  meinem  Collegen  Dr.  Am- 
thor  verdanke,  waren  freilich  den  Alten  nicht  einmal  annähernd  bekannt,  wohl 
aber  konnte,  trotz  der  unvollkommenen  Beobachtungen,  ein  charakteristischer  Ab- 
schnitt der  Periode,  nämlich  die  Abnahme  der  Schiefe  der  Ekliptik  seit  2000  vor 
Chr.,  geahnt  und  so  die  Ciceronißche  Zahl  aufgestellt  werden.  P to lern äos  schätzte 
die  Präcession  der  Tag-  und  Nachtgleichen  für  100  Jahre  gleich  1  Grad,  woraus 
sich  eine  Periode  von  36000  Jahren  ergiebt.  Vergl.  Ideler,  Handbuch  der  Chro- 
nologie I,  8.  27,  192. 

20)  Tacit.,  Dial.  de  orat.  16  (p.  25  der  Außgabe  von  Ad.  Michaelis),  H.  üse- 
ner  im  Rhein.  Museum  XX VIII,  1873,  S.  894flgg. 
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bekannt81),  und  es  wird  darnach  vielleicht  auch  das  x  des  obigen  Ansatzes 
sich  finden  lassen.  Unter  den  verschiedenen  bereits  angeführten  band- 
schriftlichen Lesarten  bietet  den  relativ  wahrscheinlichsten  Zahlen  wer  th 
der  Codex  Vaticanus,  der  von  den  Herausgebern  des  Tacitus  mit  A  be- 
zeichnet wird.  Denn  360.12960  —  4665600,  dividirt  durch  12754,  er- 
giebt  nahezu  365^  Tag  für  das  Jahr.  Entweder  rührt  nun  diese  hand- 
schriftliche Lesart  wirklich  aus  Cicero' s  Schrift  her,  und  dann  hat  der 
Gewährsmann  Cicero's  die  Jahresdauer  etwas  höher  gesetzt,  als  sie  in 
Wirklichkeit  ist,  oder  selbst  die  von  der  besten  Handschrift  gebotene 
Lesart  leidet  an  einem  geringen  Verderbnis»  und  die  richtige  Lesart 
stimmt  mit  der  wirklichen  Jahresdauer  besser  überein. 

Verfolgt  man  rechnungsmässig  die  letztere  Alternative ,  so  findet  sich 
leicht,  dass  eine  Zahl  von  12774  Jahren  denjenigen  Werth  von  a  ergeben 
würde,  der  der  Wirklichkeit  am  nächsten  kommt,  nämlich  5  Tage  5  Stun- 
den 48  Minuten  und  nahezu  20  Secunden;  dies  zu  360  Tagen  hinzu- 
gezählt, würde  einen  erstaunlich  genäherten  Werth  des  tropischen  Jahres 
ergeben88),  und  es  ist  gerade  aus  diesem  Grunde,  mit  Rücksicht  auf  die 
mangelhaften  Beobachtungen  der  Alten ,  auf  diese  Hypothese  kein  allzu- 
grosses  Gewicht  zu  legen.  Doch  durfte  sie  wenigstens  ausgesprochen 
werden,  weil  die  vorgeschlagene  Vergleichung  von  Jahresperioden  und 
sexagesimal  gruppirten  Zahlen  weiterer  Erwägung  werth  zu  sein  scheint. 

Mag  nun  Cicero  sein  „grosses  und  wahres  Jahr(<  zu  12774  oder 
12754  oder  zu  einer  andern  handschriftlich  überlieferten  Zahl  von  tropi- 
schen Jahren  bestimmt  haben,  immer  bleibt  der  Vergleich  mit  einer 
Periode  von  360.12960  Tagen  wahrscheinlich  und  wir  sind  demnach 
wohl  berechtigt,  zu  sagen,  dass  das  Ciceronische  grosse  Jahr  zur  geo- 
metrischen Zahl  Platon's  sich  wie  9: 25  =  3*:  5*  verhält. 

Zu  der  letzteren  kehren  wir  nun  zurück  und  suchen,  anknüpfend 
an  die  frühere  Darstellung  (S.  50),  einige  der  kürzeren  Zeitperioden 
herauszufinden,  welche  bedeutungsvoll  für  das  Einzelwesen  sein  mögen. 
Bereits  früher  wurde  die  Zahl  216  als  diejenige  ermittelt,  welche  sämmt- 
liche  Glieder  der  beiden  aufgestellten  geometrischen  Reihen  als  Factoren 


21)  Ideler,  Handbuch  der  Chronologie  I,  S.  261,  273  und  öfters  im  Folgenden; 
Brandes  in  Gehler's  Physik.  Wörterbuch  V,  S.  667flgg.;  R.  Wolf,  Geschichte 
der  Astronomie  S.  159;  Heiberg  in  seiner  Ausgabe  des  Archünedes,  vol.  II  p.  468. 

22)  Nach  Littrow  in  Gebler's  Physik.  Wörterb.  IX,  2  S.  2160  flg.,  betragt 
das  tropische  Jahr  gegenwärtig  365  Tage  5  St.  48  Min.  50,83  See;  die  Bestim- 
mungen anderer  Astronomen  (vergl.  Brandes  ebenda  V,  S.  664 flg.)  schwanken 
—  ceteris  paribus  —  zwischen  48  und  51,89  See.  Zu  Hi'pparch's  Zeit  hat  die 
Jahreslänge  nach  Littrow  (a.  a.  O.  S.  2161)  14  See.  weniger  als  gegenwärtig  be- 
tragen. Aus  zwei  Beobachtungen  Hipparch's  und  Cassini'«  berechnet  L.  Ide- 
ler,  Handbuch  der  Chronologie  I,  S.  34,  für  den  Zeitraum  von  146  v.  Chr.  bis  1736 
n.  Chr.  ein  mittleres  Jahr  von  365  Tagen  6  St  49  Min.  34  See.  Es  würde  also  die 
oben  berechnete  Jahreslänge  einen  verhältnissmässig  sehr  genauen  Betrag  darstellen. 
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enthalt  Diese  Zahl  von  Tagen,  gleich  7  Monaten  und  6  Tagen,  gilt 
als  Minimum  für  die  Entwickelung  eines  lebensfähigen  Fötus88)»  Das 
volle  menschliche  Leben  bemisst  sich  nach  Piaton84)  auf  81  Jahre.  Hier 
haben  wir,  wie  Pia  ton  selbst  bemerkt  hat,  die  Quadratsabi  von  9,  oder 
34,  also  ersichtlich  ein  Element  der  grossen  geometrischen  Zahl.  Setzen 
wir  die  81  Jahre  zu  Tagen  um,  wobei  es  unbedenklich  erscheint,  das 
Jahr  rund  zu  360  Tagen  zu  rechnen  (oben  Anm.  18),  da  ja  nur  approxi- 
mativ ein  Grenzpunkt  bezeichnet  wird,  so  lautet  die  Zahl  28.36.5=  29160 
und  verhält  sich  zur  geometrischen  Zahl  wie  38:26.58==  9:4000.  Noch 
bedeutungsvoller  treten  aber  die  Gruppirungen  mit  7  auf.  Die  Vermit- 
telung  mochte  Piaton  mit  seiner  zuletzt  gesetzten  Einzelzahl  2700  (oben 
8.  48)  bieten.  So  viele  Tage  sind  rund  gleich  7£  Jahren.  Rein  erhal- 
ten ist  diese  Zahl  in  der  Varronischen  Tbeilung  der  Lebensalter  von  15 
au  15  Jahren  (Censorin.  14,  2).  Die  allgemeinere  Theilung  war  bekannt- 
lich die  nach  Jahreswochen,  über  welche  Censorinus  (14,  3ngg.)  das 
Nähere  mittheilt.  Wie  nun  nach  demselben  Schriftsteller  (14,  10)  die 
genelhliaci,  d.  i.  die  der  Geburtszeiten  Kundigen,  genau  die  besonders  kriti- 
schen Perioden  des  Lebens  festzustellen  wussten  —  in  welchen  Beträgen 
überall  die  Zahl  7  enthalten  ist  — ,  so  haben  sie  gewiss  auch  die  Zeiten 
der  Geburt  selbst  und  weiter  rückwärts  die  Zeiten  der  Paarung  mit  Hilfe 
der  Siebenzahl  genau  ausgerechnet  und  glückliche  und  unheilvolle  Tage 
unterschieden. 

Noch  ist  Antwort  auf  die  Frage  zu  geben,  warum  wohl  Piaton  jene 
Gesammtzahl  die  „  geometrische 4t  genannt  habe.  Sicherlich  dachte  er  dabei 
sowohl  an  ihren  Ursprung  aus  zwei  geometrischen  Reihen ,  als  an  die  Dar- 
stellbarkeit nicht  nur  der  Gesammtzahl,  sondern  auch  möglichst  vieler  Theile 
derselben  durch  geometrische  Construction ,  dergestalt,  da&s  diese  Einzel- 
constructionen  zu  einander  in  leichte  und  anschauliche  Beziehungen  ge- 
setzt werden  können.  Das  Beiwort  „  geometrisch "  soll  also  nicht  einen 
Unterschied  von  anderen,  ähnlich  gebildeten  grossen  Zahlen  ausdrücken, 
sondern  nur  hervorheben,  dass  die  erwähnte  Eigenschaft,  wenigstens  nach 
Pythagoräiscber  Ansicht,  in  besonders  hohem  Grade  dieser  Zahl  zukommt. 

Es  ist  nun  noch  übrig,  den  Text  der  Platonischen  Stelle,  welche 
im  Ganzen  trefflich  Überliefert  und  besonders  von  fremdartigen  Zusätzen 
frei   geblieben   ist,   von  zwei  unbedeutenden  Schreibfehlern  zu  reinigen. 

Im  Anfang  scheint  der  Gedankenzusammenhang  iv  o>  ngmxov  statt 
iv  cJ  7tQmT<p  zu  verlangen,  denn  an  der  fraglichen  Zahl  treten  zuerst 
(izqqstov)  die  und  die  Merkmale  hervor,  worauf  die  weiteren  Eigenschaf- 
ten der  Zahl  mit  etwas  veränderter  Construction  in  den  Worten  cov  int- 
TQitog  nv&ivqv  u.  s.  w.  hinzugefügt  werden.     Die  Verwechselungen  des 


28)  Martin  p.  272,  Dupuis  p.  63. 

24)  Bei  Censorin,  De  die  nat  14,  12;  15, 1. 
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adverbialen  nQmrov  mit  Casusformen  von  itQmxog  sind  in  den  Handschriften 
ungemein  häufig.  Zieht  man  es  Qbrigens  vor,  itgcbta  beizubehalten,  so 
wird  der  Sinn  der  Stelle  im  Wesentlichen  dadurch  nicht  berührt. 

Die  eigentliche,  schon  mehrmals  angedeutete  Schwierigkeit  findet  sich 
in  der  Mitte  der  Stelle:  ivo  aopovlag  naoixttai^  rrjv  (iiv  i'tfi/v  laanig  ... 
xijv  it  faopqxi?  php  xjj  nQo^%j\  iL  Man  beachte  die  zwiefache  Gegen- 
überstellung durch  fih  und  iL  Das  erste  fiiv  unterscheidet,  wie  wir 
bereits  festgestellt  haben,  die  Quadratzabl  von  der  gleichgrossen  Recht- 
eckszahl;  letztere  ihrerseits  wird  wieder  durch  pfo  und  ii  geschieden  zu 
den  Bezeichnungen  laofi^nrig  und  nQOfirJKrjg.  Denn  nQOfirjnyj,  nämlich 
aQpovlav,  ist  jedenfalls  nach  der  besten  Ueberlieferung  zu  lesen,  nicht 
itQOfjirfxEi,  wie  die  Mehrzahl  der  Handschriften  giebt,  ein  Fehler,  der 
leicht  entstand ,  wenn  einmal  das  Verderbniss  rrj  sich  eingeschlichen  hatte. 
Die  in  zwei  ungleiche  Factoren  zerlegte  Zahl  hat,  geometrisch  betrachtet, 
die  Form  eines  Rechtecks  und  ist  demnach  selbst  oblong,  api&fiog  noo- 
pifxi}?,  und  das  gegenseitige  Verhältniss  der  beiden  Factoren  (oder  Basis 
und  Höhe  im  Rechteck)  ist  eine  äopovict  nQOfAijxrjg.  Bleiben  im  Text  noch 
unerklärt  die  Worte  laofirjxr}  fiiv  ry.  Nun  Hesse  sich,  wenn  man  ganz 
oberflächlich  verfahren  wollte ,  leicht  sagen :  da  die  Zahl ,  um  die  es  sich 
handelt,  nQoprJKrjg  ist,  so  ist  sie  nicht  iaoiirjxrjg]  Piaton  musB  also 
geschrieben  haben  ioonyxrj  phv  ov  (statt  rrj).  Oder  vielleicht  könnte  man 
auch  die  weit  geringere  Aenderung  taofirjnri  piv  pij  vorziehen  und  sich 
darauf  berufen,  dass  der  mathematische  Sprachgebrauch  auch  sonst  das 
abwehrende  /uij  zulässt,  wo  nach  den  allgemeinen  Regeln  ov  zu  erwarten 
wäre.  Allein  ein  nochmaliges  Ueberlesen  der  ganzen  Stelle  zeigt,  dass 
Piaton  nicht  so  geschrieben  haben  kann.  Es  lag  kein  Anlass  vor,  das 
laofi^xrig  besonders  zu  negiren;  er  würde  es  also  einfach  weggelassen 
haben ,  wenn  es  hier  nicht  statthaben  sollte.  Um  den  Gedankengang  des 
Schriftstellers  uns  völlig  zu  verdeutlichen,  müssen  wir  uns  versetzen  in 
die  Pythagoräische  Epoche,  wo  es  noch  darauf  ankam,  die  allerersten 
Grundbegriffe  der  Geometrie  und  Arithmetik  festzustellen.  Die  aus  zwei 
gleichen  Factoren  bestehende  Zahl  entspricht  einem  Quadrat,  und  dieses 
ist  laofirjyag  navxr\.  Dem  Quadrat  am  nächsten  steht  das  Rechteck,  wel- 
ches „in  einer  gewissen  Beziehung"  auch  noch  gleichseitig  ist,  nämlich 
je  in  den  gegenüberliegenden  Seiten;  allein  die  sich  schneidenden  Sei- 
ten sind  ungleich  und  insofern  ist  es  noopfixtg.  Nur  dadurch,  dass 
diese  Figur  zugleich  loopijxrjg  und  ngo^^g  ist,  wird  die  arithmetische 
Formel  eines  Productes  aus  ungleichen  Factoren  möglich;  denn  wollte 
man  anstatt  des  Rechtecks  ein  Trapez  oder  einen  Rhombus  oder  ein 
unregelmässiges  Viereck  wählen,  so  würde  da6  Product  zweier  sich  schnei- 
denden  Seiten    nimmermehr    die  Fläche    der  Figur    darstellen85).     Das 

26)  Es  hat  einer  langen  culturgeschichtlichen  Entwickelung  bedurft,  bis  dieser 
für  uns  selbstverständliche  Satz  ins  allgemeine  Bewusstaein  gedrungen  ist.    Can- 
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Rechteck  ist  also  nach  Pythagoräischer  Auffassung  abzuleiten  aus  dem 
Quadrat;  es  behält  die  rechten  Winkel  und  die  Gleichheit  der  gegen- 
überliegenden Seiten  bei,  wird  aber  länglich,  und  so  ist  auch  das  gegen- 
seitige Verhältniss  seiner  Seiten  in  einer  gewissen  Beziehung  noch  eine 
aQpovla  foouijxqc,  ausserdem  aber  eine  crouoWa  aoofiq'xnc.  In  diesem 
Sinne  bat  Piaton  geschrieben  xrjv  Sh  foofiiffci?  piv  ny,  n^op^ntj  öi.  Das 
seltene  Indefinitum  ntj26)  wurde  leicht  zu  rjj  verschrieben,  wozu  in  der 
Hehrzahl  der  Handschriften  dann  noch  der  weitere  Fehler  nQopqxsi  kam. 

So'  ist  denn  auch  diejenige  Textesstelle,  welche  in  der  vorhergehen- 
den Untersuchung  nur  ihrem  Sinne,  nicht  aber  ihrem  Wortlaute  nach 
benutzt  werden  konnte,  in  vollkommenen  Einklang  gebracht  mit  der 
gesammten  Erklärung  der  geometrischen  Zahl  Piaton 's.  Ob  es  dem 
Schreiber  dieses  gelungen  ist,  allerwärts  das  Richtige  zu  treffen»  muss 
dem  Spruche  anderer  sachverständiger  Beurtheiler  überlassen  bleiben. 
Pflegt  doch  der  Urheber  einer  Hypothese  in  seinem  eigenen  Gedanken- 
kreise so  gefangen  zu  sein,  dass  er  unmöglich,  während  er  den  ver- 
schlungenen Weg  zur  Lösung  verfolgt«  zugleich  alle  Seiten  der  Frage 
und  alle  etwa  noch  möglichen  anderen  Auffassungen  überschauen  kann. 
Ist  also  das  Richtige,  wie  es  schon  seit  länger  als  zwei  Jahrtausenden 
im  Dunkel  geblieben,  auch  jetzt  noch  nicht  gefunden,  so  haben  sich 
vielleicht  doch  einige  neue  Gesichtspunkte  dargeboten,  welche  geeignet 
scheinen,  eine  künftige  Lösung  zu  fördern. 

Es  war  anfangs  beabsichtigt,  zum  Schluss  auch  eine  kurze  Erörte- 
rung über  die  „vollkommene  Zahl"  anzufügen,  welche  Piaton  an  der- 
selben Stelle,  und  zwar  als  eigenthümlich  dem  göttlich  Erzeugten17), 
anführt;  doch  stellte  sich  im  Laufe  der  Untersuchung  heraus,  dass  man 
hier  nicht  weiter  kommen  kann,  ehe  nicht  einigermaßen  festgestellt  ist, 
wie  weit  die  Kunst  astronomischer  Beobachtungen  und  die  Kenntniss  des 
gestirnten  Himmels  bei  den  Griechen  zu  Platon's  Zeit  fortgeschritten 
oder,  richtiger  gesagt,  wieviel  von  solcher  Wissenschaft  ans  den  älteren 
ägyptischen  und  babylonischen  Culturkreisen  zu  ihnen  damals  schon 
durchgedrungen  war. 

Bis  ich  bei  diesem  Hinderniss  anhalten  musste,  hatte  ich  mir  etwa 
folgenden  Weg  der  Untersuchung  gedacht.    Das  „grosse  und  wahre  Jahr" 


tor,  Vorles.  I,  8.  146 flg.,  stellte  eine  lehrreiche,  von  Thukydides  bis  in  das 
Mittelalter  herabgehende  Reihe  von  Beispielen  zusammen  für  den  falschen  Schluss 
vom  Umfange  einer  Figur  auf  deren  Fläche  Es  war  also  die  obige  umständliche 
Definition  des  Rechtecks  weder  zu  Pythagoras'  noch  auch  später  zu  Platon's 
Zeit  überflüssig. 

26)  Vergl.  Papp  ob  III,  p.  84,  25:  (fitaottjTte)  nrj  piv  avfjKpB^ofitvat.    Andere 
Beispiele  finden  sich  im  Diu dor fachen  Thesaurus  Gräecae  linguat  aufgeführt 

27)  IIbqI  noXtr,  8  p.  646  B:  fort  dl  fc/eo  fihv  ytwrjtm  nsg(odogt  §v  ccQi&fMS 
ntQtiafißdvet  tiXsiog. 
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Cicero 's  war  nach  dem  Wortlaute  bei  Tacitns*8)  aufgefasst  worden 
als  die  Wiederkehr  des  gleichen  Anblicks  des  Fixsternhimmels,  etwa  beim 
Eintritt  der  Frühlings -Tag-  und  Nachtgleiche,  nach  einem  einmaligen 
Umlaufe  der  Pole  des  Aequators  um  die  Pole  der  Ekliptik.  Diese  Pe- 
riode konnte  von  den  Alten  nur  ungefähr,  abgeschätzt  werden.  Zwei 
Jahrhunderte  nach  Cicero  ist  sie  von  Ptolemäos  auf  36000  Jahre 
angesetzt  worden  (oben  Anm.  19).  Vielleicht  knüpfte  der  grosse  Astro- 
nom an  die  oben  ermittelte  geometrische  Zahl  Platon's  an,  deren  Betrag 
ihm  wohl  bekannt  sein  konnte«  Cicero  seinerseits  hat  aus  Aristoteles 
geschöpft89);  aber  Aristoteles  hat  noch  von  einer  andern  Periode  ge- 
handelt, als  derjenigen,  welche  durch  die  Präcession  der  Tag-  und 
Nachtgleichen  bedingt  ist.  Er  hat,  wie  Censorinus  (de  die  tiat.  18,  11) 
berichtet,  ein  grosses  und  ein  grösstes  Jahr  unterschieden:  est  praeterea 
annus  quem  Aristoteles  maximum  potius  quam  magnum  appeliat,  quem  solis  et 
lunae  vagarumque  quinque  stellarum  orbes  conficiunt,  cum  ad  idem  Signum, 
uhi  quondam  simul  fueruni,  una  referuntur,  und  die  Periode  des  grössten 
Jahres  in  Verbindung  gebracht  mit  der  Theorie  eines  Weltenwinters,  der 
mit  einer  allgemeinen  Fluth,  und  eines  Sommers,  der  mit  einem  Welten- 
brande endigt. 

Die  Perioden,  in  welchen  die  fünf  im  Alterthum  bekannten  Planeten 
ihre  scheinbaren  Bahnen  vollendeten,  waren  schon  vor  Ptolemäos  an- 
nähernd  berechnet30).  Durch  eine  einfache  Multiplication  dieser  fünf 
Perioden  mit  einer  möglichst  genäherten  Periode  des  Ausgleichs  von 
Mondmonaten  und  Sonnenjahren  konnte  man  nun  leicht  die  grosse  Pe- 
riode berechnen ,  nach  deren  Ablauf  alle  Einzelperioden  zu  einem  gemein- 
schaftlichen Anfangspunkte  zurückkehren  würden.  Es  ist  klar,  dass  der 
Betrag  der  Gesammtperiode  um  so  höher  ausfallen  musste,  je  genauer  die 
Einzelperioden  bestimmt  wurden.  In  der  That  finden  wir  bei  Censo- 
rin  eine  ganze  Reihe  von  Angaben  Über  die  Grösse  dieses  Weltenjahres. 
Welchen  Betrag  Aristoteles  selbst  gesetzt  haben  mag,  wissen  wir  nicht; 
vielleicht  verzichtete  er  auf  jede  Zahlenangabe,  gerade  wie  es  Piaton 
sowohl  im  VIII.  Buche  über  den  Staat,  als  bei  der  bekannten  Schilde- 
rung des  Weltganzen  im  Timäos  (p.  39  C.  D)  thut.  Die  letztere  Stelle 
läset  sich  nun  mit  Aristoteles9  Zeugniss  in  einen  charakteristischen 
Zusammenhang  bringen.  Piaton  sagt,  das6  die  vollkommene  Zahl  das 
vollkommene  Jahr  dann  erfülle,  wenn  sämmtliche  acht  Perioden  se viele 


28)  Dial.  de  orat.  16:  is  est  magnus  et  verus  annus,  quo  eadem  positio  caeli 
siderumque,  quae  cum  maxime  est,  rursum  existet. 

29)  S.  den  näheren  Nachweis  bei  Usener  im  Rheinischen  Museum  XXVIII, 
1873,  8.  394  flgg. 

80)  Vergl.  die  Zusammenstellung  bei  Cicero,  De  dmn.  2,  20.  Derselbe  be- 
zeichnet die  Gesammtperiode  des  Mondes,  der  Sonne  und  der  fünf  Planeten  als 
magnus  annus. 

Hi»Uit.-Abth.  d.  ZelUohr.  J.  Math. «.  Phyt.  XXVII,.  2.  5 
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Mal  abgelaufen  sind,  dasfl  sie  zu  dem  gemeinsehaftlichen  Anfangspunkte 
zurückkehren.  Als  erste  dieser  Perioden  hat  er  selbst  vorher  die  Zeit 
von  Tag  und  Nacht  genannt,  die  zweite  ist  der  Mondmonat,  die  dritte 
das  Jahr,  die  übrigen  sind  die  der  fünf  Planeten.  Aristoteles  hat, 
soweit  wir  aus  dem  kurzen  Berichte  bei  Censorin  ersehen,  nur  von 
sieben  Perioden  gesprochen;  allein  was  bei  Piaton  die  erste  von  seinen 
acht  Perioden  ist,  das  lautet  bei  Aristoteles:  cum  ad  idem  Signum 
(nämlich  zodiaci),  übt  quondam  simul  fuerunt,  una  referunlur.  Höchst 
wahrscheinlich  hat  also  Aristoteles  die  Periode  der  Präcession  mit  in 
den  Bereich  seiner  Berechnung  gezogen.  Nun  bieten  sich  weiter  zwei 
Möglichkeiten  dar.  Entweder  hat  Aristoteles  gemeint,  dass  in  der 
Zeitdauer  einer  Präcessionsperiode  die  Zeiten  der  sieben  Planeten perio- 
den  ohne  Rest  aufgehen,  so  dass  nach  Ablauf  einer  solchen  grossen 
Periode  auch  die  sieben  kleineren  Perioden  zu  einem  gleichen  Anfang 
zurückkehren,  oder  er  hat,  was  einen  weit  grösseren  Fortschritt  in  der 
astronomischen  Theorie  bezeichnen  würde,  bereits  erkannt,  dass  jene 
erste  Periode,  trotz  ihrer  langen  Dauer,  die  anderen  Perioden  nicht  ohne 
Rest  in  sich  enthält,  mithin  als  „ gross tes  Jahr* '  eine  noch  weit  umfäng- 
lichere Gesammtperiode ,  welche  alle  Einzelperioden  in  sich  aufnimmt,  zu 
bilden  sei.  Kann  man  die  letztere  Alternative  dem  Aristoteles  nicht 
mit  Sicherheit  zusprechen,  so  scheint  sie  noch  weit  weniger  auf  Platon's 
Stelle  Bezug  zu  haben,  und  doch  finden  wir  hier  einen  Begriff,  der  das 
Wagniss  einer  solchen  Hypothese  vielleicht  entschuldigt  Den  Zeitbetrag 
einer  Gesammtperiode,  sagt  Pia  ton,  kennen  die  Menschen  nicht,  so 
unfnssbar  ist  die  Zahl  der  Einzelperioden  und  so  wunderbar  verschlungen 
sind  die  Einzelbahnen  der  Gestirne. 

Der  Begriff  des  Unendlichen  erscheint  also  hier,  wie  auch  an  einer 
Stelle  des  Gesprächs  über  den  Staatsmann Si) ,  als  das  Product  einer  un- 
bestimmbaren Zahl  von  Einzel perioden.  Ist  das  eigentlich  nicht  der 
gleiche  Gedanke,  wie  ihn  Archimedes  in  seiner  Sandzählung  mit  emi- 
nentem Scharfsinne  und  nach  streng  wissenschaftlicher  Methode  definirt? 
Und  wenn  wir  fragen  wollten,  wie  Archimedes  wohl  darauf  gekommen 


31)  rtoliziHOG  cap.  IS,  besonders  p.  270 A:  cogtb  (rov  ovqccpov  uak  xo'dpo*) 
dvdnaUv  noQivto&cci  noXXag  niQtoöcov  pvQidäa?.  Tannery,  Le  nombre  nupticU, 
p.  173  (vergl.  oben  Anm.  3)  weist  darauf  hin,  dass  die  Astronomie  zu  Platon's 
Zeiten  weit  genng  fortgeschritten  war,  um  zu  erkennen ,  dass  die  Planetenumläufe 
nicht  commensurabel  sind  zu  dem  Sternentage,  mithin  das  grosse  Jahr,  nur  als 
Ausgleich  zwischen  jenen  Umläufen  und  dem  Umschwung  des  Himmels  gedacht, 
einen  Zahlenwerth  ausdrücken  muBste,  welcher  die  für  Griechen  leicht  verständ- 
lichen Beträge  überstieg.  Was  die  Präcession  der  Tag-  und  Nachtgleichen  an- 
langt, welche  nach  Martin  p.  277  flg.  dem  Pia  ton  unbekannt  gewesen  sein  soll, 
so  ist  es  wohl  gestattet,  eine  dunkle  Kunde  davon  aus  der  oben  angeführten  Stelle 
zu  entnehmen.  Als  ein  Vor-  und  Rückschreiten  hat  ja  auch  Aristoteles  (oben 
S.  67)  sein  gross  tes  Jahr  aufgefasst. 
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sei,  die  erste  über  die  gewöhnlichen  Zahlwörter  hinausgehende  Stufe 
seines  Zahlengebäudes88)  nSQioöog,  d.  i.  einen  Umlauf  zu  nennen,  so 
finden  wir  bei  ihm  selber  keine  Erklärung  dafür;  wohl  aber  bietet  sich 
eine  zutreffende  Analogie  ungezwungen  dar,  sowie  wir  die  angeführten 
Stellen  Platon's  vergleichen.  Dieser  geht  aus  von  den  Bewegungen 
der  Gestirne,  und  indem  er  die  Zahl  der  Einzelperioden  als  unfassbar 
darstellt,  gelangt  er  zu  einer  ungekannten  Gesammtzahl:  für  Archime- 
des  bildet  die  Unendlichkeit  den  in  fernste  Ferne  hinausgeschobenen 
Hintergrund ,  nach  welchem  man  zählend  und  messend  so  weit  vordringen 
kann,  dass  man  im  einzelnen  Falle  nie  zu  sagen  vermag,  die  äusserste 
bereits  erreichte  Zahl  sei  auch  die  letzte,  die  überhaupt  erreicht  werden 
könne. 

Nur  eine  Bemerkung  sei  zuletzt  noch  gestattet.  Dürfen  wir  in 
Archimedes'  Zahlenperioden  einen  Anklang  an  Platon's  hiqIoöoi, 
finden,  so  können  wir  wohl  auch  umgekehrt  die  Vermuthung  aufstellen, 
dass  es  eine  decimale  Zahlengruppirung,  wie  später  bei  Apollo nios38) 
und  Archimedes  war,  aus  welcher  Piaton  seine  „vollkommene  Zahl " 
aufgebaut  sich  dachte84).  Mithin  stand  diese  dem  Göttlichen  gewidmete 
Zahl  nicht  in  unmittelbarer  Beziehung  zu  der  sezagesimal  construirten 
geometrischen  Zahl.  Das  Menschliche,  Hinfällige  und  vielfach  Bedingte 
ist  gebunden  an  die  vielen  Factoren  der  Sechzigzahl,  einschliesslich  der 
7  und  des  letzten  unsagbaren  Factors;  das  Göttliche  und  Vollendete 
dagegen  ist  einfach  aufgebaut  und  schliesst  deshalb  wohl  der  Zehnzahl 
sich  an,  auf  welcher  das  ganze  Zahlensystem  beruht  und  welche  in  den 
grossartigen  Systemen  späterer  griechischer  Mathematiker  zu  wissenschaft- 
licher Geltung  gelangte85). 


32)  Ueber  das  Archimedische  System  eines  unbegrenzten  Aufbaues  der  Zahlen- 
reihe in  stets  noch  verständlichen  Benennungen  vergl.  J.  L.  Heiberg,  Quaest. 
Ärchim.,  p.  59  flg.,  neuerdings  auch  dessen  Ausgabe  des  Archimedes,  vol.  II  p.  266 
bis  271. 

33)  Bei  Papp os  in  den  Besten  des  11. Buches,  vol.  I  p. 2flgg ,  vol. III  p.  1212 flgg. 
meiner  Aasgabe. 

84)  Zeller,  Hunziker  und  Bothlauf  (oben  Anm.  3)  nehmen  10000  ah  die 
vollkommene  Zahl  Platon's  an,  d.  i.  die  Epoche,  welche  im  Phaedros  p.  248 E 
für  die  Seelenwanderung  gesetzt  wird.  Dass  die  Zahl  jedenfalls  als  eine  decimale 
zu  denken  ist,  lehrt  deutlich  die  Stelle  im  Staatsmann  (Anm.  13);  dieselbe  zeigt 
aber  auch,  dass  wir  eine  weit  grössere  Zahl,  als  die  einfache  Myriade  anzunehmen 
haben. 

35)  Bei  Apollonios  werden  die  Potenzen  der  Myriaden  genau  so  gruppirt, 
wie  die  Potenzen  der  Grundzahl  60  im  Sexagesimalsystem.  Archimedes  wählt 
anstatt  der  Myriade  diejenige  äusserste  Zahl,  für  welche  die  griechische  .Sprache 
noch  einen  unmittelbaren  Ausdruck  hatte,  nämlich  10000*.  Das  ist  der  Rahmen 
seiner  Octaden,  und  er  läset  nun  durch  Multiplicationen  eine  beliebige  Zahl  in 
ganz  analoger  Weise  aus  einer  Octade  in  die  andere  aufrücken,  wie  in  der  Seza- 
gesimalrechnung  beispielsweise  54  vierte  Sechzigste^  mit  10  multiplicirt,  zu  9  drit- 

5* 
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ten  Sechzigsteln,  oder  55  vierte  Sechzigstel,  ebenfalls  mit  10  multiplicirt,  zu  9 
dritten  und  10  vierten  Sechzigsteln  werden.  Beide,  Apollonios  und  Archi- 
medeB,  haben  also  das  decimale  System,  und  zwar  mit  Zugrundelegung  höherer 
Einheiten,  bewusster  Weise  so  ausgebildet,  wie  vor  ihnen  das  sexagesimale  System, 
freilich  von  einer  weit  kleinern  Einheit  aus  und  auch  in  der  Potenzirung  beschränk- 
ter,  geschaffen  worden  war.  Bemerkenswerth  bleibt  es  jedenfalls,  dass  die  Me- 
thode der  Zahlenvermehrung  durch  Potenziren  im  griechischen  Culturkreise  zuerst 
an  der  sexagesimalen  Grundzahl  geübt  und  erst  dann  wissenschaftlich  fortgeschrit- 
ten ist  zu  einer  decimalen  Grundzahl,  so  dass  erst  von  da  an  Grundzahl  und 
Zahlenbezeichnung  demselben  System  angehörten.  Auch  die  sprachlichen  Aus- 
drücke zu  vergleichen  lohnt  der  Mühe.  Die  Bexagesimalrechnung  erhielt  sich  in 
der  griechischen  Praxis  nur  nach  der  Seite  der  Theilang  hin.  So  wurden  gebildet 
die  l£qxo0rd  npcDra,  Satte^a  u.  s.  w.  Entsprechend  nennt  Archimedes  die 
Zahlen  seiner  ersten  Octade  dqt&fiol  n^otoi,  die  der  zweiten  dtvxtQoi  u.  s.  w. 
Apoll oni 08  bezeichnete  seine  Potenzen  der  Myriaden  durch  die  Zahlwörter 
anlovg,  dtnlovq  u.  s.  w.  und  konnte  auf  diesem  Wege  in  bequemen  sprachlichen 
Ausdrücken  bis  zu  so  hohen  Zahlen  fortschreiten,  dass  jedem  vorauszusehenden 
Bedarf  dadurch  genügt  zu  sein  schien.  Ueberdies  konnte  durch  die  Wendung 
fivQiäe  6/udvvpoG  ttp  Z  ccQt&fia),  wobei  Z  einen  beliebigen  Exponenten  des  Dig- 
nandos  10000  bezeichnet  (Pappos,  vol.  I  p.  4,  15  o.  s  w.;  vol.  III  Index  unter  ofim- 
wfiog)  uoch  weiter,  als  durch  die  auf  -nlovg  endigenden  Zahlwörter  vorgeschrit- 
ten werden.  Ist  es  doch  nach  dieser  Formel,  also  im  Sinne  des  Apollonios, 
sogar  möglich,  die  ungeheure  Zahl,  welche  Amthor  in  dieser  Zeitschrift,  histor.» 
literar.  Abth.  XXV  8  170,  als  Resultat  des  Rinderproblems  ausrechnet,  in  grie- 
chischer Sprache  auszudrücken.  Dass  ein  sprachlicher  Ausdruck  derselben  Zahl 
auch  nach  dem  System  des  Archimedes  leicht  aufzufinden  ist,  bedarf  wohl  kaum 
besonderer  Erwähnung. 


Recensionen. 


Grundzuge  der  mathematischen  Geographie  und  der  Landkarten -Pro- 
jeotion.  Ein  Handbuch  für  Jeden ,  der  ohne  Kenntnis*  der  höheren 
Mathematik  sich  unterrichten  will,  insbesondere  für  Lehramts- 
candidaten  der  Mittel-  und  Volksschulen,  von  Anton  Stkinhauser, 
k.  k.  Regierungsratb.  Zweite  völlig  umgearbeitete  und  vermehrte 
Auflage.  Mit  177  Holzschnitten.  Wien  1880.  Verlag  von  Fried- 
rich Beck.  IV,  143  8. 
Das  Büchlein  hält  treulieb,  was  es  verspricht.  Wer,  ohne  vorher 
tiefere  Studien  gemacht  zu  haben,  eine  ausreichende  Kenntniss  der 
mathematisch  -  geographischen  Lehren  und  ihrer  wichtigsten  Anwendungen 
sich  erwerben  will,  mag  dasselbe  getrost  zu  seinem  Führer  wählen.  Es 
ist  zwar  die  früher  beliebte  Sitte,  populären  Schriften  über  angewandte 
Mathematik  einen  kurzen  Inbegriff  der  wichtigsten  Vorkenntnisse  vor- 
auszuschicken, in  neuerer  Zeit  fast  gänzlich  abgekommen  und  es  mag 
deshalb  Wunder  nehmen,  dieselbe  hier  wieder  aufgefrischt  zu  finden, 
indess  ist  die  hier  getroffene  Auswahl  eine  so  gute  und  zweckent- 
sprechende, dass  man  sich  gleichwohl  mit  der  ersten  Abtheilung  bald 
befreunden  wird.  Nachdem  die  wichtigsten  Sätze  der  ebenen  und  räum- 
lichen Geometrie,  Trigonometrie  und  Regelschnittslehre  kurz  vorgeführt 
sind ,  lehrt  der  Verfasser  die  Orientirung  nach  den  Weltgegenden  mittelst 
Sonnenuhr  und  Compass,  giebt  dann  in  seiner  bekannten  gründlichen 
Weise  eine  Anleitung  zur  Zeichnung  von  Landkarten,  so  lange  die  be- 
züglichen Theile  der  Erdoberfläche  als  eben  betrachtet  werden  dürfen, 
und  erörtert  die  Grundsätze  des  topographischen  Zeichnens.  Auch  die 
Compasskarten ,  die  bis  zur  Mitte  des  XVII.  Jahrhunderts  bei  den  See- 
fahrern fast  allein  im  Gebrauche  waren ,  finden  ihre  Stelle ;  so  ist  (S.  43) 
der  nördliche  Theil  des  adriatiseben  Meeres  nach  diesem  Systeme  ver- 
zeichnet. —  Es  folgt  die  eigentliche  mathematische  Geographie ,  bei  deren 
Darstellung  von  der  Rechnung  natürlich  ganz  abgesehen ,  dafür  aber  auf 
Veranschaulichung  der  himmlischen  Erscheinungen  um  so  mehr  Bedacht 
genommen  wird.  Die  Figuren  (meistentheils  auf  schwarzem  Grunde)  sind 
denn  in  der  That  auch. ganz  vorzüglich  ausgeführt;  wir  nennen,  als  be- 
sonders hervorragende  Leistungen  auf  diesem  Gebiete,  die  graphische 
Bestimmung  der  Tag-  und  Nachtlängen  (S.  70)  und  die  Construction  der 
Sichtbarkeitszone  (S.  83)  einer  totalen  Sonnenfinsterniss.    Natürlich  wer- 
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den  auch  die  Modelle  besprochen,  Globen,  Teilarien,  Lunarien  and 
Armillarsphären  *,  die  ja  an  sich  vom  höchsten  didaktischen  Werthe  sind, 
ganz  besonders  aber  solchen  Lesern,  wie  sie  der  Verfasser  im  Aage  hat, 
empfohlen  werden  müssen.  —  Den  Schwerpunkt  des  Werkchens  bildet, 
wie  von  dem  berühmten  Kartographen  nicht  anders  zu  erwarten  war, 
die  Projectionslehre.  Alle  nur  geschichtlich  interessanten  Abbildungs- 
methoden sind  in  dieser  zweiten  Auflage  aasgeschlossen  worden,  indess 
ist  die  Auswahl  noch  immer  eine  sehr  reiche.  Manche  Unterarten  der 
so  überaus  vielseitigen  stereographischen  Projection,  wie  die  externe 
Horizontalprojection  von  James,  die  schiefe  Kegelprojection  von  Braun 
werden  auch  dem  Kenner  merkwürdig  sein.  Die  Äquivalenten  Abbildun- 
gen werden  gleichfalls  nicht  vergessen.  Einen  vortrefflichen  Eindruck 
macht  die  Darstellung  des  Projectionsverfahrens  von  Mercator  (S.  117), 
denn  durch  dieselbe  muss  auch  dem  unbefangensten  Beschauer  auf  den 
ersten  Blick  klar  werden,  wie  sich  die  loxodromische  Curve  in  eine  ge- 
rade Linie  verwandelt.  Zum  Schlüsse  begegnen  wir  einer  Anweisung, 
die  Netze  zu  sphärischen  Zweiecken  herzustellen ,  mit  denen  alsdann  die 
Oberfläche  eines  Globus  überspannt  werden  soll,  und  einer  Zusammen- 
stellung der  wichtigsten  Flächenverhältuisse  auf  dem  Erdsphlroid,  sowie 
endlich  einem  sehr  genauen  Sachregister. 

Lediglich  zu  dem,  was  über  die  Berechnung  der  sogenannten  „  Kosten- 
entwicklung*4 (S.  135)  gesagt  ist,  möchten  wir  uns  eine  Bemerkung  ge- 
statten. Herr  Steinhauser  hat  allerdings  die  bekannten  verbesserten  For- 
meln angegeben,  welche  vor  den  von  Carl  Bitter  gebrauchten  wenigstens 
das  Eine  voraus  haben,  dass  sie  kein  mathematisches  Unding  repräsen- 
tiren  (Peschel-Ruge,  Geschichte  der  Erdkunde,  S.  812flgg.).  un- 
brauchbar zu  dem  Zwecke,  zu  welchem  sie  eigentlich  ins  Leben  gerufen 
wurden,  sind  sie  deswegen  doch,  denn  gerade  für  die  Beurtheilung  dessen, 
was  man  in  der  vergleichenden  Geographie  als  „  Gliederung "  der  Küsten 
zu  bezeichnen  pflegt,  versagen  sie  völlig  den  Dienst.  Eine  sternförmige 
Hypocykloide  ;8t  doch  gewiss  eine  Figur,  die  eine  tüchtige  Gliederung 
hat,  während  letztere  einem  mathematischen  Ovale  vollständig  abgesprochen 
werden  muss.  Und  doch  kann  man  nach  einem  Theorem  von  Durege 
leicht  eine  Ellipse  angeben,  die  mit  der  erwähnten  Sternfigur  gleichen 
Inhalt  und  Umfang  hat,  so  dass  nach  der  Bothe'schen  Formel  beide 
Gebilde  die  nämliche  Küstenentwickelung  besässen.  Will  man  auf  diesem 
Gebiete  zu  wirklich  verwendbaren  Ergebnissen  gelangen,  so  wird  man 
wohl  zu  einem  ähnlichen  Gedanken  seine  Zuflucht  nehmen  müssen,  wie 
ihm  der  Berichterstatter  im  57.  Theile  des  Grunert'schen  Archivs  Aus- 
druck gegeben  hat,  — 

*  Zu  erwähnen  wäre  noch  das  von  dem  Münchner  Reallehrer  Goetz  erfundene, 
patentdrte  „Ekliptikon ",  ein  Lehrmittel,  das  Manches  vor  den  gewöhnlichen  Ap- 
paraten voraus  hat. 
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Möge  das  Stein  haus er'sche  Buch  in  den  Händen  recht  vieler  Pri- 
vatstudirfender  zu  finden  sein  und  insbesondere  auch  in  den  Lehrer - 
seminarien  sich  Eingang  verschaffen! 

Ansbach.  Dr.  S.  Günther. 


Die  Becurgionsformeln  für  die  Berechnung  der  Bernonlü'schen  und 
Euler'sohen  Zahlen,  von  A.  Badicke.  Halle  a.  S.,  Verlag  von 
Louis  Nebert.  1880.  IV,  35  S. 
Die  kleine  Schrift  des  durch  mehrere  analytische  Abhandlungen  wohl- 
bekannten Bromberger  Mathematikers  verfolgt  das  Ziel,  eine  Beihe  von 
Untersuchungen  über  gewisse  für  die  gesammte  Analysis  fundamentale 
Zahlwerthe  zu  einem  tibersichtlichen  Gesammtbilde  zu  vereinigen.  In 
sachlicher  Beziehung  schliesst  sie  sich  hauptsächlich  an  die  Arbeiten  von 
Seidel  und  Stern,  in  formaler  an  jene  von  Eduard  Lucas  an,  von 
welch1  Letzterem  insbesondere  die  überall  zur  Verwendung  gelangende 
operative  Symbolik  entlehnt  ist.  Bedienen  wir  uns,  abweichend  von 
Herrn  Badicke,  der  hier  schon  aus  äusseren  Gründen  besonders  be- 
quemen Hyperbelfunctionen,  so  können  wir  den  drei  Relationen,  deren 
Studium  den  Inhalt  des  kleinen  Buches  bildet,  die  folgende  Gestalt  er- 
theilen : 

*     _  <*  __,      *  t   D  ?*      »  «V 

e*-l~"2e%-@ut*a?  2  ^^2!      *»4r  "•, 

x^         oc^         üdP 

£ana^  =  r1~-r2|!  +  r3~-r4~+... 

Bn%  En  und  T„  werden  bezüglich  als  nu  Bernoulli'sche  oder  Eul  er'sche 
Zahl  (Secantencoefficient)  und  als  ntel  Tangenten coefficient  bezeichnet. 
Die  Aufgabe  des  Verfassers  war  es,  Formeln  anzugeben,  mittelst  deren 
diese  Zahlen ,  wenn  für  eine  gewisse  Anzahl  von  Indices  die  Berechnung 
bereits  stattgefunden  hat,  für  ein  beliebig  grosses  n  bestimmt  werden 
können. 

Der  Verfasser  entwickelt  demzufolge  zunächst  ein  System  vollstän- 
diger Becursionsformeln  sowohl  für  die  Z?,  als  auch  für  die  Ey  alsdann 
aber  zeigt  er,  wie  man  mittelst  des  Lucas 'sehen  Operationscalculs  von 
diesen  allgemeinen  Formeln  zu  den  abgekürzten  Becursionsformeln  von 
Seidel  und  Stern  gelangen  könne.  Seine  Ergebnisse  setzen  ihn  in 
den  Stand,  eine  Beibe  von  Beziehungen  zwischen  den  Bern  oulli 'sehen 
und  Euler'schen  Zahlen  auszumitteln ,  wie  sie  theilweise  bereits  früher 
von  Scherk  und  Stern  angegeben  waren.  Schliesslich  werden  auch 
die  Tangentencoefficienten  in  ähnlicher  Weise  behandelt.  Den  Schiusa 
bildet    ein   neuer  und  sehr  eleganter  Lehrsatz,    durch   welchen  gezeigt 
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wird,  dass  die  eine  Gleichung  (a:  — 1)P=0,  symbolisch  interpretirt,  so- 
wohl die  Secantencoefficienten,  als  auch  die  Tangentencoefficientän  liefert. 

Die  recurrehte  Berechnung  dieser  wichtigen  Gonstanten  ist  durch  die 
Radicke'sche  Broschüre  in  der  That  zum  wünscbenswerthen  Abschlüsse 
gebracht.  Indess  verdient  es  gerade  diese  Theorie,  auch  noch  von  einer 
andern  Seite  her  beleuchtet  zu  werden.  Bedenkt  man ,  dass ,  sei  es  unter 
der  Form  des  bestimmten  Integrals,  sei  es  unter  jener  der  Determinante, 
neuerdings  auch  die  geschlossene  Darstellung  jener  merkwürdigen  Zahlen 
mehrfach  erbracht  worden  ist,  so  wird  man  eine  Fortsetzung  unserer 
Vorlage  für  wünschenswerth  erklären,  auf  deren  Titel  das  Wort  „Re- 
cursionsformeln"  durch  „independente  Formeln"  zu  ersetzen  wäre. 

Ansbach.  Dr.  8.  Günther. 

Elementares  Handbuch  der  Quaternionen.  Von  P.  G.  Tait,  M.  A.,  Pro- 
fessor an  der  Universität  zu  Edinburg.  Autorisirte  Uebersetsung 
von  Dr.  G.  v.  Scherpp.  Leipzig,  Teubner.  1880.  332  S. 
Ehe  Hankel's  vortreffliches  kleines  Buch  „lieber  complexe  Zahlen" 
1867  erschienen  war,  fehlte  es  der  mathematischen  Literatur  in  Deutsch- 
land an  einem  Werke  über  Quaternionen  in  dem  Sinne ,  wie  dieser  Wis- 
senszweig in  England  seit  den  vierziger  Jahren  schon  gepflegt  wird. 
Damit  ist  nicht  gesagt,  dass  diese  Seite  mathematischer  Untersuchung 
bei  uns  überhaupt  keine  Beachtung  gefunden  hätte,  denn  die  „Aus- 
dehnungslehre11 des  gelehrten  Grassmann  war  schon  1844,  resp. 
1862  erschienen  und  auch  die  Arbeiten  Sehe  ff  ler 's  über  die  Verwendung 
des  Imaginären  in  der  Geometrie  und  sein  „  Situationscalcul "  datiren 
aus  1846  und  1852.  Die  Untersuchungen  dieser  Männer  streifen  aber 
alle  das  Gebiet  des  Quaternionencalculs.  Wenn  Scheffler  selbst  sich 
jetzt  ganz  ablehnend  gegen  die  Theorien  der  Engländer  verhält,  so  haben 
auf  Hankel's  Anregung  hin  doch  Andere  diesem  Gebiete  ihre  Anerken- 
nung gezollt.  Fiedler  hat  seiner  analytischen  Geometrie  des  Raumes 
ein  kurzes  Gapitel  über  Quaternionen  einverleibt;  der  Berichterstatter 
selbst  hat  in  seiner  „Theorie  der  goniometrischen  und  longimetrischen 
Quaternionen11  (1876)  das  Wesentlichste  der  Lehren  Hamilton's  mit- 
getheilt  und  u.  A.  versucht,  durch  die  longimetrischen  Quaternionen  die 
Theorie  der  Rechnung  mit  Vectoren  zu  einer  Art  Abschluss  auf  geo- 
metrischem Gebiete  zu  führen.  Odstrycil  hat  (1878)  in  einem  kleinen 
Werkchen  über  „  Quaternionen  u  die  Theorie  und  Anwendung  dieser  Rech- 
nungsart kurz  vorgeführt,  und  in  der  jüngsten  Zeit  haben  die  Elements 
of  Quaternions,  das  Hauptwerk  des  scharfsinnigen  Begründers  dieser 
Rechnungsweise,  durch  Herrn  Paul  Glan  eine  Veröffentlichung  in  den* 
scher  Ueber Setzung  gefunden.  Doch  ist  von  diesem  umfangreichen  Werke 
erst  eine  Lieferung  erschienen,  während  uns  schon  seit  Jahresfrist  in 
glänzender  Ausstattung    die  deutsche  Ausgabe  von  Tait 's   Elementary 
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treatise  on  Quaternions  vorliegt.  Tait  ist  durch  Arbeiten  auf  physi- 
kalischem Gebiete  auch  bei  uns  wohlbekannt;  in  England  wird  er  als 
der  Nachfolger  des  im  Jahre  1865  gestorbenen  R.  Hamilton  auf  dem 
Gebiete  der  Quaternionen  betrachtet.  Das  Buch  Tait's  giebt  in  seiner 
guten  deutschen  Bearbeitung  auf  382  Seiten  eine  vollständige  Theorie 
und  eine  Reihe  höchst  interessanter  Anwendungen  der  Quaternionen. 
Die  Darstellung  ist  kurz  und  knapp,  für  den  Anfänger  vielleicht  an 
manchen  Stellen  zu  kurz.  Freilich  sagt  Tait  selbst,  er  halte  nichts  von 
dem  Wissen,  welches  zu  leicht  errungen  würde;  doch  dürfte  uns  zu- 
weilen der  Führer  etwas  mehr  Hilfe  an  gedeihen  lassen.  Wie  z.  B.  aus 
den  Gleichungen  .t ^ a 

nicht  die  Folgerung  zulässig  sein  soll,  dass  dann  i,  j  und  k  gleich  j/—  1  und 
mithin  unter  einander  gleich  seien,  ist  wenigstens  nicht  sofort  selbstver- 
ständlich und  hat  zum  Theil  auch  als  Grundlage  für  Herrn  Scheffler 
gedient  in  den  Angriffen,  die  der  gelehrte  Baurath  gegen  die  Werke 
über  diese  Materie  richtete.  Dass  durch  obige  nicht  falschen ,  aber  durch 
eine  bequeme  Schreibweise  ungenau  ausgedrückten  Gleichungen  keine 
Fehler  in  den  Rechnungen  mit  Quaternionen  veranlasst  wurden,  liegt  daran, 
dass  einiges  Ueberlegen  zeigt,  Drehungen  um  zwei  Rechte  seien  nicht 
identisch,  wenn  ihre  Axen  unter  rechten  Winkeln  einander  schneiden. 
Es  ist  daher  ungenau ,  den  Werth  von  Quaternionen ,  die  um  zwei  Rechte 
drehen,  aber  um  verschiedene  Axen,  durch  das  einzige  Zeichen  —  1  zu 
bezeichnen,  woraus  dann  aber  sofort  die  Unzulässigkeit  der  Gleichung 
von  i ,  j  und  k  folgt. 

Wenn  wir  nun  versuchen ,  eine  kurze  Inhaltsangabe  des  Buches  vor- 
zulegen, so  sind  wir  in  der  üblen  Lage,  dem  Kundigen  auf  dem  Gebiete 
der  Quaternionen  Bekanntes  und  daher  vielfach  Ueberflüssiges  vorzu- 
tragen, dem  Unkundigen  aber  Unklares,  weil  nicht  Ausreichendes  unter- 
breiten zu  müssen. 

Nach  einer  historischen  kurzen  Notiz  über  die  älteren  Versuche  geo- 
metrischer Interpretirung  imaginärer  Ausdrücke  giebt  das  erste  Capitel 
die  Addition  und  Subtraction  von  Strecken  in  der  Weise,  wie  dies  von 
Argand  im  Anfang  dieses  Jahrhunderts  zuerst  versucht  wurde,  nämlich 
in  derselben  Art,  wie  Kräfte  summirt  werden,  die  an  demselben  Punkte 
nach  verschiedenen  Richtungen  angreifen.  (Um  ihrem  Landsmanne  die 
Priorität  zu  wahren,  haben  die  Franzosen  jüngst  das  Schriftchen  Ar- 
gand's  bei  Gauthier -Villars  neu  erscheinen  lassen.)  Es  ist  darnach 
eine  räumliche  Strecke  o  nach  Grösse  und  Richtung  ausgedrückt  durch 

wenn  a,  ß  und  y  Einheitsstrecken  in  den  Richtungen  dreier  Axen  sind, 
während  £,  y  und  z  die  Masszahlen  der  in  diesen  Richtungen  genomme- 
nen Goordinaten  des  Endpunktes  von  q  sind.    Die  Verwendbarkeit  dieser 
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geometrischen  Addition  nnd  Subtraction  wird  an  einer  Reihe  interes- 
santer Aufgaben  nachgewiesen. 

Das  eigentliche  Gebiet  der  Quaternionen  betritt  Tait  im  aweiten 
Capitel.  Dort  wird  eine  Quaternion  definirt  als  der  Quotient  sweier 
räumlichen  Vectoren  ß  und  er,  wenn  bei  dieser  Messung  von  ß  durch  a 
zugleich  berücksichtigt  werden  nicht  nur  die  absoluten  Längen  der  Vecto- 
ren, sondern  auch  der  Winkel,  den  die  Vectoren  mit  einander  bilden,  und 
die  Stellung  der  Ebene  dieses  Winkels,  letztere  etwa  bestimmt  durch  das 
Fallen  und  Streichen  dieser  Ebene.  Die  Abhängigkeit  des  geometrischen 
Quotienten  q  =  ß:a  von  den  genannten  vier  Elementen  ist  denn  auch  der 
Grund  des  Namens  der  Quaternionen.  Dem  Nachweis,  dass  jede  der  vier 
Grundrechnungen  mit  Quaternionen  wieder  auf  eine  Quaternion  führt,  ist 
der  übrige  Theil  des  Capitels  gewidmet.  Hierbei  wird  auch  der  Stein 
des  Anstosses  dieser  Theorie  für  Viele  erörtert,  wonach  das  Product  qxqt 
zweier  Quaternionen  nicht  allgemein  gleich  q2qi  ist,  ein  Satz,  der  aber 
leicht  zum  Verständniss  gebracht  wird,  wenn  man  nur  festhält,  dass 
Quaternionen  neue  Zahlwerthe  sind ,  durch  deren  Multiplication  mit  einer 
Strecke  diese  letztere  nicht  blos  verlängert  oder  verkürzt,  sondern  auch 
in  der  Ebene  der  Quaternion  selbst  gedreht  wird.  —  Gilt  so  das  com- 
mutative  Princip  bei  der  Multiplication  von  Quaternionen  nicht,  so  wird 
doch  gezeigt,  dass  das  distributive  und  associative  Princip  auch  hier 
richtig  bleiben,  wonach 

Eine  für  die  Rechnung  höchst  wichtige  Vereinfachung  ergiebt  sich 
aus  dem  Nachweis,  dass  die  Quaternion  zweier  zu  einander  rechtwinkligen 
Einheitsvectoren  dargestellt  werden  kann  durch  einen  dritten  Vector,  der 
senkrecht  zur  Ebene  der  beiden  ersten  ist.  So  ist  z.  B.,  wenn  i,  j  und 
k  drei  Einheitsvectoren  in  den  Richtungen  dreier  zu  einander  rechtwink- 
ligen räumlichen  Azen  sind, 

-r  =  A,     y  =  i     und     -==/, 
so  dass 

«==/*i  /=**!  *=y 

oder  auch  i/£  =  —  1  ist,  Gleichungen,  die  in  dem  Werke  des  Herrn 
Dr.  Scheffler  über  polydimensionale  Grössen  unverdiente  —  weil  auf 
falschen  Voraussetzungen  beruhende  ~-  Angriffe  erlitten.  (Vergl.  des  Re- 
ferenten „Grundlagen  der  Rechnung  mit  Quaternionen*1.) 

Indem  nun  umgekehrt  jeder  Vector  als  Vertreter  einer  Quaternion 
aufgefasst  werden  kann,  ist  es  leicht, 

ß:a~w  +  xi+yj  +  zk 

nachzuweisen ,  d.  h.  die  Darstellung  jeder  Quaternion  in  Form  eines  vier- 
gliedrigen  Ausdrucks,  worin  w,  x,  y  und  z  gemeine  Zahlen,  i,  j  und  k 
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aber  Einheitsvectoren  oder  rechtwinklige  Quaternionen  darstellen.  Die 
Herleitung  einer  Reihe  von  Fundamentalformeln  bildet  den  Rest  des 
Capitels. 

In  Capitel  III  wird  die  leichte  geometrische  Deutung  vieler  Formeln 
geseigt,  zugleich  aber  auch  die Mannichfaltigkeit  von  Umformungen,  deren 
diese  Formeln  fähig  sind.     So  stellen 

iW.;    rg)-i,   (sff-(rij-i 

etc.  etc.  lauter  Quaternionengleichungen  der  Kugelfläche  dar,  wobei  jede 
ein  Ausdruck  einer  charakteristischen  Eigenschaft  dieses  geometrischen 
Gebildes  ist. 

Die  Grundgleichungen  der  ebenen  und  sphärischen  Trigonometrie 
finden  ebenfalls  ihre  Ableitung.  —  Zum  Schlüsse  des  Capitels  ist  nach- 
gewiesen, wie  auch  ^—1,  das  Imaginäre  der  Algebra,  bei  Rechnungen 
mit  Quaternionen  dann  wieder  eintritt,  wenn  z.  B.  die  Schnittpunkte  geo- 
metrischer Gebilde  gesucht  werden,  die  nicht  zu  reellen  Schnitten  gelangen. 
Jetzt  ist  aber  ]/—l  kein  Vector,  sondern  eine  richtungslose  Zahl. 

Der  folgende  Abschnitt  beschäftigt  sich  mit  der  Differentiation  vou 
Quaternionen.  Wegen  der  Nicbtvertauschbarkeit  der  Factoren  bietet  diese 
Rechnung  Schwierigkeiten,  die  sich  nach  Hamilton 's  Ansicht  nicht  an- 
ders lösen  lassen,  als  durch  Zurückgreifen  auf  die  Definition  des  Diffe- 
rentials, wie  sie  Newton  gegeben  hat  und  von  welcher  die  jetzt  in  der 
Analysis  übliche  nur  ein  besonderer  Fall  ist.  Ist  nämlich  r=*F(q)y  so 
ist  nach  Newton 

dr=dF{q)  =  lim*{F(q  +  -l)-F{q)) 

für  n  gleich  od.  Nach  dieser  Definition  brauchen  dr  und  dg  nicht  un- 
endlich klein  zu  sein,  eine  Annahme,  die  daher  auch  bei  Functionen  von 
Quaternionen  nicht  gemacht  wird.  Unter  Voraussetzung  gewöhnlicher  Func- 
tionen, d.  h.  solcher,  worin  die  variabelen  Grössen  keine  Quaternionen 
sind,  führt  übrigens  die  obige  Definition  des  Differentials,  wie  man  leicht 
sieht,  zu  denselben  Ergebnissen,  wie  die  gewöhnliche  Differentialrechnung. 
Die  Engländer  erwähnen  mit  einer  gewissen  Genugthuung,  dass  bei  dieser 
Erweiterung  der  allgemeinen  Arithmetik  auf  die  vielfach  etwas  verächtlich 
behandelte  Methode  Newton's  zurückgegriffen  werden  musste. 

Doch  nicht  blos  die  Differentiation  der  Quaternionfunctionen  bietet 
Schwierigkeiten  wegen  der  Nichtcommutativität  der  Producte,  auch  die 
Lösung  von  Gleichungen,   selbst  ersten  Grades,   wird  dadurch  erheblich 

erschwert.     So  ist  z.  6.  aus 

aq  +  qb  =  c, 

worin  alle  Grössen  Quaternionen  sind,  durchaus  nicht  gestattet, 
(a  +  b)q  =  c     und     q  =  ~j-i 
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zu  setzen ,  sondern  nur  auf  Umwegen  gelangt  man  zu  einem  Werthe  von 
q.  —  Hamilton  bat  eine  „  bewundern  8  werthe  u  Methode  gegeben ,  eine  jede 
Qnaternionengleichnng  ersten  Grades  an  lösen;  dieselbe  ist  in  Capitel  V 
von  Tait  abgekürzt  'reproducirt. 

Die  Capitel  VI  bis  XI  sind  den  Anwendungen  der  Quaternionen 
gewidmet.  So  werden  in  dem  VI.  Capitel  Aufgaben  aus  der  analytischen 
Geometrie  der  Geraden  und  der  Ebene  gelöst,  in  Capitel  VII  solche  über 
die  Kugel-  und  Kreiskegelfläche.  Hier  und  in  Capitel  VlII,  der  Unter- 
suchung der  Flächen  zweiten  Grades,  zeigt  sich  erst  die  Mächtigkeit  des 
neuen  Werkzeuges.  Den  krummen  Linien  und  Flächen  überhaupt  ist 
das  IX.,  Untersuchungen  aus  der  Mechanik  und  Physik  sind  das  X.  and 
XI.  Capitel  gewidmet.  Dass  diese  Untersuchungen  mit  zu  den  interessan- 
testen gehören,  ist  bei  der  wissenschaftlichen  Stellung  Tait 's  und  bei  dem 
Charakter  der  Methode,  die  ja  den  Vector  nicht  als  todte  Linie,  son- 
dern als  Vertreter  von  Translationen  und  Rotationen  einführt,  nicht  anders 
zu  erwarten;  kann  man  ja  aus  Symbolen  nichts  herauslesen,  was  nicht 
durch  Definition  hineingelegt  ist. 

Das  Buch  ist  ganz  besonders  Denen  zu  empfehlen,  die  rasch  in  die 
Methode  und  deren  Anwendungen  in  der  Physik  eingeführt  sein  wollen, 
und  wir  dürfen  hoffen,  dass,  trotz  unmotivirter  Nörgelei  an  der  Methode» 
mit  dem  Erscheinen  der  Werke  von  Tait  und  Hamilton  in  deutscher 
Sprache  auch  .die  Sprödigkeit  etwas  nachlässt,  mit  der  bis  jetzt  deutsche 
Mathematiker  einem  Gebiete  gegenübergestanden  haben,  dem  doch  auch 
schon  Gauss  und  Cauchy  vor  mehr  denn  25  Jahren  einen  Theil  ihrer 
Aufmerksamkeit  zuwendeten  —  Letzterer  wahrscheinlich  angeregt  durch 
unsern  Landsmann  Grassmann.  ™  Unverzagt 


Scheffler,  Dr.  H.,  Die  polydimensionalen  Grössen  und  die  vollkom- 
menen Primsahlen.     Braunschweig,  bei  Vieweg  und  Sohn. 

Das  vorliegende  Werk  steht  in  engster  Verbindung  mit  zwei  anderen 
Werken  desselben  Verfassers,  mit  dem  „Situationscalcul"  und  den,, Natur- 
gesetzen u,  indem  es  im  Ganzen  eine  Erweiterung  des  erstem  und  eine 
Einleitung  in  letzteres  bezweckt;  es  bietet  eine  vollständige  Theorie  des 
Situationscalcul8 ,  Anwendungen  desselben  auf  Zahlentheorie  und  Geo- 
metrie, namentlich  auf  den  vierdimensionalen  Baum,  und  verbindet  da- 
mit eine  scharfe  Polemik. 

Der  Situationscalcul  bezweckt,  das  Rechnen  mit  eomplexen  Zahlen 
auf  ein  aus  beliebig  vielen  Einheiten  gebildetes  Grössengebiet  zu  über- 
tragen. Wir  wissen  durch  Weierstrass,  dass  hierfür  die  gewöhnlichen 
Multiplications-  und  Divisionsgesetze  nicht  bestehen  bleiben  können.  Der 
Versuch  des  Verfassers  hat  den  Vorzug,  dass  er  für  w  =  2  mit  den  ge- 
wöhnlichen  complexen   Zahlen   identisch   wird   und   für  n  =  3   in   engste 
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Beziehung  zum  Euklidischen  Baume  tritt.  Es  sei  gestattet,  mit  einigen 
Worten  darauf  einzugehen.  Um  die  Strecke  OA  zu  bestimmen,  welche 
vorn  Scheitel  0  eines  rechtwinkligen  Coordinatensystems  nach  einem  be- 
liebigen Punkt  A  gezogen  ist,  wählt  Herr  Scheffler  die  Frojectionen 
von  OA  auf  die  Axen  zu  cartesischen ,  und  zu  Polarcoordinaten  ausser 
der  Länge  a  den  Winkel  XOA  =  ct  und  den  Neigungswinkel  ß  von  XOA 
zu  XOF;  dann  erscheint  OA  in  den  drei  Formen 

a ePiefiti  =  a  (cos  et  + i  sin  et  cos  ß  +  iit  sin  a  sin  ß)s=x-\-yi  +  z iiv 

Die  Multiplicationsgesetze  ergeben  sich  dann  aus  der  Gleichung 

Die  Anwendung  der  dritten  Form  würde  schon  bei  der  Multiplication  zu 
irrationalen  Ausdrücken  von  geringer  Uebersichtlichkeit  führen.  Ganz 
ähnlich  wird  die  Rechnung  mit  Ausdrücken  von  der  Form  aeaieP **&'*... 
Für  diese  allgemeinen  Grössen  hat  nun  der  Verfasser  die  Theorie  der 
Primzahlen  untersucht  und  ist  dabei  durch  eine  einfache  Deduction  zu 
folgenden  allgemeinen  Sätzen  gelangt:  Jede  reelle  Zahl  kann  als  Product 
von  mehreren  Zahlen  des  polydimensionalen  Gebietes  dargestellt  werden, 
und  zwar  bedarf  eine  Primzahl  von  der  Form  2r— ,(2«  +  l)  — 1  zu  ihrer 
Zerlegung  r-dimensionale  Grössen;  wenn  sich  dagegen  eine  Zahl  aus 
einem  ft-dimeusionalen  Gebiete  nicht  in  Factoren  desselben  Gebietes 
zerlegen  lässt,  so  ist  es  auch  unmöglich,  sie  in  («  + m)-dimensionale 
Factoren  zu  zerlegen,  sie  ist  nach  dem  Ausdruck  des  Verfassers  eine 
vollkommene  Primzahl. 

Auch  für  manche  geometrische  Probleme  ist  der  Calcul,  wie  das 
Werk  zeigt,  mit  Vortheil  zu  benutzen.  Es  sind  dies  die  Sätze  über  das 
sphärische  Dreieck,  Beziehungen  zwischen  den  Seiten  und  Winkeln  eines 
Raumpolygons  und  einer  körperlichen  Ecke.  Alle  diese  und  einige  ähn- 
liche Sätze  ergeben  sich  mit  überraschender  Einfachheit  und  erscheinen 
zum  Theil  in  einem  ganz  neuen  Lichte.  Wir  bedauern  daher,  dass  der 
Situationsealeul  so  wenig  bekannt  und  seine  Anwendung  für  schwierigere 
Probleme  noch  gar  nicht  versucht  ist. 

Von  höherer  Bedeutung,  als  die  Anwendungen,  sind  für  Herrn  Scheff- 
ler die  Principien  des  Calculs,  da  sie  nach  seiner  Ansicht  von  ganz 
genereller  arithmetischer  Natur  sind,  sich  aus  den  Entwickelungen  der 
allgemeinen  Begriffe  von  Grössen  und  Grössenveränderungen  ergeben 
und  auf  jedes  wirkliche  Grössengebiet  Anwendung  erleiden.  Wenn  diese 
Ansicht  berechtigt  wäre,  so  würde  neben  der  principiellen  Wichtigkeit 
die  Frage  nach  den  Anwendungen  kaum  in  Betracht  kommen;  aber  die 
ganze  Herleitung  der  Operationsgesetze  wird  sicherlich  nur  wenig  Freunde 
finden.  Die  gebräuchliche  Herleitnng  wird  vollständig  verworfen;  viel* 
mehr  soll  zwischen  der  Numeration  als  Zählung,  der  Addition  als  Ver- 
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einigung  and  der  Mnltiplication  ein  wesentlicher  Unterschied  bestehen. 
Additionen  and  Mnltiplication en  werden  als  primäre,  secundäre  etc.  unter- 
schieden ;  die  secundäre  Addition  von  Linien  soll  z.  B.  ihre  Länge  un- 
geändert  lassen ,  dagegen  auf  die  unendlich  kleine  Breite  einwirken.  Die 
primäre  Mnltiplication  soll  eine  Verhältnissänderung  des  Multiplicands 
sein,  d.  h.  eine  Veränderung  aller  seiner  Theile  nach  einem  und  dem- 
selben Verhältniss,  ohne  irgend  eine  Aenderung  der  Anzahl,  noch  des 
relativen  Ortes  dieser  Theile.  Dagegen  ist  die  secundäre  Mnltiplication, 
die  Declination,  eine  Veränderung  des  Verhältnisses  zur  Grundrichtung; 
die  tertiäre,  die  Inclination,  eine  relative  Bewegung  um  die  Grandaxe 
im  Grundraume  u.  8.  w.  Das  ist  in  Kürze  die  Grundlage,  auf  welcher 
der  Verfasser  sein  System  aufbaut.  Nach  unserer  Ansicht  sind  diese 
Definitionen  ganz  willkürlich;  sie  sind  ferner  höchstens  für  den  Eukli- 
dischen Baum  berechtigt,  und  zwar  kann  die  Berechtigung  nicht  von 
vorn  herein  bewiesen  werden;  schliesslich  aber  müssen  wir  hervorheben, 
dass  die  Gesetze  nicht  direct  aus  diesen  Definitionen  hergebildet  werden 
können,  sondern  sich  entweder  nur  auf  die  Anschauung  oder  die  Ana- 
logie stützen. 

So  ist  es  nach  unserer  Ansicht  nur  die  Analogie,  welche  den  Ver- 
fasser zu  seinen  Gesetzen  über  den  vierdimensionalen  Raum  führt  Wäh- 
rend für  Linien  und  Flächen  die  Gesetze  der  secundäre n  Mnltiplication 
mit  der  Anschauung  der  Drehung  tibereinstimmen,  soll  ein  Körper  r  (etwa 
ein  rechtwinkliges  Parallelepipedon) ,  weil  r  durch  die  secundäre  Mnlti- 
plication die  Form  r  cos  a  +  ir sin  a  annimmt,  bei  der  Drehung  in  zwei 
Körper  verwandelt  werden,  von  denen  der  eine,  rcosa,  aus  dem  ur- 
sprünglichen durch  Compression  der  Höhe  entsteht,  während  der  andere 
als  eine  Verdichtung  der  Grundfläche  zu  denken  ist.  Entsprechende 
Festsetzungen  werden  für  die  Inclination  und  für  die  quaternäre  Mnlti- 
plication getroffen.  So  gelangt  der  Verfasser  zu  dem  Resultate,  dass 
der  vierdimensionale  Raum  begrifflich  ans  dem  dreidimensionalen  erhalten 
werde,  indem  man  die  demselben  anschaulich  zukommende  Dichtigkeit 
Null  jeden  beliebigen,  positiven  oder  negativen-  Werth  annehmen  lässt. 
Aus  dieser,  unseres  Erachtens  gestatteten,  aber  nicht  nothwendigen  Vor- 
stellung leitet  der  Verfasser  eine  Reihe  schöner  Folgerungen  her,  z.  B. 
dass  mindestens  fünf  Körper  erforderlich  seien,  um  einen  Raum  von 
vier  Dimensionen  vollständig  zu  begrenzen;  dass  Körper  des  Anschaunngs- 
raumes  durch  den  vierdimensionalen  hindurch  in  ihre  symmetrische  Lage 
übergeführt  werden  können.  Dennoch  müssen  wir  hervorheben ,  dass  das 
Gebotene  keineswegs  ausreicht,  die  betreffende  Raumform,  namentlich 
ihre  Bewegungen  vollständig  zu  charakterisiren. 

Diese  Theorie  giebt  dem  Verfasser  Anlass  zu  einer  äusserst  heftigen 
Kritik  fremder  Leistungen.  Alles  im  Einzeluen  zu  widerlegen ,  gestattet 
der  Raum  nicht;  einige  Punkte  müssen  jedoch  erwähnt  werden. 
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Hamilton'*  Qnaternionen  sind  nach  Herrn  Scheffler  eine  Ver- 
irrung,  ein  Zanbereinmaleins,  gehören  einem  Zauberlande  an;  die  Qna- 
ternionen mit  complexen  Argumenten  bilden  für  ihn  den  Gipfel  der 
Begriffsverwirrung.  Die  Gründe,  womit  er  solche  Aussprüche  glaubt  be- 
gründen zu  können,  sind  grösstenteils  seiner  oben  skizzirten  Theorie 
entnommen:  so  soll  j/—  1  nur  einen  einzigen  Wertb  haben  können,  und 
nach  philosophischen  Frincipien  soll  ein  Product  von  der  Reihenfolge 
der  Factoren  unabhängig  sein.  Er  fügt  noch  einige  Rechnungen  bei,  um 
Widersprüche  im  Calcul  selbst  nachzuweisen;  aber  diese  stützen  sieb 
wesentlich  darauf,  dass  er  den  Factoren  eine  andere  Reihenfolge  beilegt, 
als  Hamilton,  und  dass  er  die  Gesetze  über  das  Kürzen  von  Brüchen 
auch  im  Quaternionencalcul  allgemein  als  giltig  annimmt.  Eine  Wider- 
legung im  Einzelnen  ist  um  so  weniger  nothwendig,  als  nach  einer  Be- 
merkung des  Herrn  Frobenius  (Borchardt's  Journal,  Bd.  84  S.  62) 
das  Rechnen  mit  Qnaternionen  auf  gewisse  Transformationen  hinauskommt 
und  schon  deshalb  keinen  innern  Widerspruch  enthalten  kann.  Wenn 
aber  Herr  Scheffler  glaubt,  sein  Situationscalcul  führe  bei  geome- 
trischen Problemen  leichter  zum  Ziele  und  die  Quaternionen  müssten 
fortwährend  die  Anschauung  zu  Hilfe  nehmen,  so  dürfte  ihn  wohl  ein 
Einblick  in  die  Werke  von  Hamilton  und  von  Tait  vom  Gegentheil 
überzeugen. 

Wäre  dem  Verfasser  die  erste  „ Ausdehnungslebre"  Grassmann's 
vom  Jahre  1844  bekannt  geworden,  so  würde  er  schwerlich  seine  An- 
griffe gegen  Grassmann  aufgestellt  haben. 

Auf  die  Kritik  der  Dissertation  Riemann 's  und  seiner  philoso- 
phischen Studien  gehen  wir  nicht  ein,  dagegen  müssen  wir  die  Angriffe 
auf  dessen  Habilitation s Vorlesung  kurz  erwähnen.  Dass  dieselben  in  der 
Verwerfung  der  nicht- euklidischen  Geometrie  gipfeln,  ist  selbstverständ- 
lich. Hätte  der  Verfasser  statt  dieser  nur  für  den  mündlichen  Vortrag 
bestimmten  Abhandlung  andere  Arbeiten  seinem  Angriffe  zn  Grunde  ge- 
legt, so  würde  er  gefunden  haben,  dass  seine  Bedenken  schon  öfters 
widerlegt  sind.  Da  Riemann  den  Weg  nicht  angiebt,  auf  dem  er  zu 
seinen  Resultaten  gelangt  ist,  so  nimmt  Herr  Scheffler  an,  die  Defi- 
nitionen und  Formeln  seien  willkürlich  aufgestellt,  und  glaubt  weitläufig 
gegen  ein  solches  Verfahren  polemißiren  zu  sollen.  Er  verwirft  den 
Ausdruck  „mehrfach  ausgedehnte  Mannichfaltigkeit";  dem  Worte  „ Krüm- 
mung ",  welches  bei  Riemann  eine  rein  analytische  Bedeutung  hat,  legt 
er  die  betreffende  geometrische  Anschauung  bei  und  gründet  darauf  seine 
Polemik. 

Wenn  der  Herr  Verfasser  seinem  Situationscalcul  nur  eine  innere 
Berechtigung  zuschreiben  wollte,  ohne  ihn  als  die  einzig  mögliche  Rech- 
nungsart mit  n  -  fach  complexen  Grössen  aufzustellen ,  so  würden  wir  ihm 
gern  beistimmen.    Aber  eine  philosophische  Begründung,  mit  welcher  die 
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Qnaternionen    und    die    nicht -euklidischen  Raumformen    nicht  bestehen 

können,   trägt  trotz   mancher  interessanter  Seiten   den  Beweis  der  Un- 
richtigkeit in  sich. 

Brilon.  Dr.  Killinq. 

Unverzagt,  Prof.,  lieber  die  Grundlagen  der  Rechnung  mit  Qnaternionen. 

Osterprogramm    der    städtischen   Realschule    zweiter   Ordnung   zu 

Wiesbaden.  1881. 
Vorstehende  Anzeige  war  bereits  geschrieben,  als  mir  das  vorliegende 
Programm  zugesandt  wurde.  Da  die  Abhandlung  besondere  Rücksicht 
auf  das  Werk  des  Herrn  Scheffler  nimmt,  ßo  scheint  es  angemessen, 
sie  im  Anschluss  an  das  vorangehende  Referat  kurz  zu  besprechen.  Die 
Arbeit  verdient  schon  deshalb  weitere  Beachtung,  da  sie  eine  äusserst 
klare  elementare  Entwicklung  der  Principien  des  Quatemionencalculs 
bietet,  wobei  längere  Rechnungen  unterdrückt  sind,  wenn  ihre  Mittheilung 
den  Ueberblick  erschwert  hätte.  Die  an  sich  schon  interessante  Dar- 
legung wird  angenehm  belebt  durch  zahlreiche  geschichtliche  Notizen 
über  Qnaternionen  und  verwandte  Rechnungsarten.  (Dabei  muss  jedoch 
bemerkt  werden,  dass  Grassmann 's  „Ausdehnungslehre  vom  Jahre 
1862 "  nicht  die  zweite  Auflage  des  1844  erschienenen  Werkes,  sondern 
ein  neuer  Aufbau  der  Theorie  ist.)  An  passenden  Stellen  werden  die 
Angriffe  des  Herrn  Scheffler  vollständig  widerlegt.  Diese  Verteidigung 
sticht  schon  in  ihrem  ruhigen  und  sichern  Tone  vortheilhaft  gegen  dieses 
Werk  ab,  lässt  aber  an  Klarheit  und  Gründlichkeit  nichts  zu  wünschen 
übrig.  Vielleicht  hätte  der  Verfasser  gut  gethan,  an  einzelnen  Stellen 
mehr  die  innere  Notwendigkeit  der  getroffenen  Festsetzungen  zu  be- 
tonen, statt  sich,  was  freilich  hinreichend  ist,  mit  dem  Beweise  der  Er- 
laubtheit  zu  begnügen.  Einige,  zum  Theil  ungenaue  Bemerkungen  auf 
Seite  4,  15  und  16,  welche  mit  dem  Gegenstande  nur  in  loser  Verbin- 
dung stehen,  nöthigen  zu  folgender  literarischen  Notiz.  Herr  Weier- 
strass  liefert  in  seinen  Vorlesungen  den  Beweis  des  Satzes,  dass  für 
Zahlen,  welche  aus  mehr  als  zwei  Grundeinheiten  gebildet  sind,  die 
Regeln  des  gewöhnlichen  Rechnens  nicht  bestehen  können.  Eine  ältere 
Form  dieses  Beweises  hat  Herr  Kossakl871  veröffentlicht.  Her  Hazzi- 
dakis  hat  diese  Theorie  weiter  verfolgt  und  ist  zu  einer  Reihe  von 
Sätzen  für  solche  Grössengebiete  gelangt,  für  welche  die  Additions-  und 
Multiplicationsregeln  gelten,  aber  ein  Product  verschwinden  kann,  ohne 
dass  ein  Factor  Null  ist.  Wie  Herr  Frobenius  (Borcbardt's  Journal, 
Bd.  84)  erwähnt,  kann  man  durch  Verbindung  von  linearen  Transfor- 
mationen eine  Rechnungsart  schaffen,  in  welcher  nur  das  commutative 
Gesetz  der  Multiplication  wegfällt.  Am  Ende  seiner  Abhandlung  legt 
er  sich  die  Frage  vor,  welches  geschlossene  System  von  Transformationen 
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so  beschaffen  sei,  dass  die  Multiplication  nicht  verschwindender  Factoren 
niemals  Null  ergebe,  und  findet,  dass  nur  die  reellen,  die  gewöhnlichen 
complexen  Zahlen  nnd  die  Qnaternionen  dieser  Bedingung  genügen. 
Dadurch  dürfte  auch  die  Vermutbung  des  Verfassers  (S.  19)  ihre  Bestä- 
tigung finden,  dass  die  Elemente  der  Kinematik  die  Substrate  dieser 
Untersuchungen  sind. 

Brilon.  Dr.'KiLLiNG. 

Lehrbuch  der  Differential-    und  Integralrechnung.     Von  Dr.  J.  Wor- 
pitzky,  Professor  an  der  königl.  Kriegs  -  Akademie  und  am  Fried- 
richs -Werder'schen  Gymnasium   zu  Berlin.     Mit   81    in  den  Text 
eingedruckten  Holzschnitten.     Berlin  1880,  Weidmännische  Buch- 
handlung.    XX,  784  S. 
Ein  eigenartiges  Buch,  nach  Inhalt,  Anordnung  und  Beweisführung 
vielfach  abweichend   von  Werken  gleichen  Titels,   so  viele  es  deren  in 
verschiedenen  Sprachen   giebt.     Dem  Inhalte  nach   begegnen  wir  neben 
der    Ableitung   von    Differentialquotienten    und    Integralen,    neben    den 
bekannten  Anwendungen  auf  Reibenentwickelungen  von  Functionen ,  auf 
Maximal-  und  Minimalwerthe,  auf  Ermittelung  des  Sinnes  unbestimmter 
Functionalformen ,  neben  der  Erörterung  geometrischer  Sätze  noch  einer 
ziemlich    beträchtlichen  Anzahl    von  Reihen-    und   Producten folgen   mit 
Einschlüge  ihrer  Convergenzbedingungen ,   welche  insgemein  in   der  so- 
genannten   algebraischen   Analysis  als  einer  besondern  Abtheihing    der 
Mathematik  bebandelt  zu  werden  pflegen ,  begegnen  wir  wichtigen  Sätzen 
aus  der  Theorie  der  Gleichungen   und   den  Anfängen   der  Functionen- 
theorie,  vermissen  wir  dagegen  Alles,  was  auf  Integration  von  Differen- 
tialgleichungen sich  bezieht.     Die  Anordnung  betreffend,  heben  wir  nur 
fast  auf's   Oerathewohl  hervor,   in   welcher  Reihenfolge  gewisse  Haupt- 
materien abgehandelt  sind. 

S.  42  ist  das  bestimmte  Integral  als  Reihensumme  definirt;  S.  82  ist 

d*u  d*u 

ä — ^—  =o — 7T~  bewiesen;  S.  102  ist  der  Taylor' sehe  Satz  abgeleitet, 
dx.oy      dy.dx  J  ° 

S.  164  ist  von  dem  sogenannten  C  au  cby'  sehen  Haupt  wert  he  divergen- 
ter Integrale  die  Rede;  S.  202  kommen  Aequivalente  von  infinitären 
Functionen  in  Frage,  insofern  q>(&)9  f{p&)  als  äquivalent  gelten ,  voraus- 
gesetzt, dass  lim-\~  =  i^  die  Grenze  auf  ein  x  bezogen ,  welches  beide 
q>[x) 

Functionen  unendlich  gross  oder  unendlich  klein  werden  lässt;  S.  303 
erscheint  der  Definitionslehrsatz  von  der  Differenzirbarkeit  monogener 
Functionen  nach  £  +  ty;  S.  378  beginnt  die  Auswerthung  unbestimmter 
Formen,  an  weichte  die  Lehre  von  den  Partialbrüchen  sich  anschließet; 
8.459  ist  das  Euler'scbe  Integral  erster  Gattung,   S.  501  die  Gamma- 

Hlii.-m.  Abthlg.  d.  ZelUohr.  f.  M»th.  o.  Fhyi.  XXVII,  2.  6 
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function  als  unendliches  Product  dargestellt;  S.  551  hebt  das  Capitel 
über  Maxima  und  Minima  stetiger  Functionen  an;  von  8.  581  bis  zum 
Schlüsse  finden  wir  endlich  einen  Anhang  über  die  wichtigsten  geome- 
trischen Anwendungen.  Dass  bei  solcher  Anordnung,  die  wohl  in  keinem 
einzigen  Werke  verwandten  Inhalts  in  gleicher  Weise  getroffen  werden 
wird,  fast  sämmtliche  Beweisführungen  wenigstens  der  ersten  Hälfte  des 
Bandes  wesentlich  anders  sein  müssen,  als  man  es  gewöhnt  ist,  versteht 
sich  von  selbst. 

Es  fällt  uns  nicht  ein,  dem  Verfasser  dieses  Systems,  worunter  wir 
sowohl  den  Inhalt,  als  besonders  die  Anordnung  verstehen,  welcher  sein 
Buch  einen  grossen  Theil  des  ihm  anhaftenden  Interesses  verdankt,  das- 
selbe verübeln  zu  wollen.  Es  fällt  uns  noch  weniger  ein,  es  für  das 
allein  richtige  zu  erklären,  dem  zu  Liebe  alle  abweichenden  Anordnungen 
verlassen  werden  müssten.  Vielleicht  wird  das  frühzeitige  Vermengen 
von  Differential*  und  Integralrechnung,  welches  seit  einigen  Jahrzehnten 
in  Vorlesungen  und  Büchern  sich  Bahn  bricht,  mehr  und  mehr  in  vor- 
wiegende Uebung  treten ,  allein  im  Uebrigen  dürfte  es  dem  Mathematiker 
der  Zukunft,  wie  der  Vergangenheit  gestattet  bleiben,  auf  eigene  Facon 
selig  zu  werden.  Gewiss  soll  und  muss  jeder  gewissenhafte  Lehrer  von 
der  vorwiegenden  Trefflickkeit  seines  eigenen  Ganges  aufs  Tiefste  über- 
zeugt sein ,  denn  sonst  würde  er  ihn  nicht  wählen ;  aber  ein  wenig  Nach- 
sicht gegen  Andersdenkende  ist  doch  wohl  am  Platze.  Insbesondere  dürfte 
eine  Vorrede,  welche  weniger  streitsüchtig  gehalten  wäre,  dem  Leser 
jedenfalls  ein  günstigeres  Vorurtheil  erwecken.  Wir  verhehlen  es  nicht, 
dass  Herrn  Worpitzky's  Vorrede  den  entgegengesetzten  Eindruck  bei 
uns  hervorgerufen  hat  und  dass  es  in  unseren  Augen  ein  grosse«  Lob 
des  Werkes  enthält,  wenn  wir  ferner  bekennen,  dass  wir  im  Weiterlesen 
die  Vorrede  vergessen  haben. 

Für  die  Beweisführungen  ist  es  kennzeichnend,  dass  Herr  Wor- 
pitzky  sich  nirgends,  am  Anfange  60  wenig,  wie  am  Schlüsse  des  Wer- 
kes, scheut,  die  Schwierigkeiten  deutlich  hervortreten  zu  lassen.  Ob  ein 
Schüler,  der  zum  ersten  Male  mit  der  Analysis  bekannt  wird,  diesen 
Feinheiten  folgen  kann,  wissen  wir  nicht,  das  ist  Sache  einer  Erfahrung, 
welche  wohl  nur  dem  Verfasser  selbst  zur  Verfügung  steht;  aber  das 
wissen  wir,  dass  der  Schüler,  welcher  im  Stande  war,  einen  so  gegebenen 
Unterricht  zu  geniessen,  vortrefflich  vorbereitet  sein  muss,  jeden  noch 
so  schwierigen  Gegenstand  höherer  Mathematik  in  sich  aufzunehmen  und 
die  in  jenen  Gebieten  so  nothwendige  Zweifelsucht  an  der  Strenge  der 
Entwickelungen  vollauf  erworben  hat.  Um  an  einigen  Beispielen  kennt- 
lich zu  machen,  von  welchen  Schwierigkeiten  wir  reden,  bemerken  wir, 

dass  schon  S.  8  die  Function  y  = p    auftritt,   die  an  der  Stelle 

ä+io1^ 

i 


Recensionen.  75 

ar  =  l'eine  Unstetigkeit  in  Gestalt  eines  Sprunges  von  endlicher  Grösse 


1  /t*+-M"' 


darbietet;  8.  88  ist  nachgewiesen,  dass  das  Integral    /  [  x-\ \  \  äy 

ll  +  vVj 

.  c 

nicht  ohne  Weiteres  nach  seiner  oberen  Grenze  differentiirt  werden  darf, 

weil    der   Differentialquotient   bei    y  =  0    einen   Sprung  von   der   Grösse 

/        1  \»  1 

#"  —  (#  +  —)    macht;    S.  217  ist  an  der  Entwickelnng  — —  =(1  —  x)x° 

+  (l-a:)a:2+(l-a:)rc*  +  ...  +  (J-a:)a:2r+...,  welche  für  -l<a<l 
giltig  ist,  gezeigt,  dass  bei  jc  =  1  die  bis  dahin  continnirliche  Reihe 
rechts  vom  Gleichheitszeichen  aufhört,  dem  Snbstitntionswerthe  £  zu  ent- 
sprechen, der  bei  x  =  \  aus  dem  geschlossenen  Ausdrucke  links  hervor- 
geht, so  dass  Grenzwerth  und  Substitutionswerth  als  wohl  zu  unterscheid 

/•      1 

dende  Begriffe  erscheinen;  8.  582  ist  an  der  Curve  y=l$in—dx  gezeigt, 

dass  dieselbe  an  dem  Punkte,  dessen  Abscisse  Null  ist,  keine  Tangente 
besitzt  u.  s.  w.  Dass  bei  dieser  Neigung  zur  Strenge  die  Convergenz  von 
bestimmten  Integralen  und  von  unendlichen  Reihen  besonders  genau 
untersucht  wird,  bedarf  kaum  der  Erwähnung.  Die  Convergenz  der 
Reihen  wird  auf  die  von  Integralen  zurückgeführt,  und  bei  dieser  spielt 
neben  und  mit  Cauchy's  singulären  bestimmten  Integralen  (S.  51  flgg.) 
namentlich  die  Function  fijc.llx,Px .  ..ln—1x.(lnx)1+P  eine  Hauptrolle, 
deren  Graduirung  (d.  h.  Untersuchung  des  Ordnungsgrades,  in  welchem 
sie  unendlich  wird)  S.  148  erörtert  ist,  und  welche  dann  8.  202  flgg. 
als  Aequivalent  verwerthet  wird. 

An  verschiedenen  Stellen  sind  die  Erfinder  der  betreffenden  Sätze 
namhaft  gemacht.  Vermuthlich  durch  einen  Druckfehler  ist  8.  108  von 
der  Le gen dre' sehen  Form  des  Restes  der  Taylor' sehen  Reihe  die 
Rede,  wo  es  die  Lagrang e* sehe  Form  heissen  soll.  Etwas  zweifelhafter 
sind  wir,  ob  8.  81  die  sogenannte  Bern oulli* sehe  Schlussweise  von  n 
auf  ft  +  1  nur  durch  einen  Druckfehler  für  Johann  Bernoulli  be- 
ansprucht ist.  Thatsächlich  hat  nicht  Johann,  sondern  Jacob  Ber- 
noulli in  den  Acta  eruditorum  vom  September  1686  p.  360  die  Methode 
bekannt  gemacht,  welche  übrigens  richtiger  die  Pascal* sehe  Methode 
genannt  würde,  da  auch  dieser  Mathematiker  sich  ihrer  bereits  mit  dem 
vollen  Bewusstsein  ihrer  Brauchbarkeit  bediente.  Die  Verweisungen  hätten 
übrigens  vielfach  vermehrt  werden  können.  So  hätte  die  bedingte  Con- 
vergenz die  passendste  Gelegenheit  geboten,  den  Namen  Di  richtet' 8 
zu  nennen;  so  wäre  der  Integralsinus  und  Integralcosinus  Schlömilch's» 
welche  S.  481  vorkommen,  ihrem  Bearbeiter  zuzuweisen;  so  hätte  Eule r's 
Satz  von  den  homogenen  Functionen  8.  665  als  solcher  besonders  genannt 
werden  sollen.     Dagegen  würden  viele  Leser  auf  Neubezeichnungen ,  wie 
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Tieffunctionen  statt  Binomialcoefficienten  (S.  76) ,  oder  das  neue  Loga- 
rithmen zeichen  (8.  23,  126  und  mehr),  oder  M  statt  C  für  die  Euler'Whe 
Constante  (8.  490)  mathmasslich  gern  vernichten. 

Wir  haben  einige  wenige  Ausstellungen  uns  gestattet;  wir  könnten 
sie  vermehren.  Ist  es  doch  fast  selbstverständlich,  dass  bei  so  mannich- 
faltigen  Neuerungen,  wie  das  vor  uns  liegende  Werk  sie  darbietet,  nicht 
eine  jede  jeden  Leser  befriedigt,  auch  nicht  immer  befriedigen  kann. 
Aber  die  Thatsache,  dass  in  einem  so  vielbehandelten  Gegenstände  Neue- 
rungen überhaupt  auftreten,  und  gar  in  solcher  Anzahl,  ist  unter  allen 
Umständen  anzuerkennen  und  wird  gewiss  dem  Worpitzky' sehen  Buche 
die  Gefahr  ersparen, %todtgesch wiegen  zu  werden.  Cantor 


Darstellende  Geometrie ,  bearbeitet  von  Dr.  Richard  Heger,  Gymnasial* 
lehrer  u.  a.o.  Hon. -Professor  am  königl.  Polytechnikum  zu  Dres- 
den. Breslau  1880,  bei  Eduard  Trewendt.  118  S.  XII  lithogr. 
Tafeln. 
Mit  dieser  Schrift  schliesst  der  I.  Band  des  mathematischen  Hand- 
buches der  Encykiopädie  der  Naturwissenschaften,  welcher  dadurch  die 
Stärke  von  41  Druckbogen  erreicht  hat.  Gehört  die  darstellende  Geo- 
metrie zur  elementaren  Mathematik  oder  gehört  sie  bereits  den  einiger- 
massen  höheren  Theilen  an?  Der  Verfasser  hat  die  Frage  im  enteren 
Sinne  entschieden,  indem  er  seine  Bearbeitung  noch  im  ersten  Bande 
erscheinen  Hess.  Der  Leiter  des  mathematischen  Theiles  der  Encyklo- 
pädie  neigte  vielleicht  der  zweiten  Meinung  zu  und  übertrug  deshalb  die 
Bearbeitung  der  darstellenden  Geometrie  dem  Verfasser  des  II.  Bandes. 
Jedenfalls  gereicht  es  dem  Handbuche  zum  Vortheil,  dass  darstellende 
und  analytische  Geometrie  von  derselben  Feder  geschrieben  sind.  Nur 
so  Hess  eine  gewisse  Vollständigkeit  sich  erreichen,  nur  so  überflüssige 
Wiederholung  sich  vermeiden.  In  der  darstellenden  Geometrie  wird  der 
Leser  mit  den  Begriffen  der  Projection  und  der  Spur  eines  Raumgebildes 
bekannt.  Die  Projection  des  Kreises  verschafft  ihm  die  Kenntniss  der 
Ellipse,  deren  Haupteigenschaften  von  dieser  Entstehungsweise  aus  ab- 
geleitet werden.  Gebilde  aus  mehreren  Ebenen  zusammengesetzt  folgern 
sodann;  die  drei-  und  mehrseitige  Ecke  wird  projicirt;  auch  der  Fall, 
dass  Vielflächner  sich  gegenseitig  durchdringen ,  wird  berücksichtigt.  Rota- 
tionscy linder,  Kugel  und  Rotationskegel  geben  sodann  Gelegenheit,  auch 
die  Projection  von  Körpern  mit  gekrümmter  Oberfläche  zu  zeichnen  und 
wieder  Durchdringungsaufgaben  zu  lösen.  Die  Durchdringung  des  Kegels 
durch  eine  Ebene  führt  dabei  zu  den  Kegelschnitten.  Die  angewandten 
Projectionen  sind  fortwährend  Normalprojectionen,  und  diese  bleiben  auch 
Untersuchungsgegenstand   in   dem  kurzen   der   Axonometrie  gewidmetes 
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Capitel,  bis  hier  (auf  8.  651)  der  Uebergang  zur  Centralprojection  erfolgt. 
Die  auf  sechs  Seiten  zusammengedrängte  Besprechung  der  Schattencon- 
struction  bildet  den  Schluss  des  Abschnittes  und  mit  ihm  des  Bandes. 

Cantor. 


Untersuchung  des  Systems  unter  einander  ähnlicher  Kegelschnitte,  welche 
einem  Dreiecke  umschrieben  sind.  Inaugural-  Dissertation  von 
F.  Krobs. 

Das  Interesse,  welches  in  den  Kreisen  der  Geometer  jeder  Unter- 
suchung  entgegengebracht  zu  werden  pflegt,  die  Stein  er' sehe  Aufgaben 
behandelt,  mag  den  hiermit  beabsichtigten  Hinweis  auf  die  vorliegende 
kleine  Arbeit  rechtfertigen.  Dieselbe  verdient  in  der  That  um  so  mehr 
Beachtung,  als  man  schon  vom  zweiten  Paragraphen  an  die  Ueberzeugung 
gewinnt,  dass  man  es  nicht  blos  mit  Stein  er'  sehen  Resultaten,  sondern 
auch  mit  Stein  er' sehen  Methoden  zu  thun  hat. 

Möge  der  Herr  Verfasser  bald  auch  den  letzten  Theil  der  von  ihm 
so  fleissig,  wie  erfolgreich  angefangenen  Untersuchung  beenden  und,  wie 
hier  die  Enveloppe  und  die  Mittelpunktscurve  des  betreffenden  Kegel- 
Schnittbüschels,  so  auch  den  Ort  der  Brennpunkte  desselben  kennen 
lehren. 

Coesfeld,  den  18.  April  1881.  K.  Schwiring. 
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Recensionen. 


Der  Znsammenhang  zwischen  Höhenunterschied,  Temperatur  und  Druck 
in  einer  ruhenden ,  nicht  bestrahlten  Atmosphäre,  sowie  die  Höhe 
der  Atmosphäre.  Bearbeitet  auf  Orund  der  dynamischen  Oastheorie 
von  Wilhelm  Schlemüller,  k.  k.  Hauptmann  des  36.  Lin.-Inf.- 
Reg.,  ehem.  Lehrer  der  Cadettenschule  zu  Prag.  8°.,  19  S.  Prag, 
R.  Dominikus.  1880,  und 
Vier  physikalisohe  Abhandlungen,  von  Demselben.  8°.  32  S.  Ibidem  1881. 
Der  Verfasser  beschäftigt  sich  mit  dem  Einflösse  der  Schwerkraft 
auf  die  Energie  der  Luftmolecule,  welcher  bekanntlich  nach  der  kineti- 
schen Theorie  der  Gase  die  Temperatur  proportional  ist.  Er  meint  in 
der  Einleitung,  man  habe  bisher  nicht  einmal  mit  Sicherheit  angeben 
können,  warum  die  Temperatur  der  Luft  mit  wachsender  Höhe  abnehme, 
noch  weniger  das  Gesetz  der  Abnahme  durch  Rechnung  begründen  können. 
Ohne  lange  nach  noch  älteren  Arbeiten  zu  suchen,  sei,  dem  entgegen, 
verwiesen  auf  die  (Berliner)  „Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1862", 
S.  315.  —  Der  Verfasser  berechnet  auf  seine  Art  das  Gesetz  der  Tem- 
peraturabnahme, ebenso  die  grösstmöglichste  Höhe  «der  Atmosphäre,  dann 
die  Beziehungen  zwischen  Höhe  und  Luftdruck  und  zwischen  Druck  und 
Temperatur.  Er  gelangt  zu  sehr  einfachen  Ergebnissen;  die  Formel 
für  barometrische  Höhenmessung  wird,  selbet  unter  Berücksichtigung  der 
Veränderung  der  Schwere,  noch  bequem;  am  kürzesten  aber  schildert  man 
die  Einfachheit  der  Resultate  durch  das  Citat:  „Die  Drucke  in  zwei 
verschieden  hohen  Punkten  einer  Atmosphäre  verhalten  sich  wie  die 
sechsten  Potenzen  der  absoluten  Temperaturen."  Es  soll  die  theoretisch 
berechnete  Höhe  der  Atmosphäre  beinahe  vollkommen  genau  überein- 
stimmen mit  der  aus  Dämmeren gsbeobachtungen  abgeleiteten,  es  wird 
namentlich  betont,  dass  die  Rechnung  eine  Temperaturabnahme  von  1°  C. 
in  der  freien  Atmosphäre  (unabhängig  von  der  Temperatur  der  untersten 
Ga8scbichte  und  von  der  geographischen  Breite)  für  je  175,611m  ergiebt, 
was  nur  in  der  vierten  Ziffernstelle  unbedeutend  von  dem  Mittelwerthe 
aus   den  Beobachtungen   abweiche.     Kann   nun    überhaupt   aus  der  Be- 
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o  bachtun  g  eine  Stütze  für  die  vorgetragene  Lehre  gewonnen  werden? 
Der  Berichterstatter  denkt  nein.  In  dem  ersten  Aufsatze  des  zweiten 
oben  angeführten  Schriftchens,  welcher  Prioritätsansprüche  erörtert,  hebt 
der  Verfasser  selbst  hervor,  dass,  wie  schon  der  Titel  seiner  Abhand- 
lang angebe,  seine  Rechnungen  sich  auf  eine  ruhende,  nnbeatrahlte 
Atmosphäre  bezögen.  Nun  sind  aber  Beobachtungen  in  einer  aolchen 
nie  gemacht  und  nicht  möglich;  fügt  man  hinzu,  dass  die  Messungen 
auch  nicht  in  trockener,  sondern  in  wasserdampf  haltiger  Luft  ausgeführt 
wurden,  die  Theorie  des  Herrn  Schlemüller  aber  für  feuchte  Luft 
erheblich  andere  Werthe  liefert,  so  kann  von  einer  Bestätigung  durch 
die  Erfahrung  wohl  nicht  die  Bede  sein. 

Wie  steht  es  nun  mit  der  theoretischen  Begründung?  Der  Verfasser 
kann  sich  uicht  verhehlen,  dass  seine  Lösung  der  gestellten  Aufgaben 
—  „sonst  wohl  unanfechtbar —  auf  der  Annahme  beruht,  dass  die  Molecule 
bei  einem  bestimmten  Wärmezustand  des  Gases  nicht  alle  möglichen, 
sondern  nur  Eine  bestimmte,  höchstens  innerhalb  enger  Grenzen  variirendfl 
Geschwindigkeit  besitzen".  Diese  Annahme  ist  aber  durchaus  unstatthaft 
Denn  es  ist  leicht  einzusehen,  auch  öfters  schon  bewiesen  worden,  das«, 
wenn  zufällig  in  einem  Augenblicke  alle  Molecule  gleiche  Geschwindig- 
keit besässen,  sofort  die  gross ten  Verschiedenheiten  eintreten  müssten 
infolge  der  zahlreichen  schiefen  ZusammenstÖsse  der  nach  allen  möglichen 
Richtungen  bewegten  Molecule.  Eine  eigentliche  Widerlegung  des  unbeque- 
men Maxwell'schen  Gesetzes  wird  gar  nicht  versucht,  sondern  nnr  gesagt: 
,,  Sobald  das  Gas  dauernd  eine  bestimmte  Temperatur  angenommen  hat, 
stehen  gleich  schwere  Molecule  unter  dem  Einflüsse  gleicher  anziehender  und 
gleicher  bewegender  Kräfte;  da  muss  doch,  wenn  irgend  gleichen  Ur- 
sachen gleiche  Wirkungen  entsprechen ,  der  Wärmezustand  eines  Körpers 
dadurch  charakterisirt  sein,  dass  alle  seine  Molecule  eine  bestimmte 
(höchstens  innerhalb  enger  Grenzen  variirende)  Geschwindigkeit  besitzen, 
deren  Wachsen  als  Erwärmung,  deren  Abnahme  aU  Abkühlung  bezeichnet 
wird."  Dieser  Irrthum  begegnet  auch  anderswo,  und  deshalb  mag  es 
nicht  ganz  überflüssig  sein,  kurz  einen  Beweis  für  die  beständigen  Ver- 
änderungen der  Geschwindigkeiten  zu  geben.  Seien  vx  und  r2  die  Ge- 
schwindigkeiten zweier  kugelförmiger  Molecule  von  gleicher  Masse,  t,  undfs 
die  Winkel,  welche  die  Richtungen  ihrer  Bewegungen  mit  der  Normalen 
zur  gemeinschaftlichen  Berührungsebene  im  Augenblicke  des  Stosses 
machen,  60  sind  die  tangentialen  Componenten  vl.Sinil  und  fl2.&«ij 
und  diese  bleiben  (da  Reibung  nicht  anzunehmen  ist)  un geändert; 
die  radialen  Componenten  sind  vl,Cosil  und  v2.Cosi2.  Nimmt  nun 
nun,  wie  gewöhnlich  geschiebt  und  zulässig  ist,  die  Gesetze  des  voll- 
kommen elastischen  Stosses  für  giltig  an,  so  tauschen  sich  die  radialen 
Componenten  aus  und  die  Geschwindigkeiten  nach  dem  Stosse  sind  be- 
stimmt durch: 
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V*  =  ^2.  Sin*t\  +  v22.Cos2i2i 

Vf  =  v2  .  Cos2 1\  +  ''a* .  Sin2  i2 , 
woraus  hervorgeht,  dass  selbst  bei  der  Annahme  vl  =  v2  die  Geschwin- 
digkeiten nach  dem  Stosse  nur  dann  gleich  sind,  wenn  dieser  ein  gerader 
centraler  war,  d.  h.  wenn  1^  =  ^=0.  Die  Formel  lässt  sofort  erkennen, 
was  von  vornherein  zu  erwarten  war,  dass  die  Gesammtenergie  der  zwei 
Molecnle  durch  den  Stoss  nicht  abgeändert  wird.  Näheres  über  den 
schiefen  Centralstoss  frei  beweglicher  Körper  findet  man  u.  a.  in  Bohn, 
Ergebnisse  physikalischer  Forschung,  S.  80. 

Den  Einfluss  der  Schwerkraft  auf  die  Molecularbewegungen  der 
Gase  zu  verfolgen,  ist  eine  interessante,  bereits  mehrfach  in  Angriff 
genommene  Aufgabe,  deren  Lösung  aber  nicht  so  leicht  ist,  als  sie  durch 
die  unstatthafte  Annahme  gemacht  wurde.  Wie  mittelst  dieser  die  Höhe 
der  Atmosphäre  berechnet  werden  könnte,  zugleich  aber,  dass  dadurch 
ein  unrichtiges  Ergebniss  gewonnen  würde,  kann  man  in  O.  E.  Meyer, 
„Die  kinetische  Theorie  der  Gase",  S.  24,  nachlesen. 

Herr  Schi  em  tili  er  findet  den  Schwerpunkt  seiner  Arbeit  in  der  Ablei- 
tung des  Gesetzes  der  Temperaturabnahme  mit  der  Höhenzunabme  aus  der 
kinetischen  Gastheorie  (vergl.  Sitzungsber.  d.  mathem.-physik.  Classe  d.  k.  b. 
Akad.  d.  W.  z.  München  1880,  Heft  II  S.  109).  Deshalb  sei  noch  eines  sehr 
überraschenden  Satzes  gedacht:  „Die  Wärmezunahme  gegen  das  Innere 
eines  cylindrischen*'  (senkrechten),  „an  einer  Basisseite  mit  der  Atmosphäre 
in  Verbindung  stehenden  Röhre  ist  viermal  so  gross,  wie  in  einer  freien 
Atmosphäre4*.  Demnach  soll  in  Schachten,  Brunnen  u.  dergl.  die  Luft- 
temperatur schon  bei  ungefähr  44  m  Tiefe  um  1°  zunehmen  und  es  wird 
befürchtet,  da6S  viele  Versuche,  durch  Messungen  in  solchen  Räumen  die 
Zunahme  der  Temperatur  gegen  das  Erdinnere  zu  bestimmen,  nichts 
Anderes  ergeben,  als  die  Zunahme  der  Lufttemperatur  in  seitlich  ge- 
schlossenen Räumen  Der  mitgetheilte  Schluss  gründet  auf  der  Annahme, 
die  Röhre  sei  so  enge,  dass  die  Molecule  ihre  Bewegungen  nur  in  axialer 
Richtung  ausführen  könnten,  die  seitlichen  Bewegungen  werden  als  un- 
ausführbar wegen  Platzmangel  gedacht..  Nun  ist  aber  die  mittlere  Weg- 
länge der  Luftmolecule,  bei  mittlerer  Temperatur  der  Atmosphäre,  zwi- 
schen je  zwei  Zusammenstössen  etwa  der  zehntausendste  Theil  eines 
Millimeter;  wie  enge  wird  also  wohl  der  Schacht,  Brunnen  u.  dergl.  an- 
genommen? 

Die  Zuverlässigkeit  der  Schi  emulier' sehen  Arbeit  lässt  sich  nach 
folgendem  Theile  der  Einleitung  bemessen.  Aus  der  für  alle  Molecule 
gleich  gross  angenommenen  Geschwindigkeit  V  soll  der  Gasdruck  be- 
rechnet werden.  Man  denkt  durch  den  betreffenden  Punkt  eine  Ebene 
und  untersucht  alle  die  von  der  einen  Seite  dieser  Ebene  her  erfolgen- 
den   Stösse.     Deren    Bewegungsquantitäten    können    dargestellt    werden 

7* 
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durch  die  Halbmesser  m  V  einer  auf  der  Ebene  errichteten,  um  den 
Punkt  beschriebenen  Halbkugel.  Für  die  Druckberechnung  sind  aber 
nur  die  Componenten  rechtwinklig  zur  Ebene  von  Bedeutung.  „Alle 
möglichen  Componenten  dieser  Art  bilden  die  Ordinaten  der  früher  er- 
wähnten Halbkugel."  Das  ist  mindestens  in  der  Fassung  zu  beanstan- 
den, denn  die  Ordinaten  gehen  ja  nicht  alle  durch  den  betreffenden 
Punkt  (das  Centrum),  wie  doch  die  Componenten  müssen;  diese  bilden 
also  nicht  die  Ordinaten,  sondern  können  nur  hinsichtlich  Grösse,  Zahl  und 
Vertheilung  durch  die  Ordinaten  dargestellt  werden.  „Da  jede  Rich- 
tung gleich  möglich  ist,  so  wird  der  Stoss,  welcher  gegen  die  Grenz- 
wand ausgeübt  wird,  ausgedrückt  werden  durch  den  Mittelwerth  aller 
möglichen  Falle,  d.  i.  durch  die  mittlere  Ordinate  der  Halbkugelober- 
fläche oder  die  Schwerpuuktsordinate  derselben/1  Das  müsste  wohl,  um 
deutlich  zu  sein,  etwa  so  ausgedrückt  werden:  in  endlich  grosser  Zeit- 
einheit erfolgen  Stösse  in  allen  möglichen  Richtungen  und  die  für  den 
untersuchten  Druck  wirksamen  Componenten  ihrer  Bewegungsquantitäten 
sind  nach  Grösse  und  Zahl  durch  die  Halbkugelordinaten  darstellbar. 
Wie  die  Schwerpunktsordinate  gleich  dem  Mittelwerthe  aller  Ordinaten 
ist,  so  kann  sie  auch  der  Grösse  nach  den  Mittelwerth  des  Druckes  dar- 
stellen,  d.h.  jenen,  welcher,  während  der  Zeiteinheit  unverändert  stark 
bleibend,  dieselbe  Wirkung  hervorbrächte,  wie  die  aus  den  verschie- 
denen Stössen  hervorgehenden  ausserordentlich  rasch  wechselnden  Drucke. 
„Diese"  (Schwerpunktsordinate)  ,, liegt  aber  in  der  halben  Höhe";  —  das  ist 
ein  gröblicher  Irrthum,  denn  die  Schwerpunktsordinate  der  Halbkugel  ist  be- 
kanntlich nicht  dem  halben  Halbmesser,  sondern  drei  Achteln  desselben  gleich. 
In  vermeintlicher  Berichtigung  der  Schlussweise  von  Joule  (und 
,  Anderer)  findet  Herr  Schlemüller  die  Moleculargeschwindigkeit  doppelt 
so  gross,  als  bisher  nach  ziemlich  verschiedenen  Beweisarten  angenommen 
wird,  nämlich  =  2j/3gP0VQ(l-\-at)y  worin  g  die  Schwerebeschleunigung, 
PQ  den  Normaldruck,  V0  das  Volum  von  einem  Kilogramm  des  Gases 
bei  0°  (Druck  nicht  angegeben),  a  den  Ausdehnungscoefficienten ,  /  die 
Temperatur  bedeuten.  Statt  auf  den  Irrthum  in  der  Schlussweise  ein- 
zugehen, sei  erinnert,  dass  Clausius  1862  (Wien.  Ber.  46,  2.  S.  402) 
einen  ganz  ähnlichen  aufgedeckt  und  widerlegt  hat.  Im  weiteren  Ver- 
laufe der  Untersuchung  wird  gesagt,  in  vorstehender  Formel  sei  ein  mit 
der  Höhe  veränderlicher  Werth  der  Schwerebeschleunigung  einzusetzen. 
Das  ist  aber  nicht  gerechtfertigt.  Denn  jene  Formel  ist,  abgesehen  vom 
irrthümlichen  Factor  2  und  für  <=0,  die  Umformung  von  F2  gleich  3 mal 
Normaldruck  durch  die  Masse  der  Volumeinheit  bei  diesem  Drucke  und  0°; 
die  Zahl  g  kommt  nur  dadurch  in  die  Formel,  dass  die  Masse  mittels 
eines  Gewichts  ausgedrückt  wird.  Dieses  Gewicht  ändert  proportional 
mit  £,  nicht  aber  ist  die  Masse  und  ebensowenig  ist  der  Normaldruck 
von  der  Intensität  der  Schwere  abhängig. 
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Die  mitgetbeilteu  Beanstandungen  und  die  Proben  ans  der  Abhand- 
lung dürften  ausreichen  zur  Begründung  der  Ansicht,  der  Herr  Verfasser 
habe  die  Aufgabe,  welche  er  sich  stellte,  noch  nicht  befriedigend  gelöst. 

Die  Abhandlung  III  des  zweiten  Schriftchens:  ,,  Die  mittlere  Jahres- 
temperatur eines  Parallelkreises  als  Function  der  geographischen  Breite'S 
sucht,  mit  Hilfe  von  Potenzreihen,  die  bis  zur  22.  Potenz  des  Cosinus 
der  geographischen  Breite  und  des  Sinus  der  jeweiligen  Schiefe  der 
Ekliptik  enthält,  die  Differenz  der  (nach  allen  Richtungen  gleich  gross 
angenommenen)  Ausstrahlung  der  Erde  gegen  den  Himmel  und  die  Ab- 
sorption der  vom  Himmelraum  kommenden  Einstrahlung,  in  Gleichung 
zu  setzen.  Dabei  werden  gewisse  ideale  Verhältnisse  vorausgesetzt  und 
Verfasser  meint  selbst,  die  theoretischen  Betrachtungen,  welche  zu  seiner 
Formel  führten ,  seien ,  da  die  Theorie  der  Wärmestrahlung  nichts  weniger 
als  abgeschlossen  sei,  in  Bezug  ihrer  Richtigkeit  problematisch.  Er 
leitet  daher  noch  eine  empirische  Formel  ab  für  die  mittlere  Jahres- 
temperatur, diese  als  Function  der  mittleren  Sonnenstrahl  angsintensi  tat 
(durch  die  Reihen  berechnet)  ansehend.  AU'  das  ist  nichts  weniger  als 
einfach  und  überzeugend.  Sicher  aber  darf,  da  weder  auf  die  Ungleich- 
heit des  Strahlungs-  und  Absorptionsvermögens,  noch  auf  die  vermitteln- 
den Strömungen  in  Luft  und  Wasser,  noch  Leitung  der  Wärme  u.  s.  w. 
Rücksicht  genommen  ist,  eine  Vergleichung  mit  der  Beobachtung  gar 
nicht  vorgenommen  werden,  und  wenn  das  mit  den  recht  zweifelhaften 
Mittelwerthen  aus  Beobachtungen  dennoch  geschieht,  so  liegt  dem  eine 
Selbsttäuschung  zu  Grunde,  ebenso  wie  der  ausgeführten  Berechnung, 
um  wieviel  im  Mittel  die  Jahrestemperatur  von  Genf  steigen  würde, 
wenn  es  in  die  Parallele  des  St.  Bernhard  versetzt  würde. 

Die  IV.  Abhandlung  betrifft  „Eine  Correction  wegen  der  Temperatur- 
abnahme mit  wachsender  Breite,  anzuwenden  beim  barometrischen  Höhen- 
messen". Die  angestellte  Betrachtung  ist  nur  zulässig,  wenn  das  Gesetz 
der  Temperaturänderung  der  Luft  mit  der  Höhe  bekannt  ist  und  die 
Barometerformel  nach  des  Verfassers  vermeintlichem  Temperaturabnahme- 
gesetz eingerichtet  ist.  Keinesfalls  aber  darf  6ie,  wie  geschehen,  auf 
die  gewöhnliche  Barometerformel  begründet  werden,  welche  in  Ermange- 
lung besserer  Kenntniss  annimmt,  die  Temperatur  der  Luftschichte 
zwischen  den  zwei  Stationen  sei  das  Mittel  aus  den  dort  gleichzeitig 
beobachteten.  Das  ist  sofort  einleuchtend,  wenn  man  wirklich  gleich- 
zeitig angestellte  Beobachtungen  (oder  auf  gleiche  Zeit  reducirte)  ver- 
arbeitet; es  gilt  aber  auch,  wenn  Jahresmittel  von  Temperatur  und  Druck 
in  die  Rechnung  gestellt  werden,  denn  immer  muss  man  annehmen,  diese 
bestünden  gleichzeitig  zusammen. 

Die  Abhandlung  II:  ,,Die  speeifische  Wärme  der  Gase  bei  constanten 
Volumen,  sowie  bei  constantem  Drucke  und  das  Verhältniss  beider  zu 
einander,  berechnet   nach  der  dynamischen  Gastheorieu,  ist  entschieden 
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die  interessaatere.  Der  Grundgedanke  ist,  dass  zwei  Körper  nur  dann 
gleich  warm  sind,  wenn  die  Arbeit  der  Molecule  an  der  Grenzfläche  in 
gleichen  Zeiten  gleich  gross  ist.  Es  wird  daher  die  in  einer  be- 
stimmten Zeit  gegen  die  Grenzfläche  geleistete  Arbeit  gesucht,  wobei 
benutzt  wird,  dass  die  Zahl  der  Stösse  der  Molecule  gegen  die  Grenz- 
fläche der  Moleculargesch windigkeiten  proportional  sei.  Die  mathematische 
Ausführung  leitet  dann  zu  dem  Ergebnisse:  „die  specifischen  Wärmen  eines 
Gases  hei  coustantem  Volumen  verhalten  sich  wie  die  Quadratwarsein 
aus  den  absoluten  Temperaturen'4.  Auch  die  specifische  Wärme  bei  con- 
stantem  Drucke  wird  mit  der  Temperatur  veränderlich  gefunden,  jedoch 
in  geringerem  Grade,  als  die  specifische  Wärme  bei  constantem  Volumen, 
also  auch  das  Verhältnis«  der  beiden  genannten  Wärmecapacitäten.  Bei 
0°  C.  soll    dieses  (k)  sein  1  +  f,    bei   der   absoluten  Temperatur  T  aber 

/273\ * 
1 +  £!-=-)    .    Verfasser  scheint  zufrieden  damit,  dass  seine  Theorie  das 

Verhältniss  zwischen  0°  und  100°  doch  nahezu  constant  (1,444  bis 
1,3802)  ergiebt,  während  man  sonst  es  auf  Grund  der  Messungen  für 
constant  ansieht.  Das  Bemerkenswertheste,  was  bei  des  Verfassers 
Vorstellungen  herauskommt,  ist,  dass  der  ganze  Betrag  der  einem  Gase 
zugeführten  Wärme  zur  Vermehrung  der  Energie  der  fortschreitenden 
Molecularbewegung  verwendet  werde,  nicht,  wie  Clausius  fand,  weniger 
als  zwei  Drittel  desselben;  die  Annahme,  das  fehlende  Drittel  vermehre 
die   Bewegungen    innerhalb   der   Molecule,   wird   hiernach   also   hinfällig. 

Böhm. 


Die  stereographische  Protection  von  E.  Keusch,  Prof.  d.  Physik  in  Tü- 
bingen. 4°,  32  S.  Mit  8  Tafeln.  Leipzig,  B.  G.  Teubner.  1881. 
Unter  den  verschiedenen  Projectionsverfahren  ist  das  des  Grund- 
und  Aufrisses  das  älteste  und  das  auch  jetzt  gebräuchlichste.  Sein  Ur- 
sprung kann  nicht  nachgewiesen  ^werden ;  es  ist  offenbar  so  alt,  als  die 
Ausführung  verwickelterer  Gebäude  aus  bebauenen  Steinen.  Vitruv  fuhrt 
es  als  durchaus  bekannt  an.  Die  perspective  und  die  stereographische 
Protection  verdanken  wir  aber  den  Griechen.  Die  erstere  wäre  nach 
Vitruv' s  Zeugniss,  soweit  sie  durch  die  Kenntniss  des  Fluchtpunktes 
bezeichnet  wird,  zur  Zeit  des  Aeschylus  (525  —  456  v.  Ch.)  durch 
Agatharchus  zur  Darstellung  von  Gebäuden  auf  Bühnengemälden  er- 
funden worden;  und  die  aufgegrabenen  Wandmalereien  in  Rom  weisen 
uns  die  Kenntniss  des  Fluchtpunktes  bei  den  Alten  sicher  nach.  Die 
stereographische  Projection  dagegen  wurde  nicht  durch  künstlerische, 
sondern  durch  wissenschaftliche  Zwecke  ins  Leben  gerufen,  indem  sie 
von  dem  grossen  Hipparch  (um  161  — 126  v.  Chr.  thätig)  zum  Zwecke 
der  Herstellung  des  jetzt  noch  gebräuchlichen  Planisphäriums  erfunden 
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wurde*,  welches  auf  der  Sternkarte  vermittelst  des  ausgeschnittenen 
Horizontk reise ß  die  zu  einem  gewissen  Zeitpunkte  über  dem  Horizonte 
eines  Ortes  stehenden  Gestirne  anzeigt  und  die  Zeit  des  Auf-  und 
Unterganges  der  Gestirne  abzulesen  gestattet.  Die  zu  diesem  Zwecke  so 
6ebr  geeignete  stereographische  Protection  projicirt  die  Himmelskugel  aus 
einem  Pole  auf  die  Aequatorebene  und  besitzt  die  hervorragenden  Eigen- 
schaften, das e  sich  Kreise  der  Kugel  wieder  als  Kreise  projiciren  und 
dass  die  Abbildung  mit  der  wahren  Gestalt  in  den  kleinsten  Theilchen 
ähnlich  ist  oder  dass  sich  alle  Winkel  ungeändert  abbilden. 

Diese  auch  für  manche  andere  Zwecke,  als  für  Stern-  und  geogra- 
phische Karten ,  nützliche  Protections  weise  hat  nun  der  Verfasser  in  dem 
vorliegenden  kleinen  Werke  einer  eingehenden  und  mit  Sorgfalt  und 
Liebe  ausgeführten  Bearbeitung  unterzogen,  und  zwar  sowohl  auf  dem 
Gebiete  der  Theorie,  wie  auf  dem  der  Anwendung.  Nachdem  die  Haupt- 
sätze entwickelt  sind,  werden1  die  Abbildungen  der  grossen  und  kleinen 
Kugelkreise  in  ihren  wesentlich  verschiedenen  Lagen  construirt  und  die 
Formeln  für  deren  Elemente  abgeleitet.  Es  wird  dann  das  sphärische 
Dreieck  und  sein  Polardreieck  abgebildet  und  die  graphische  Auflösung 
desselben  in  einigen  Fällen  gegeben ,  wobei  aber  der  Verfasser  mit  Recht 
die  sonst  gebräuchlichen  Auflösungen  mittelst  senkrechter  Projection  für 
einfacher  erklärt.  Darauf  folgt  die  Anwendung  auf  das  Gebiet  der 
Astronomie  und  es  werden  die  Elemente  zur  astronomischen  Ortsbestim- 
mung, Azimuth  und  Höhe,  Reetascension  und  Declination,  Länge  und 
Breite  in  einfacher  Weise  dargestellt  und  das  Zurückweichen  der  Aequi- 
noctialpunkte  veranschaulicht. 

Das  Schriftchen  macht  auf  die  mannichfaltige  Anwendbarkeit,  z.  B. 
auch  in  der  KrystaMographie  aufmerksam,  zu  denen  es  sich  wegen  der 
oben  angeführten  ausgezeichneten  Eigenschaften  eignet.  Dabei  ist  die 
Behandlung  des  StoffeB  eine  eingehende  und  doch  kurze,  die  Erörterungen 
sind  sorgfältig  und  die  Lösungen  der  Aufgaben  einfach,  so  dass  sich  das 
Scbriftchen  zum  Studium  und  zur  Benutzung  bei  Anwendung  der  stereo- 
graphischen Projection  auf  weitere  Gebiete  bestens  empfiehlt. 

Karlsruhe,  im  October  1881.  Chr.  Wibmkb. 


An   introduotion  to   the  ancient  and  modern  geometry  of  eonios,    by 
Charles  Taylor,   M.  A.  fellow  of  St.  John's  College  Cambridge. 
379  S. 
Das  unter  dem  vorliegenden  Titel  veröffentlichte  Werk  über  Kegel- 
schnitte hat  das  Motto: 

iv  Tj}  yec&fiSTQia  tzccöiv  iouv  oöog  fit«, 


*  Wolf,  Geschichte  der  Astronomie,  1877,  S.  162. 
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einen  Aussprach,  den  einst  Euklid  seinem  Könige  Ptolemaeus  gegenüber 
brauchte,  der  das  mühsame  Studium  der  „Elemente11  abschreckend  fand. 

Es  giebt  in  einer  Einleitung  eine  Uebersicht  über  die  Entwickelung 
der  alten  und  neuen  Geometrie,  welche  als  die  Wissenschaft  des  Euklid, 
Archimedes  und  Apollonius,  des  Kepler,  Desargues,  Newton 
und  Poncelet  charakterisirt  wird.  Auffallend  wird  es  jedem  deutschen 
Leser  sein,  in  der  Zahl  dieser  Männer  den  Namen  eines  der  grössten 
Geometer  aller  Zeiten,  der  vielleicht  nur  von  Apollonius  übertroffen 
wird,  unseres  grossen  Landsmannes  Jacob  Steiner  nicht  zu  finden, 
der  in  der  Ausbildung  der  modernen  Theorie  der  Kegelschnitte  nicht 
minder  bahnbrechend  und  grundlegend  war,  als  Apollonius  in  der  alten. 

Die  Einleitung  zerfällt  in  vier  Abschnitte,  welche  die  Zeit  vor  Euklid, 
von  Euklid  bis  Serenus,  diejenige  von  Kepler,  Desargues,  New- 
ton und  endlich  die  moderne  Geometrie  behandeln. 

Bevor  der  Verfasser  in  die  Behandlung  der  Kegelschnitte  eintritt, 
giebt  er  die  Definitionen  des  Kegelschnittes  und  der  wichtigsten  Haupt- 
elemente desselben,  ohne  diese,  wie  es  natürlich  ist,  begründen  zu 
können. 

Der  Kegelschnitt  wird  definirt  als  Ort  eines  Punktes,  dessen  Ab- 
stände von  einem  festen  Punkte  und  einer  festen  Geraden  ein  constantes 
Verhältniss  haben.  Recensent  erlaubt  sich  hier  die  Bemerkung,  das*  er 
in  einem  kleinen  Werkchen:  „Die  Kegelschnitte,  behandelt  für  die  oberen 
Classen  höherer  Lehranstalten u,  von  A.Milinowski,  Berlin  bei  Calvary, 
aus  derselben  Definition  die  hauptsächlichsten  Eigenschaften,  Brenn* 
punktseigenschaften  sowohl  wie  Polareigenschaften ,  auf  28  Seiten ,  aller- 
dings in  anderer  Art,  als  Verfasser  des  vorliegenden  Buches,  abgeleitet 
hat.  Mit  dieser  Behandlungsart  schlägt  der  Verfasset  einen  ganz  andern 
Weg  ein,  als  ihn  Steiner  in  seinen  Vorlesungen  über  elementare  Be- 
handlung der  Kegelschnitte  zu  gehen  pflegte,  indem  Letzterer  jede  der 
drei  Arten  der  Kegelschnitte  besonders  definirte  und  nur  nachwies,  dass 
sie  sämmtlich  auch  auf  dieselbe  Weise  erzeugt  werden  können. 

Das  constante  Abstandsverhältniss  wird  Excentricität  genannt,  im 
Widerspruch  mit  der  gewöhnlich  diesem  Worte  beigelegten  Bedeutung, 
nämlich  der  Entfernung  der  Brennpunkte. 

Durchmesser  eines  Kegelschnittes  ist  der  Ort  der  Mitten  eines 
Systems  von  parallelen  Sehnen.  Da  der  Leser  an  dieser  Stelle  noch 
nicht  weiss,  in  wieviel  Punkten  eine  Gerade  von  einem  Kegelschnitte 
getroffen  und  welche  Form  der  Ort  der  Mitten  hat,  so  wäre  es  wohl 
besser,  diese  Definition  und  manche  andere,  wie  z.  B.  die  der  Polare 
eines  Punktes,  an  die  Stelle  zu  setzen,  an  welcher  sie  aus  vorher  be- 
wiesenen Eigenschaften  abgeleitet  werden  kann;  denn  Definitionen,  so- 
weit sie  nicht  selbstverständlich  oder  Namenserklärungen  sind,  sollen  in 
einem  Lehrbuche  gefolgert  und  nicht  unbewiesen  aufgestellt  werden. 
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Der  systematische  Tbeil  beginnt  mit  der  Aufgabe:  Einen  Kegel- 
schnitt zu  zeichnen,  von  welchem  man  Brennpunkt,  Leitlinie  und  Excen- 
tricität kennt. 

Diese  Aufgabe  wird  dadurch  gelöst,  dass  die  Schnittpunkte  auf  einer 
zur  Leitlinie  parallelen  Geraden  bestimmt  werden,  flat  g  von  der  Leit- 
linie den  Abstand  d  und  ist  e  die  Excentricität,  so  schneidet  ein  Kreis 
um  den  Brennpunkt  mit  dem  Radius  r  =  s.d  die  Gerade  g  in  ihren 
Schnittpunkten  mit  dem  Kegelschnitte. 

•Bei  der  Parabel  ist  die  Construction  des  Schnittpunktes  einer  zur 
Leitlinie  senkrechten  Geraden  sehr  bekannt,  welche  unmittelbar  zu  einigen 
Haupteigenschaften  der  Tangenten  führt  Es  soll  hier  angeführt  werden, 
dass  die  Ausdehnung  dieser  Construction  auf  Ellipse  und  Hyperbel  J  wie 
sie  in  dem  vorhin  angegebenen  Werkchen  von  M  i  1  i  n  o  w  s  k  i  durchgeführt 
ist,  wesentliche  Eigenschaften  der  doppelt  berührenden  umschliessenden 
Kreise  und  der  Tangenten  hervortreten  lässt. 

Mit  Hilfe  des  excentrischen  Kreises  eines  Punktes  P,  unter 
welchem  derjenige  Kreis  um  den  Punkt  P  verstanden  ist,  dessen  Radius 
gleich  ist  dem  Producte  aus  der  Excentricität  £  und  der  Entfernung  des 
Punktes  von  der  Leitlinie ,  werden  die  Schnittpunkte  einer  Geraden  und 
die  Tangenten  eines  Punktes  mit  dem  durch  Brennpunkt,  Leitlinie  uud 
Excentricität  bestimmten  Kegelschnitte  construirt.  Aus  dieser  Construc- 
tion ergiebt  sich  Ordnung  und  Classe  des  Kegelschnittes. 

Der  excentrische  Kreis  eines  Punktes  P  ist  also  durch  Brennpunkt,. 
Leitlinie  und  Excentricität  bestimmt;  jedem  Punkte  des  ersteren  ent- 
spricht ein  Punkt  des  Kegelschnittes,  jeder  Tangente  des  Kreises  eine 
solche  des  Kegelschnittes.  Mittelst  derselben  Beziehung  lässt  sich  aber 
jedem  Punkte  und  jeder  Geraden  der  Ebene  ein  anderer  Punkt  und  eine 
andere  Gerade  der  Ebene  zuordnen.  Dadurch  sind  die  Punkte  und 
Geraden  der  Ebene  in  eine  Beziehung  gebracht,  welche  „Reversion" 
genannt  wird  (S.  321  etc.); 

Es  lässt  sich  leicht  zeigen ,  was  im  Buche  nicht  geschehen ,  dass  die 
reversen  Elemente  von  vier  harmonischen  Elementen  auch  harmonisch 
sind;  aus  diesem  Satze  folgen  dann,  falls  man  sie  für  den  Kreis  als 
bewiesen  annimmt,  die  Polareigenschaften  des  Kegelschnittes. 

Zur  Ableitung  derselben  schlägt  der  Verfasser  einen  andern  Weg 
ein,  der  sich  allerdings  eng  an  die  Methode  der  alten  Geometrie  an- 
schliesst,  dafür  aber  auch  die  Einfachheit  vermissen  lässt,  welche  die 
Anwendung  der  harmonischen  Gebilde,  überall  wo  sie  auftreten,  in  so 
hohem  Grade  auszeichnet.  Wenn  man  erkannt  hat,  wie  einfach  sich  die 
Polareigenschaften  beim  Kreise  ableiten  und  sich  vermittelst  einer  geo- 
metrischen Verwandtschaft,  z.  B.  der  Reversion  oder  auch  der  Perspec- 
tive, auf  den  Kegelschnitt  übertragen  lassen  und  dann  vergleicht,  welcher 
Aufwand    von    Sätzen,    die    eine    weitere    Anwendung    nur    selten    ge- 
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statten,  nothwendig  ist,  am  diese  Eigenschaften  im  Sinne  dar  alten 
Geometrie  herzuleiten ,  so  kommt  man  zu  der  Ueberzeugung,  dass  die 
Herleitung  auf  dem  letzteren  Wege  derjenigen  Einfachheit  entbehrt, 
welche  stets  als  erstes  Er  fordern  iss  einer  zweckmässigen  Darstellung  ver- 
langt werden  muss.  Es  soll  damit  eine  elementare  Behandlung  der 
Kegelschnitte,  welche  also  die  Projectivität  nicht  in  Anspruch  nimmt, 
nicht  etwa  missbilligt  werden;  eine  solche  ist  im  Gegentheile  aus  viel- 
fachen Gründen  durchaus  wünscheuswerth.  "  Sie  muss  sich  aber  der  har- 
monischen Eigenschaften  ohne  Umwege  bedienen  dürfen,  sonst  werden 
die  Nachweisungen  harmonischer  Beziehungen  so  lang  und  ausgedehnt, 
dass  sie  den  Beiz  verlieren,  der  elegante  geometrische  Erörterungen  so 
anziehend  macht. 

Zum  Beweise  der  Polareigenschaften  benutzt  der  Verfasser  folgende 
Sätze: 

1.  Wenn  man  durch  einen  beliebigen  Punkt  P  auf  einem  Kegel- 
schnitte mit  dem  Brennpunkte  B  und  der  Leitlinie  b  die  Tangente  zieht 
und  von  einem  Funkte  T  derselben  die  Perpendikel  TN  und  TL  auf  b 
und  PS  fällt,  so  ist  das  Verhältniss  LBiTN  gleich  der  Exeentrität. 

2.  Ist  ein  0  ein  beliebiger  Punkt  der  Berührungssehne  PQ  eines 
Punktes  T,  0  M  senkrecht  auf  der  Leitlinie  und  schneidet  das  Perpen- 
dikel von  0  auf  TB  (£  Brennpunkt),  die  Gerade  BP  (oder  BQ)  in  L, 
so  ist  das  Verhältniss  BLiOM  gleich  der  Excentricität. 

3.  Fällt  man  TN  senkrecht  auf  die  Leitlinie,  so  steht  das  Product 
BO.BL  zum  Producte  QM.TN  in  einem  constanten  Verhältnisse. 

4.  Wenn  man  von  den  Punkten  eines  Durchmessers  Tangenten  zieht, 
so  sind  die  Berührungssehnen  parallel  und  werden  durch  den  Durch- 
messer halbirt. 

5.  Sind  0  und  0'  zwei  Punkte  einer  Tangente  mit  dem  Berührungs- 
punkte T,  PQ  und  P'Q'  irgend  zwei  parallele  Sehnen  durch  sie,  so  ist 
0  T* :  O'T2  =0P.0Q:  0'P\  O'Q'. 

Man  erkennt,  dass  dieser  Weg  zu  den  Polareigenschaften  sehr  weit- 
läufig ist.  Referent  erlaubt  sich,  darauf  aufmerksam  zumachen,  dass  in 
der  kürzlich  bei  Teubner  erschienenen  „elementar- synthetischen  Geo- 
metrie der  Kegelschnitte  vou  Milinowski"  eine  kürzere  Ableitung  der 
Polareigenschaften ,  die  unmittelbar  aus  der  Erzeugung  durch  Brennpunkt 
und  Leitlinie  hervorgeht  und  sich  nicht  auf  die  Polareigenschaften  des 
Kreises  stützt,  gegeben  ist, 

Uebrigens  giebt  das  vorliegende  Buch  für  den  Satz,  dass  die  Be- 
rührungssehnen aller  Punkte  einer  Geraden  sich  in  einem  Punkte  schnei- 
den, einen  andern,  kürzern  Beweis,  der  sich  auf  die  Eigenschaften  der 
conjugirten  Durchmesser  stützt  (S.  90  etc.). 

Es  treten  dem  Leser  vielfach  neue  Beweise  entgegen.  So  wird  der 
bekannte  Satz,  dass  die  Brennstrahlen  nach  den  Berührungspunkten  zweier 
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Tangenten  gleiche  Winkel  mit  dem  Brennstrahle  nach  ihren  Schnitt- 
punkten bilden,  mit  Hilfe  des  vorhin  unter  1  genannten  Satzes  bewiesen, 
aus  dem  auch  die  polaren  Beziehungen  zwischen  Breunpunkt  und  Leit- 
linie sich  ergehen.  Man  gelangt  jedoch  zu  jenem  Satze,  wie  zu  diesen 
Beziehungen  mit  Hilfe  der  einfachsten  harmonischen  Eigenschaften  un- 
mittelbar aus  der  Erzeugung  durch  Brennpunkt  und  Leitlinie. 

In  besonderen  Capiteln  (V  und  VI)  werden  die  Asymptoten,  die 
conjugirte  Hyperbel  und  die  gleichseitige  Hyperbel  abgehandelt;  von 
letzterer  wird  auf  elementarem  Wege  die  Haupteigen schaft  nachgewiesen, 
dass  sie  durch  den  Höhenpunkt  jedes  ihr  eingeschriebenen  Dreiecks  geht. 
Der  Beweis  in  dem  ersten  Theile  der  Steiner'schen  Vorlesungen,  be- 
sorgt von  Geiser,  beruht  auf  dem  Pascal'schen  Satze  und  derjenige  im 
zweiten  Theile,  herausgegeben  von  Schroeter,  wird  dadurch  geführt, 
dass  man  die  gleichseitige  Hyperbel  in  eine  Parabel  polarisirt. 

Dm  die  alte  Behandlungsweise  der  Kegelschnitte  erschöpfend  dar- 
zustellen, durfte  ihre  Entstehung  aus  dem  Kegel  nicht  fehlen.  So  wird 
denn  auch  im  VII.  Capitel  gezeigt,  wie  der  Schnitt  eines  geraden  Kegels 
der  Ort  eines  Punktes  ist,  dessen  Abstände  von  einem  festen  Punkte 
und  einer  festen  Geraden  in  einem  constanten  Verhältnisse  stehen.  Un- 
mittelbar aus  der  Entstehung  ergeben  sich  übrigens  die  Lage  der  Brenn- 
punkte als  die  Berührungspunkte  mit  den  Brennkugeln,  die  Lage  der 
Leitlinien,  die  constante  Grösse  der  Summe  oder  Differenz  der  Brenn- 
strahlen eines  Punktes,  die  Gleichheit  der  Winkel,  welche  eine  Tangente 
mit  den  Brennstrahlen  des  Berührungspunktes  bildet  etc. 

Vom  IX.  Capitel  an  beginnt  die  moderne  Behandlung  der  Geometrie 
der  Kegelschnitte.  Es  werden  der  Reihe  nach  die  Metboden  der  ortho- 
gonalen und  conischen  Projection,  welcher  letzteren  ein  Abriss  der 
Eigenschaften  des  Doppelverhältnisses  und  der  Involution  vorhergeht, 
darauf  die  Verwandtschaften  der  Polarisation  und  Inversion  oder  Kreisver- 
wandtschaft besprochen  und  zur  Ableitung  der  Polareigenschaften,  der 
conjugirten  Durchmesser,  der  Poldreiecke  etc.  benutzt. 

Sowie  der  grössere  Theil  des  Werkes  (228  Seiten  von  379)  der  alten 
Geometrie  eingeräumt  ist,  so  scheint  der  Verfasser  derselben  auch  ein 
grösseres  Interesse  noch,  als  der  modernen  zugewendet  zu  haben.  Es 
fehlt  nämlich  die  projectivische  Behandlung,  also  gerade  diejenige,  welche 
von  allen  modernen  Behandlungsarten  der  Kegelschnitte  weitaus  die 
wirkungsvollste  gewesen  ist.  Wenngleich  gezeigt  wird,  dass  die  Strahlen, 
welche  einen  veränderlichen  Punkt  eines  Kegelschnittes  mit  vier  festen 
Punkten  verbinden,  ein  constantes  Doppelverbältniss  haben,  was  übrigens 
eine  unmittelbare  Folge  der  bekannten  Kreiseigenschaft  von  der  Gleich- 
heit der  Peripheriewinke]  auf  demselben  Bogen  ist,  so  fehlt  doch  gänz- 
lich der  Nachweis  für  die  Richtigkeit  der  Umkehrung,  dass  die  Schnitt- 
punkte homologer  Strahlen  zweier  vierstrahligen  Büschel  von  demselben 
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Doppel  Verhältnisse  mit  den  Scheiteln  der  Büschel  auf  einem  Kegelschnitte 
liegen.  Es  fehlt  gänzlich  die  Einführung  in  denjenigen  Theil  der  Geo- 
metrie, welchen  wir  Geometrie  der  Lage  nennen,  die  Einführung  in  die 
v.  S tau d t 'sehen  Methoden,  jedenfalls  ein  Mangel  bei  einem  Werke, 
welches  auch  in  die  moderne  Geometrie  einzuführen  den  Zweck  hat. 

Im  Uebrigen  sind  die  gegebenen  Beweise  und  Methoden  kurz  and 
klar.  Von  grossem  Interesse  sind  die  historischen  Notizen  und  die  Fülle 
der  dem  Werke  beigegebenen  Aufgaben,  die  dem  Leser  reichhaltigen 
Stoff  zu  Uebungen  und  Ergänzungen  des  systematischen  Theiles  vor- 
führen. Der  Gesammtein druck  des  Buches  ist  ein  günstiger  und  seine. 
Leetüre  durchaus  zu  empfehlen.  Milinowski. 


Die  Flächen  zweiten  Grades,  nach  elementar- synthetischer  Methode  be- 
arbeitet vom  Oberlehrer  Dr.  J.  P.  H.  Weinmbistbr.  Programm 
der  Realschule  I.  0.  zu  Leipzig.     1880  und  1881. 

Während  die  Curven  II.  0.  vielfach  auf  elementarem  Wege  untersucht 
worden  sind,  hat  sich  die  elementare  Behandlung  den  Oberflächen  IL  O. 
im  Ganzen  nur  vereinzelt  und  wenig  eingehend  zugewendet.  Wenn  auch 
das  vortreffliche  Werk  von  Schröter:  „Theorie  der  Oberflächen  IL  0.", 
das  Bestreben  hat,  die  Eigenschaften  der  Flächen  II.  O.  mit  den  ein- 
fachsten Mitteln  abzuleiten,  so  ruhen  seine  Methoden  doch  auf  den 
Steiner7 sehen  Principien,  auf  der  Projectivität ,  und  können  deshalb 
nicht  elementar  genannt  werden.  Daher  ist  die  obige  kleine  Schrift,  in 
welcher  der  Verfasser  mit  einfachen  und  elementaren  Methoden  die 
wesentlichsten  Eigenschaften  der  Oberflächen  IL  0.  ableitet,  von  grossem 
Interesse  für  jeden  Freund  elementarer  Geometrie.  Der  Begriff  der 
letzteren  läset  sich  vielleicht  als  nichtprojeetivische  Geometrie  definiren. 
Und  in  der  That  benutzt  der  Verfasser  eigentlich  nur  die  Euklidische 
Geometrie,  indem  er  bei  seinen  Beweisen  nicht  einmal  von  dem  elemen- 
taren harmonischen  Gebilde  Gebrauch  macht.  Eb  fehlt  daher  auch  die 
Ableitung  der  polaren  Eigenschaften  der  Flächen  IL  0.  Die  übrigen 
bekannteren  metrischen  Eigenschaften  finden  sich  in  grosser  Vollständig, 
keit  vor. 

Den  Ausgangspunkt  bildet  das  DandelinQuetelet  'sehe  Theorem, 
welches  die  Eigenschaften  der  Kegelschnitte  am  Rotationskegel  entwickeln 
lässt.  Es  werden  nacheinander  behandelt:  1.  die  Rotationskegel,  2.  die 
Cylinder,  3.  die  Rotationsflächen,  4.  die  allgemeinen  Kegel,  5.  die  all- 
gemeinen Flächen. 

Der  Rotationskegel  führt  zu  den  bekanntesten  Eigenschaften  der 
Kegelschnitte,  dann  aber  auch  zu  den  weniger  bekannten  der  Brenn- 
kugeln und  Brennkreise,  unter  letzteren  diejenigen  Kreise  verstanden, 
welche   einen  Kegelschnitt  doppelt,    reell    oder  imaginär  berühren   und 
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deren  Mittelpunkte  auf  der  Hauptaxe  liegen.  Alle  durch  einen  Brenn- 
kreis gelegten  Kugeln  sind  Brennkugeln  des  Kegelschnittes.  Eine  zweite 
Art  von  Brennkreisen,  deren  Mittelpunkte  auf  der  Nebenaxe  liegen, 
wird  später  besprochen.  Man  gelangt  zu  ihnen  am  einfachsten,  wenn 
man  die  Strecken  zwischen  einem  Brennpunkte  und  seiner  Leitlinie  har- 
monisch im  Verhältniss  der  Excentricität  theilt  und  über  der  Entfernung 
der  Theilpunkte  einen  Kreis  beschreibt.  Ueber  die  Brennkreise  bat 
schon  Steiner  im  37.  und  45.  Bande  des  Grell e' sehen  Journals  eine 
Reihe  von  Sätzen  ohne  Beweis  mitgetheilt;  ihre  Haupteigenschaft  ist  die- 
jenige, dass  die  Tangente  von  einem  Kegelschnittspunkt  an  einen  Brenn- 
kreis zu  seinem  Abstände  von  der  Leitlinie  in  einem  constanten  Ver- 
hältnisse  steht,  welches   gleich   der  Excentricitftt  des  Kegelschnittes  ist 

In  dem  Abschnitte  über  Cy linder  wird  die  Methode  der  Parallel- 
projeetion  und  ihre  Anwendung  auf  Kegelschnitte  erörtert. 

Der  Abschnitt  über  Rotationsflächen  behandelt  getrennt  die  Rotations- 
flächen, welche  die  Hauptaxe,  und  diejenigen,  welche  die  Nebenaxe  zur 
Rotationsaxe  haben.  In  einfacher  Weise  ergiebt  sich,  dass  jeder  ebene 
Schnitt  ein  Kegelschnitt  ist  und  dass  diejenigen  Brennkugeln  einer  Ro- 
tationsfläche, welche  diese  aUo  in  einem  reellen  oder  imaginären  Kreise 
und  die  Schnittebene  berühren,  dies  in  einem  Brennpunkte  der  Schnitt- 
figur thun ,  dass  ferner  die  Tangenten  von  jedem  Punkte  der  Fläche  an 
eine  Brennkugel  zu  den  Abständen  von  der  Berührungsebene  in  einem 
constanten  Verhältnisse  stehen.  Auf  dem  einschaligen  Rotationshyperbo- 
loide werden  die  beiden  Schaaren  von  Geraden,  die  auf  .ihm  liegen ,  und 
ihre  hauptsächlichsten  Eigenschaften  ermittelt. 

Recht  eingehend  ist  der  allgemeine  Kegel  behandelt.  Zunächst  wird 
gezeigt,  dass  jeder  schiefe  Kreiskegel  sich  als  gerader  elliptischer  und 
umgekehrt  darstellen  lässt.  Weitere  Eigenschaften  folgen  aus  der  Ein- 
führung des  Polarkegels. 

Nennt  man  diejenige  Ebene,  welche  die  Spitze  eines  Kegels  mit 
einer  Leitlinie  seiner  Grundfläche  verbindet,  eine  Lei t ebene  des  Kegels 
und  die  Höhe  des  Polarkegels  eine  Brennlinie,  so  folgt,  dass  alle 
Punkte  des  Polarkegels  von  der  Brennlinie  und  der  Leitebene  dasselbe 
Abstandsverhältniss  haben.  Mit  Hilfe  hiervon  ergiebt  sich,  dass  jeder 
Schnitt  eines  schiefen  Kreiskegels  und  auch  eines  jeden  Kegels  II.  O. 
ein  Kegelschnitt  ist. 

Auf  die  Kreisschnitte  eines  beliebigen  Kegels  ist  leider  nicht  ein- 
gegangen. Wenn  auch  die  Aufgabe,  einen  beliebigen  Kegel  in  einem 
Kreise  zu  schneiden ,*  kubischen  Charakters  ist,  so  hätte  doch  wenigstens 
das  Vorhandensein  von  Kreisschnitten  erwiesen  werden  sollen. 

Die  Focaleigen schaften  des  Kegels,  deren  Analogie  mit  den  Brenn- 
punktseigenschaften des  Kegelschnittes  nach  Schroeter  durch  eine  un- 
eingeschränkte   Dualität    wesentlich    ergänzt    wird,    werden    durch    eine 
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geometrische  Verwandtschaft,  die  „Polarverwandtschaft*',  algtJeitet,  8  c  h  r  o  e- 
ter  nennt  zwei  polarverwandte  Gebilde  „reciprok"  (Theorie  der  Ober- 
flächen ILO.,  8.  52),  Reye  „rechtwinklig  aufeinander  bezogen*4  (Geo- 
metrie der  Lage  I. ,  S.  159).  Denkt  man  sich  nämlich  alle  durch  einen 
Punkt  gehenden  Geraden  und  Ebenen  paarweise  so  miteinander  ver- 
bunden ,  dass  jeder  Geraden  die  zu  ihr  senkrechte'  Ebene  und  umgekehrt 
zugeordnet  wird,  so  sind  zwei  derartige  Gebilde  po Urverwandt. 

Von  speciellen  Kegeln  werden  noch  der  gleichseitige  und  der  ortho- 
gonale Kegel  näher  untersucht.  Es  wird  nachgewiesen ,  dass  ein  Kegel 
unendlich  viele  Tripel  senkrechter  Seitenlinien  hat,  wenn  er  ein  solches 
besitzt,  dass  ein  solcher  Kegel  von  jeder  Ebene,  welche  auf  einer  Seiten- 
linie senkrecht  steht,  in  einer  gleichseitigen  Hyperbel  geschnitten  wird, 
dass  die  Höhenebenen  eines  beliebigen  eingeschriebenen  Dreikants  sich  in 
einer  Seitenlinie  des  Kegels  schneiden.  —  Neben  anderen  Eigenschaften 
des  orthogonalen  Kegels  werden  folgende  bekannten  bewiesen:  „Drehen 
sich  die  Schenkelebenen  eines  rechten  Flächenwinkels  um  zwei  sich 
schneidende  Gerade,  so  durchläuft  die  Scheitelkante  einen  Kegel"  und 
„der  Ort  aller  Punkte,  welche  von  zwei  sich  schneidenden  Geraden  ein 
bestimmtes  Entfern ungs verbal tniss  haben,  ist  ein  Kegel". 

In  dem  Abschnitte  „Allgemeine  Focalgebilde  des  ebenen  Kegel- 
schnittes "  werden  aus  den  Eigenschaften  des  allgemeinen  Kegels  Focal- 
eigenschaften  der  Kegelschnitte  abgeleitet,  so  namentlich  auch  die  von 
Salmon  herrührende  Erzeugung  der  Kegelschnitte  (vergl.  Schroeter, 
Theorie  der  Oberflächen  IL  O.,  S.  646).  Da  sie  weniger  bekannt  ist,  so 
sei  sie  hier  angeführt:  „Bewegt  sich  in  einer  Ebene  ein  Punkt  so,  dass 
das  Quadrat  seiner  Entfernung  von  einem  beliebigen  Punkte  im  Baume 
zum  Producte  seiner  Entfernungen  von  zwei  Geraden  in  der  Ebene  in 
unveränderlichem  Verhältnisse  steht,  so  beschreibt  er  einen  Kegelschnitt.14 

Den  Uebergang  zur  allgemeinen  Fläche  IL  O.  bildet  der  Sats: 
„Bewegt  sich  ein  Punkt  in  einer  Ebene  so,  dass  seine  Potenz  in  Be- 
ziehung auf  einen  Kreis  in  der  Ebene  oder  auf  eine  Kugel  im  Räume 
in  unveränderlichem  Verhältnisse  steht  zum  Producte  seiner  Abstände 
von  zwei  festen  Geraden  der  Ebene,  so  durchläuft  er  einen  Kegelschnitt1' 
Wird  dieser  Satz  auf  den  Kaum  ausgedehnt,  so  liefert  er  eine  Definition 
der  Fläche  II.  O.,  von  welcher  die  Salmon'sche  Definition  (Schröter, 
Theorie  der  Oberflächen ,  S.  649)  ein  specieller  Fall  ist.  Aus  ihr  ergeben 
sich  ungezwungen  die  Haupteigenschaften  der  Oberflächen  IL  O.  Auf 
dem  einschaligen  Hyperboloide  und  dem  hyperbolischen  Paraboloide  werden 
die  beiden  Schaaren  von  Geraden  ermittelt  und  ihre  Eigenschaften  nach- 
gewiesen. 

Die  kleine,  77  Seiten  starke  Schrift  leitet  in  klarer,  übersichtlicher 
Weise  und  mit  einfacher,  ungezwungener  Methode  auf  elementarem  Wege 
einen  grossen  Theil  jener  Eigenschaften  der  Oberflächen  IL  O.  ab,  welche 
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bisher  nur  vereinzelt  der  Elementargeometrie  bekannt  waren ,  und  führt 
auf  dem  leichterten  Wege  und  in  grosser  Kürze  in  die  Theorie  der 
Oberflächen  II.  0.  ein.  Ihr  ist  eine  recht  weite  Verbreitung  sehr  zu 
wünschen.  Milinowski. 


Die  Geametri*  flkr  Gymnasien  und  Realschulen.  Ein  Lehr-  und  Uebungs- 
buch  von  A.  Milinowski.     I.  Theil.     Planimetrie. 

„Unter  den  mathematischen  Disciplinen  hat  die  Geometrie  unzweifel- 
haft die  grösste  bildende  Kraft,  und  zwar  liegt  diese  in  der  Förderung 
des  räumlichen  Vorstellungs vermögen«.  Die  Stärkung  desselben  mnss 
daher  der  Hauptzweck  des  geometrischen  Unterrichts  sein ,  die  geometrische 
Wahrheit  mnss  durch  Anschauung  erkannt  werden.  Alle  Beweise,  welche 
vorzugsweise  der  Rechnung  sich  bedienen ,  sind  möglichst  zu  vermeiden. 
Der  wirkliche  Lernstoff  ist  in  knapper,  präciser  Form  und  möglichst 
geringem  Umfange  zn  geben;  seine  Anwendungsfähigkeit  ist  an  zahl- 
reichen Constructionsaufgaben  zn  zeigen.  Die  Constructionen  selbst,  als 
hauptsächlichstes  Mittel  zur  Kräftigung  des  Formensinnes,  sind  auf  den 
unteren  Stufen  auch  in  den  Nebentheilen  genau  mit  Zirkel  und  Lineal 
auszuführen/4 

Mit  diesen  Worten,  welche  gewiss  den  Beifall  vieler  erfahrener 
Schulmänner  finden  werden,  leitet  der  Verfasser  das  vorliegende  Buch 
ein.  Bevor  wir  uns  zu  überzeugen  suchen,  das  dasselbe  wirklich  nach 
diesen  Grundsätzen  bearbeitet  ist,  mag  bemerkt  werden,  dass  bei  der 
„knappen,  präcisen  Form",  „dem  möglichst  geringen  Umfange"  nicht 
blos  die  Skylla  der  Breitspurigkeit,  sondern  auch  die  Charybdis  der  Un- 
Verständlichkeit zu  vermeiden  ist,  da  schon  der  alte  Kant  Veranlassung 
nimmt,  zu  erinnern:  manche  Bücher  seien  gar  nicht  so  lang,  wenn  sie 
nicht  so  verzweifelt  kurz  wären.  Zu  dieser  ersten  vorläufigen  Bemerkung, 
gegen  welche  unser  Buch  an  einigen  Stellen,  wo  die  Aufgaben  ohne 
Andeutung  der  Lösung  stehen,  gesündigt  hat,  so  dass  mancher  Schüler 
die  Lösung  umsonst  aus  dem  Zusammenhange  zu  entnehmen  6ich  an- 
strengen wird,  mag  die  zweite  treten,  dass  der  Verfasser,  welcher  auf 
den  unteren  Stufen  genaue  Constructionen  verlangt,  in  der  Prima  die 
genau  gezeichneten  Figuren  nicht  verdammen  kann. 

Da»  Buch  bietet  in  22  Paragraphen  auf  118  Seiten  einen  reichen 
Lehrstoff  und  die  achtunggebietende  Zahl  von  1181  Aufgaben  dar.  Die- 
selben sind  dem  theoretischen  Vortrage  so  eingefügt,  dass  sie  bald  die 
natürliche  Folge  der  neuen  Erkenntniss  darstellen,  bald  neue  Gesichts- 
punkte darbieten ,  aus  denen  die  fernere  Untersuchung  ihren  Pfad  weiter- 
hin erspäht. 

Das  Buch  zerfällt  ungezwungen  in  drei  Abschnitte,  die  zwar  nicht 
bezeichnet  sind,  sich  aber  erkennbar  genug  gegen  einander  abheben. 
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Der  erste  umfasst  die  §§  1  bis  13;    er  behandelt    die  elementare 
Geometrie  bis  znr  Aehnlichkeit.     Da  der  Winkel  als  Maass  für  den  Rich- 
tungen nt  erschied   zweier  Geraden   definirt  ist  (§  2),    so   erscheinen   die 
Parallelen  als  Gerade  gleicher  Richtung  (§  9,  II),  und  nun  ergiebt  sich 
ungezwungen,   dass   sie   mit   einer  dritten   gleiche  Richtungsunterschiede 
haben    müssen.     Es  kann   meine  Aufgabe   einem  Mathematiker  von    der 
Bedeutung  Milinowski's   gegenüber  nicht  sein,   ihm  an   dieser  Stelle 
theoretische   Vorhaltungen   zu  machen;    um  so   weniger,    da   bei    einem 
Lehrbuche  der  pädagogische  Gesichtspunkt  der  leitende  ist.     Und  nnter 
den  Versuchen,  die  betreffende  Barriere,  welche  ja  die  ersten  Elemente 
durchsetzt,   zu   nehmen,    gefällt  mir   kaum   eine  besser,   als  dieser   hin- 
reichend  bewährte.     Aus   der   Beschäftigung  mit  dem   gleichschenkligen 
Dreiecke  (§  7)  ergeben  sich  die  Lösungen  der  bekannten  Grnndanfgaben, 
die   Sätze,   welche  sich   auf  symmetrische   Lage   beziehen,    geometrische 
Oerter,   eine  Reihe  von  Krei6theoremen  (die  Ueberschrift :  „Lehre  vom 
Kreise "  verschwindet  jährlich  mehr  —  Gott  habe  sie  selig!)  und    eine 
Menge  von  Aufgaben.    Hier  schon  werden  an  einen  Kreis  von  einem  ge- 
gebenen Punkte  die  Tangenten  gezogen  (113),  es  erscheinen  eine  Reihe 
von  Tactionsaufgaben  (126,  127,  134,  135  u.  s.  w.)t  ja  (144)  der  Kreis, 
welcher   einen  Halbkreis   in   einem  bestimmten  Punkte  und  den  Durch- 
messer berührt.     §  8   enthält  die   Congruenzsätze,    §  10    behandelt   die 
Parallelogramme,   §  11    bestimmt  die  Winkelsumme  des  Dreiecks,    §  12 
enthält   die  Lehre  vom   Centri-    und    Peripheriewinkel.     Dem   hier   ge- 
gebenen Beweise  habe  ich  keinen  Geschmack  abgewinnen  können.     Der 
erste  Theil  enthält  484  Aufgaben. 

Der  zweite  Theil  geht  vom  §  13  bis  §  16.  Er  umfasst  die  Lehre 
von  der  Aehnlichkeit,  die  Flächensätze,  den  Lehrsatz  des  Pythagoras 
und  die  Sätze  über  die  Mittellinie  und  die  Halbirungslinie  des  Winkels. 
Dass  sich  hieran  der  Sehnen  -Tangenten  -  Secantensatz  (Potenz)  natürlich 
schliesst,  scheint  mir  zweifellos;  demnach  sollte  §  18  dem  §  17  meines 
Erachtens  inhaltlich  vorangehen.  In  diesem  Theile  findet  die  Geometrie 
der  GrÖ8senverg]eichungen  ihren  Abschluss,  es  eröffnen  sich  Ausblicke  in 
die  Geometrie  der  Lagen  Verhältnisse.  So  Aufg.  771.  Die  hier  gestellten 
Aufgaben  sind  zum  Theil  sehr  interessant,  so  insbesondere  eine  Reihe 
von  Maximumaufgaben,  Einschreibungen  der  einen  Figur  in  eine  andere, 
Verwandlungen  und  Theilungen.  Ob  man  in  der  Beschränkung  der 
algebraischen  Hilfsmittel  auf  das  Nöthige  so  enthaltsam  sein  will,  wie  der 
Verfasser,  ist  Geschmackssache.  871  und  826,  ebenso  852  und  873,  663 
und  665  sind  nur  durch  den  Wortlaut  verschieden.  Vielleicht  ist  es 
besser,  den  Schüler  diese  Umformungen  selbst  finden  zu  lassen.  Als 
fehlerhaft  sind  mir  A.  659  und  670  aufgefallen. 

Der  letzte  Theil  unseres  Buches  behandelt  die  harmonischen  Punkte 
und  Strahlen,  die  harmonische  Verwandtschaft,  die  Kreisverwandtschaft, 
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dann  etwas  lose  im  Zusammenhange  des  Uebrigen  die  Kreisrechnung  und 
als  Schlussstein  des  Ganzen  die  ausgezeichneten  Punkte  des  Dreiecks. 
Die  glückliche  geometrische  Begabnng  des  Verfassers  tritt  hier  in  beson- 
ders günstigem  Lichte  hervor.  Die  Umrisse  der  dargelegten  Dinge  er- 
scheinen in  jener  lebendigen  Klarheit,  welche  sie  nur  unter  dem  Ein- 
flüsse eigener  Forschung  auf  irgend  einem  Wissensgebiete  annehmen. 
Coesfeld,  im  August  1881.  K.  Sohwbring. 


Schwbring,  Mathematische  Miseellen.     Progr.  Coesfeld.     1881. 

Von  den  drei  in  dieser  Arbeit  vereinigten  kleinen  Aufsätzen  be- 
schäftigt sich  der  erste  mit  der  bekannten  elementaren  Aufgabe:  das 
Volumen  einer  Halbkugel  durch  eine  dem  Grundkreise  parallele  Ebene 
zu  halbiren.  Ist  x  der  Abstand  der  Schnittebene  vom  Grundkreise,  so 
erhält  man  die  Gleichung  xz  —  3r*a?  =  —  r8.  Die  Lösung  dieser  Gleichung 
durch  die  Cardani'sche  Formel  giebt,  wenn  man  die  darin  auftreten- 
den Coefficienten  —  ±  und  4  V%  durch  cos,  resp.  sin  (120°+  2nn)  {n  =  0, 1,2) 
ersetzt  und  den  Moi vre' sehen  Satz  benutzt,  die  einfachen  Werthe 
xx  =  2  r .  cos  40°,  —  x%  =  2  r .  cos  20°,  a:3  =  2  r .  cos  80°.  Dieselben  lassen  sich 
mittelst  eines  regulären  dem  Grundkreise  ein  beschriebenen  Neunecks  sehr 
leicht  construiren.  Der  dritte  giebt  die  eigentliche  Lösung  der  Aufgabe, 
während  die  beiden  anderen  einer  etwas  allgemeineren  Fassung  des  Wort* 
lautes  derselben  entsprechen.  Am  Scblnss  wird  auf  die  Verallgemeine- 
rung der  Aufgabe  durch  Forderung  einer  andern  Theilung  der  Halbkugel 
hingewiesen. 

Der  zweite  Aufsatz:  „Directe  Bildung  der  Gleichung,  welche  die 
Doppeltangenten  einer  Curve  vom  Geschlechte  Null  finden  lässtu,  ist  eine 
Umarbeitung  eines  früheren,  in  Bd.  XXI  S.  130  dieser  Ztschr.  publicirten 
Aufsatzes.     Wird    nach    der   über  die  Curve    gemachten  Voraussetzung 

ml  AI 

x=  — ,  y  =  —  gesetzt,  so  lautet  die  gesuchte  Gleichung 

«v,     <pX,     <p'k 

0v,     dl,     fr'*   =0, 

*v,    ♦*,     ♦'*- 

worin  A  und  v  die  Parameter  der  Berührungspunkte  der  Doppeltangenten 
sind.  Durch  sehr  sinnreiche  Transformationen  gelangt  nun  der  Verfasser 
dazu,  gleich  anfangs  die  fremden  Factoren  der  Determinante  zu  beseiti- 
gen, dann  ihren  eigenen  Grad,  und  denjenigen  ihrer  Discriminante ,  in  X 
zu  bestimmen,  wodurch  als  Anzahl  der  Doppeltangenten  2  (»  —  2)  (»  — 3) 
ermittelt  wird.  Besonders  einfach,  und  sogar  auf  elementare  Gleichungen 
führend,  gestaltet  sich  das  Problem  bei  der  Lemniskate  und  Cardioide, 
nächst  dem  bei  der  allgemeinen  Curve  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppel- 
punkten. 

Hiat-lit.  Abth.  d.  ZelUchr.  i.  Math.  n.  Phyi.  XXVII,  S.  8 
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An  dritter  Stelle  wird  die  Aufgabe  bebandelt:  Die  Summe  der 
Flächeninhalte  aller  Kreise  zu  finden,  welche  einem  Kreissegmente,  sich 
gegenseitig  berührend,  eingeschrieben  sind.  Es  handelt  sich  hierbei  um 
die  Bestimmung  des  Ausdruckes 


fi+^(^(l-n«)+^(|  +  „«))' 


von  welchem  sogleich  gezeigt  wird,  dass  er  convergent  ist  und  den  Cha- 
rakter einer  elliptischen  Function  hat.  In  der  Herstellung  dieser  Func- 
tion liegt  der  Schwerpunkt  der  Arbeit.    Es  wird  zunächst  die  Hyperbel- 

function  l:fe)f  \o+a)  durch  den  gleich werthigen  Exponentialausdruck 

ersetzt,  alsdann  der  Factor  1  :  (1  +  e*— 2a)4  nach  der  Binomialformel  ent- 
wickelt und  endlich  die  Summation  für  a,  2  er,  3  er,  ...  ausgeführt.  Der  so  ent- 
standene Ausdruck  zeigt  bereits  Aehnlichkeit  mit  der  Reibenentwickelung 
der  Function  p  w,  und  erweist  sich  schliesslich  (bis  auf  einen  Zahlfactor)  als 

identisch  mit  p"(q>  +  «0  —  p(<P  +  *0  +      »  worauf  noch  —  durch  fr -Func- 
ke n 

tionen  ersetzt  wird.  Der  Verfasser  macht  mit  Recht  darauf  aufmerksam, 
dass  hier  der  Zusammenhang  einer  geometrischen  Aufgabe  mit  elliptischen 
Functionen  ohne  das  Hilfsmittel  der  Integralrechnung  hergestellt  ist.  — 
Während  zuerst  das  kleinere  der  beiden  durch  eine  Sehne  entstehenden 
Segmente  zu  Grunde  gelegt  war,  zeigt  der,  Verfasser  am  Schlüsse  durch 
eine  analog  an  dem  grösseren  geführte  Untersuchung,  dass  ein  wesent- 
licher Unterschied  zwischen  beiden  Fällen  nicht  besteht.  —  Im  Ganzen 
charakterisirt  sich  die  Arbeit  als  ein  neuer  sehr  beachtenswerther  Bei- 
trag zur  geometrischen  Anwendung  der  elliptischen  Functionen,  deren 
Auftreten  auf  einem  so  elementaren  Gebiete,  wie  das  der  vorliegenden 
Aufgabe,  man  sonst  nicht  zu  erwarten  pflegt. 

Waren.  V.  Schlägel. 

Exposition    geomötrique    des    propriöWs    gäntrales    des    courbes.     Par 

Ch,  Ruohonnet    (de  Lausanne).     Quatrieme  Edition   augmentäe. 

Lausanne,  1880.  8°.  174  S.  6  Tafeln. 
Das  Werk  des  Herrn  Ruchonnet,  welches  schon  in  vierter  Auf- 
lage vorliegt,  verfolgt  eine  ähnliche  Tendenz,  wie  die  Schrift  des  Herrn 
Schell:  „  Allgemeine  Theorie  der  Curven  doppelter  Krümmung "  (Leip- 
zig, 1859.  8°.  106  S.),  und  das  ziemlich  voluminöse  Werk  des  Herrn 
Aoust:  „Analyse  infinitesimale  des  courbes  dans  l'äspace"  (Paris,  1876. 
8°.  XX,  564  S.).  Die  Behandlungsweise  des  Gegenstandes  ist  eine  rein 
geometrische,  alle  vorkommenden  metrischen  Relationen  sind  auf  geo- 
metrische   Betrachtungen    basirt.     Die    Schrift    des    Herrn   Ruchonnet 
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zerfallt  in  zwei  Theile.  Der  erste  behandelt  auf  S.  7—42  die  ebenen 
Curven;  in  weit  ausführlicherer  Darstellung  sind  auf  8.43—172  die 
Curven  doppelter  Krümmung  geometrisch  untersucht.  Da  die  Darstel- 
lungen der  ebenen  Curven  und  der  Raumcurven  eine  Art  Parallelismus 
zeigen,  so  soll  nur  die  zweite  Abtheilung  in  Betracht  gezogen  werden. 
Nach  einigen  Stellen  des  Buchs  zu  schliessen  (S.  50  u.  S.  96) ,  scheinen 
Vortrage  über  die  Geometrie  des  Baumes,  welche  Herr  Bertrand  1856 
und  1857  in  Paris  gehalten  hat,  nicht  ohne  Einfluss  auf  das  Buch  ge- 
blieben zu  sein,  der  Herr  Verfasser  giebt  immer  mit  grosser  Sorgsamkeit 
alle  Schriften  an,  denen  Sätze  oder  Beweise  entlehnt  sind. 

Der  eigentlichen  Theorie  der  Curven  gehen  einige  Sätze  über  krumme 
Flächen  voraus ,  die  sich  wesentlich  auf  windschiefe  und  specieüer  develop- 
pabele  Flächen  beziehen.  Hierbei  zeigt  sich  eine  Eigentümlichkeit  in 
der  Darstellung,  welche  hin  und  wieder  im  Buche  auftritt,  nach  einem 
Theorem  erst  die  nöthige  Definition  folgen  zu  lassen.  So  z.  B.  wird  auf 
S.  44  gesagt,  dass  die  berührende  Ebene  im  Punkte  Peiner  windschiefen 
Fläche  die  Qeneratriz  enthält,  welche  durch  den  Punkt  P  geht.  Mitten 
im  Satz  ist  die  Definition  einer  windschiefen  Fläche  in  Klammern  an- 
gegeben. Nach  einigen  Sätzen  über  die  Tangente  (S.  46—48)  folgt  die 
Definition  der  Schmiegungsebene.  Diese  beiden  geometrischen  Elemente 
in  Verbindung  mit  dem  Contingenzwinkel  und  dem  Torsionswinkel  sind 
auf  S.  46  —  74  sehr  ausführlich  behandelt.  Es  finden  sich  dabei  manche 
interessante  metrische  Relationen  entwickelt.  Auf  S.  74 — 90  ist  der 
Krümmungskreis  betrachtet,  sowie  die  Geraden,  welche  Hauptnormale 
und  Binormale  heissen.  Bei  Gelegenheit  der  Aufstellung  des  Winkels 
der  ganzen  Krümmung  ist  die  von  L  an  er  et  gegebene  Deduction  mit- 
getheilt.  Die  windschiefe  Fläche  der  Hauptnormalen  giebt  S.  86  Ver- 
anlassung, allgemein  die  Strictionslinie  einer  windschiefen  Fläche  zu 
definiren.  Auf  8.  90  —  103  sind  die  windschiefen  Flächen  in  einer  wei- 
teren Darstellung  behandelt.  Wenn  auch  nicht  zu  leugnen  ist,  dass  die 
Lehre  von  den  windschiefen  Flächen  erst  durch  Zuziehung  der  Theorie 
der  Curven  doppelter  Krümmung  sich  in  manchen  Punkten  sehr  verein- 
fachen lässt,  so  möchte  doch  dem  Referenten  scheinen,  dass  eine  kurze 
Darlegung  der  wesentlichsten  Eigenschaften  windschiefer  Flächen  einer 
grosseren  Theorie  der  Raumcurven  vorangeben  muss,  während  der  Herr 
Verfasser  Definitionen  und  Sätze  vorbringt,  wo  es  ihm  gerade  gefällt. 
Auf  S.  104  ist  die  geodätische  Linie  einer  developpabeln  Fläche  dadurch 
bestimmt,  dass  sie  durch  Abwickelung  der  Fläche  in  eine  Gerade  über- 
geht. Es  ist  dieses  bekanntlich  ein  specieller  Fall  eines  schönen  von 
Gauss  aufgestellten  Satzes.  Bei  dieser  Gelegenheit  ist  zu  bedauern, 
dass  der  Herr  Verfasser  keine  allgemeinen  geometrischen  Betrachtungen 
über  geodätische  Linien  mitgetheilt  hat,  was  bei  seiner  klaren  Darstel- 
lungsweise 6ehr  erwünscht  gewesen  wäre.     An   die  Betrachtungen   über 

8* 
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windschiefe  Flächen  schlie6st  sich  die  Untersuchung  der  developpavbeln 
Fläche  an,   welche  von  den  Normalebenen   einer  Curve  eingehüllt  wird 
.(Polarfläche,  Snrface  polaire),  woran  sich  Ausführungen  über  die  Gurre 
reihen ,  welche  von  den  Mittelpunkten  der  osculatorischen  Kreise  gebildet 
wird.    Auf  S.  116 — 131  ist  die  Schmiegungskugel  behandelt.    Bei  dieser 
Anordnung  ist  nicht  zu  vermeiden,  dass  zuweilen  Sätze  und  Relationen 
unter    etwas    anderen   Benennungen    in    doppelter  Weise   auftreten;     so 
findet  sich  auf  S.  109  eine  Distanz  bestimmt,  die  sich  auf  S.  119  einfach 
als  Distanz  der  Mittelpunkte  des  osculatorischen  Kreises  und  der  oscula- 
torischen Kugelfläche   erweist.     Die  Evoluten   basirt   der  Herr  Verfasser 
auf  einen   einfachen  Satz,  welcher  mit  grosser  Sorgfalt  ausgeführt    ist. 
Sehr  vollständig  sind   die  Evoluten,    Evolventen   und    die   reotificirende 
Fläche   einer  Baumcurve  auf  S.  131—154    behandelt.     Abgesehen    von 
einem   Zusatz   schliesst  das  Werk  mit  einer  eingehenden   Untersuchung 
der  Schmiegungshelix.    Auf  S.  110  findet  sich  in  einer  Anmerkung    „  Le 
tkSorime  qxiexprime  cetie  formule  a  ete,  je  crois,    donne  pour  la  premiere 
fois  par  Jacobi  en  1835,   dans  un  ariicle  inserd  au  Journal  de  Cr eil et 
lotne  XIV".     Die  bemerkte  Formel  enthält  die  Entfernung  zwischen   den 
Mittelpunkten  von  Krümmungskreis  und  Schmiegungskugel.    In  dem  Auf- 
sätze von  Jacobi:  „Zur  Theorie  der  Curven"  (Cr eile,  Journal  XIV, 
S.  56—63)  ist  die  bemerkte  Distanz  8.  61  unter  der  Bezeichnung:  „Länge 
der  Krümmungsaxe  CK"  enthalten.    Jacobi  hatte  versucht,  die  haupt- 
sächlichsten Formeln   aus   der  Curventheorie  aufzustellen,   wobei   indeas 
noch  der  Begriff  des  Torsionsradius  fehlt.    Bei  dieser  Gelegenheit  möchte 
Referent  auf  eine  Abhandlung  von  Jacobi  aufmerksam  machen ,   deren 
Inhalt  in  den  Schriften  über  Raumcurven   noch  keine  Beachtung  gefun- 
den  hat.     Die  Abhandlung:    „Demonstratio    et   amplificatio    theorematis 
Oaussiani  de  quadratura  tntegra  trianguli  in  data  superficie  e  liiieis  bre- 
vissimi8  formati  (Grelle,  Journal  XVI,  S.  344  —  350)  hatte,  ungeachtet 
einer  geometrischen  und  analytischen  Beweisführung,   bei  Glausen  Be- 
denken an  der  Richtigkeit  der  gefundenen  Resultate  hervorgerufen.    Man 
vergleiche  hierüber  Glausen:  „Berichtigung  einee  von  Jacobi  aufgestell- 
ten Theorems"  (Astronomische  Nachrichten  Nr.  457,  Bd.  XX  S.  13—16, 
Altona   1843).     In    dem   Aufsätze  „Ueber  einige  merkwürdige   Curven- 
theoremeu  (Astr.  Nachr.  Nr.  463 ,  Bd.  XX  S.  115- 120)  wies  Jacobi  die 
unbegründeten  Bedenken  durch  sehr  einfache  geometrische  Betrachtungen 
zurück,    die    wohl    verdienten,    in   die   Curventheorie    aufgenommen    zu 
werden.    In  einer  Anmerkung  citirt  der  grosse  Mathematiker  einige  sein 
Theorem    betreffende    Worte    von    Steiner.     Der    kleine    Aufsatz    von 
Steiner:  „Ueber  einige  allgemeine  Eigenschaften  der  Curven  doppelter 
Krümmung "  (Berichte  der  k.  preussischen  Akademie  der  Wissenschaften. 
Aus  dem  Jahre   1839 »   S.  76 — 80)   scheint  von   geometrischen   Schrift- 
stellern wenig  beachtet  zu  sein,  obgleich  derselbe  eine  Menge  wichtiger 
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Sätze  enthält.  So  findet  man  u.  A. :  „Rollt  eine  Ebene  JE,  ohne  zu 
gleiten ,  als  Tangentialebene  anf  der  Fläche  F  (also  eine  der  vorgenann- 
ten Normalebenen),  so  wird  sie  stets  im  nämlichen  Punkte  P  von  der 
Curve  C  geschnitten,  oder  so  beschreibt  ein  bestimmter  Funkt  P  derselben 
die  Curve  £."  Die  von  Steiner  durch  F  bezeichnete  Fläche  ist  die 
Polarfläche  der  Curve  C.  Genau  derselbe  Satz  findet  sich  S.  131  bei 
Herrn  Ruchonnet  und  wird  «ls  Basis  der  Theorie  der  Evoluten  ge- 
nommen. „&'  ton  faxt  rouler  le  plan  iangent  sur  la  surface  polaxre,  et 
plan,  gut  dam  son  mouvement  reste  toujours  normal  ä  la  courbe  consideree 
est  traverse  par  eüe  constamment  au  mime  point."  Uebrigens  muss  her- 
vorgehoben werden,  dass  Steiuer  seine  Sätze  ohne  Beweis  mitgetheilt 
hat.  Schliesslich  kann  Referent  nicht  umhin,  die  Schrift  des  Herrn 
Ruchonnet  in  mehr  wie  einer  Hinsicht  der  Beachtung  der  Mathe- 
matiker zu  empfehlen.  Die  Darstellung  ist  sehr  klar  und  präcise,  das 
Werk  enthält,  soweit  die  Gegenstände  behandelt  sind,  einen  grossen 
Reichthum  an  Sätzen ,  die  namentlich  in  Form  metrischer  Relationen  er- 
scheinen. Es  sind  weniger  eine  grössere  Anzahl  von  Sätzen  behandelt, 
die  sich  auf  Raumcurven  und  windschiefe  Flächen  beziehen ,  als  die  mit- 
geteilten fundamentalen  Theoreme  ausführlich  behandelt,  was  der  Schrift 
nur  zum  Vortheil  gereicht. 

Göttingen.  Ennbper. 

«  — — — — — 

Analytische  Geometrie,  bearbeitet  von  Dr.  Riobard  Heger,  Gymnasial- 
lehrer u.  a.  o.  Hon.-Professor  am  königl.  Polytechnikum  zu  Dresden. 
Breslau  1880/81,  bei  Eduard  Trewendt.  380  S.  [Encyklopädie  der 
Naturwissenschaften,  Bd.  V,  1—380.] 
Das  Wort  „Analytische  Geometrie"  ist  ein  ungemein  dehnsames. 
Wir  haben  in  den  Bänden  dieser  Zeitschrift  über  manche  so  benannte 
Schrift  berichtet,  welche  eines  Lobes  würdig  erschien,  und  deren  Inhalt 
doch  recht  kurz  bei  einander  war.  Es  waren  das  meistens  Schulbücher, 
Bücher  zur  Einleitung  in  die  analytische  Geometrie,  die  sich  der  Auf- 
gabe entschlagen  durften,  ihre  Leser  mit  denjenigen  Methoden  bekannt 
zu  machen,  welche  insbesondere  seit  1828,  dem  Erscheinungsjahre  von 
Plücker's  Analytisch •  geometrischen  Entwickelungen ,  den  hervorragen- 
den Geometern  gedient  haben ,  Untersuchungen  anzustellen,  deren  Gegen- 
stände einer  nur  um  Weniges  früher  gelegenen  Zeit  so  gut  wie  unbekannt 
waren.  Wer  gerade  diese  modernen  Methoden  in  Anwendung  auf  die 
analytische  Geometrie  der  Ebene  kennen  lernen  will,  den  verweist  man 
auf  die  durch  vollendete  Eleganz  sich  auszeichnenden  kürzer  gefassten 
Bücher  von  Hesse  oder  Joachimsthal,  auf  das  nicht  minder  elegante, 
vollständige  Werk  über  Kegelschnitte  von  Salmon,  dessen  Bearbeitung 
in  deutscher  Sprache  durch  Fiedler  in  der  vierten  Auflage  bereits  die 
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Stärke  von  700  Seiten  erreicht  hat,  welche  von  der  fünften  Auflage,  am 
deren  Erscheinen   nicht  au   zweifeln  ist,   noch  überboten  werden  dfirfte. 
Herr  Heger  hatte  sonach  für  die  Analytische  Geometrie  der  Ebene   und 
des  Baumes ,  deren  Behandlung  auf  verhältnissmässig  geringfügigem  Ramme 
ihm  übertragen  worden  ist,  eine  reiche  Auswahl  von  Musterwerken.      Kr 
durfte  nicht  ausser  Augen  lassen,    dass  die  Voraussetzung  eines  Hand- 
buches  der  Mathematik  —  denn   als  Theil  eines  solchen  erschien    diese 
analytische  Geometrie  in   der  Encyklopädie    der  Naturwissenschaften    — 
darin   besteht,   dass   dem  Leser  kein   anderes  mathematisches  Werk    in 
Händen  sei,  dass  also  zwar  nicht  alle  Feinheiten  von  Sonderuntersnch- 
ungen  Aufnahme  zu  finden  haben,  aber  doch  auch  nichts  Wesentliches, 
an  Ergebnissen  wie  an  Methoden,  fehlen  darf.     Er  liess  sich  denn  auch 
von  diesem  uns  richtig  erscheinenden  Gedanken  leiten  und  schloss  sich 
unter  den  notwendigen  Kürzungen   an  die  Werke  an,  welche  wir  als 
die  moderne  analytische  Geometrie   enthaltend  bezeichnen  dürfen.      Die 
symbolische  Bezeichnung  von  Gleichungspolynomen  durch  einen  einfachen 
Buchstaben»  die  Anwendung   von   Determinanten,    die    neben   einander 
stattfindende  Benutzung  von  Punkt-  und  Liniencoordinaten ,    die   Ein- 
führung homogener  Coordinaten  treten   der  Reihe  nach  auf,   und   ihre 
Wirkungsweise  bewährt  sich  wie  an  den  gewöhnlichen  Eigenschaften  der 
Geraden  und  der  Kegelschnitte,  so  auch  an  den  projectivischen  Sätsen 
über  diese  ebenen  Gebilde  und   über  Curven   drittln   Grades.     An    die 
analytische  Geometrie  der  Ebene  schliesst  sich  die  des  Baumes  unmittel- 
bar an.     Hier  war  eine  grosse  Sparsamkeit  in   der  Auswahl    aus   dem 
überreichen   Stoffe   noch  mehr  geboten    und  doch    zugleich  schwieriger. 
Wenn  in  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  recht  viel  ohne  Infinite- 
simalrechnung oder  mit  verkleideter  Infinitesimalrechnung  geleistet  werden 
kann,  so  ist  es  in  der  analytischen  Geometrie  kaum  möglich,  der  neueren 
Untersuchungen  zu  gedenken,   ohne  den  Begriff  und   die  Bezeichnung 
von  Differentialquotienten  zu  benutzen.     Man  könnte  wohl  Zweifel  aus- 
sprechen ,  ob  es  zweckmässig  sei ,  überhaupt  mehr  als  nur  die  Lehre  von 
dem  Punkte,  der  Geraden  und  der  Ebene  im  Baume  zu  behandeln,  bevor 
die  Differentialrechnung  dem  Leser  die  fast  auf  Schritt  und  Tritt  un- 
entbehrlichen  Werkzeuge  geliefert  hat.     Herr  Heger  ist  dieser  Ansicht 
nicht.     Er  hat  nicht  nur,  was   auch  unserer  Meinung  nach  tbunlich  ist, 
die  Ausdehnung  der  früheren  Methoden   zu  Punkt*  und  Ebenencoordi- 
naten ,  sowie  zu  homogenen  Baumcoordinaten  vollzogen  und  projectivische 
Eigenschaften  der  vorgenannten   einfachen  Kaumgebilde  entwickelt,    er 
hat  auch  die  Lehre  von  den  Flächen  zweiter  Ordnung,  von  den  Raum- 
curven  dritter  Ordnung,  von  den  abwickelbaren  Flächen  dritter  Ordnung 
so  vollständig  geliefert ,  als  es  mit  ausschliesslich  elementaren  Hilfsmitteln 
überhaupt   thunlich   war.    Hat    er   mit   dieser  Ausdehnung    des    Stoffes 
Recht  gehabt,  was  wir,  wie  gesagt,  nicht  zu  behaupten  im  Stande  sind, 
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so  ist  die  Art,  wie  er  seiner  Aufgabe  gerecht  wurde,  gewiss  nur  rüh- 
mend anzuerkennen,  und  wir  sind  überaeugt,  dass  der  Verleger  keinen 
Fehlgriff  thun  würde,  falls  er  die  Heger 'sehe  Analytische  Geometrie 
auch  als  besonders  verkäufliches  Buch  heften  Hesse,  welches  manchen 
Abnehmer  bei  Solchen  finden  möchte,  die  sich  zur  Anschaffung  der  ganzen 
Eneyklopädie  der  Naturwissenschaften ,  beziehungsweise  deren  mathemati- 
scher Abtheilung,  nicht  entschliessen  können.  Bei  einer  solchen  Sonder- 
abgabe wäre  es  vielleicht  auch  möglich ,  einen  Neudruck  des  ersten  Druck- 
bogens zu  veranstalten,  der  sich  durch  zahlreiche  sinnentstellende  Druck- 
fehler unvortheilhaft  von  den  folgenden  Bogen  unterscheidet. 


Can 


TOR. 


Gemeinfassliche,    leicht   oontrolirbare   Lösung   der  Aufgabe:    „In   ein 
ringförmig  geschlossenes  Band  einen  Knoten  zu  maehen",   und 
verwandter  merkwürdiger  Probleme,  von  Dr.  Oscar  Simony,  a.  ö. 
Professor  an   der  k.  k.  Hochschule  für  Bodencultur,   Privatdocent 
an  der  Wiener  Universität.    III.  erweiterte  Auflage  (mit  42  Holz- 
schnitten und  4  lithographirten  Tafeln).    Wien ,  Verlag  von  Gerold 
&  Comp.     1881. 
Referent  hat  diese  kleine  Schrift  mit  um  so  grösserem  Interesse  ge- 
lesen, als  durch  eigentümliches  Zusammentreffen  gerade  zur  Zeit,  als 
der  Wunsch  ausgesprochen   wurde,    wir  möchten  über  den   Inhalt  uns 
äussern,   der  Gegenstand  in   dem  Heidelberger  Mathematischen  Vereine 
experimentell  erörtert  wurde.    Herr  Georg  Wallenberg  aus  Danzig 
hat  mittels  steifer  Papierbänder,   die  an  den  Enden  gummirt  waren,  die 
wichtigsten  Simony 'sehen  Versuche  zur  Anschauung  gebracht  und  uns 
so  unser  Urtheil  wesentlich  erleichtert,  während  ohne  die  Fingerfertigkeit 
dieses  jungen  Studirenden  der  Mathematik  unser  persönlicher  Mangel  an 
Baumphantasie  auch  trotz  der  vortrefflichen  Abbildungen  mit  den  Ergeb- 
nissen 6ich  nicht  genügend  vertraut  zu  machen  gewusst  hätte.    Vielleicht 
ist  es  auch  anderen  Lesern  ähnlich  gegangen  und  dadurch  eine  Befangen- 
heit gegen  Dinge  erzeugt  worden,  die  sie  sich  nicht  vorzustellen  ver- 
mochten. 

Es  handelt  sich  um  die  Aufgabe:  in  ein  ringförmig  geschlossenes 
Band  einen  Knoten  zu  machen,  eine  in  wissenschaftlichen  Kreisen  übel 
berüchtigte  Aufgabe,  weil  sie  in  den  von  Herrn  Slade  gegebenen  Vor* 
Stellungen  durch  salva  venia  Geisterhände  gelöst  worden  sein  soll.  Mit 
Geistern  hat  aber  die  uns  vorliegende  Abhandlung  Nichts  zu  thun,  so 
wenig,  als  mit  einer  objeetiv  vorhandenen  vierten  Dimension  des  Raumes. 
Geistreich  ist  sie  nur  im  guten  Sinne  des  Wortes.  Herr  Simony  zeigt 
nämlich  mittels  sehr  sinnreicher  Versuche,  dass  ein  vor  dem  Schlüsse 
einer  ungeraden  Anzahl  von  Torsionen  unterworfenes  Band  eine  oder 
mehrere  Verschlingungen  darbietet,  sobald  man  es  zwar  nicht  der  Quere, 
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aber  der  Länge  nach  durchschneidet.  Die  Anzahl  der  Torsionen  Ifisst 
sich  ans  den  erzeugten  Verschlingungen  gewissennassen  ablesen«  Herr 
Simon y  beruft  sich  mit  Recht  auf  Listing's  Topologie,  als  einer  früh- 
zeitig erschienenen  Vorläuferin  dieser  Untersuchungen.  Verwandt  sind 
denselben  auch  zahlentheoretisch- geometrische  Betrachtungen,  welche 
insbesondere  einige  französische  Mathematiker  in  den  letzten  Jahren  an- 
gestellt haben  und  über  welche  z.  B.  Herr  Ed.  Lucas  in  einer  italienisch 
geschriebenen  Abhandlung  „Principii  fondamentali  della  geometria  dei 
tessuti"  in  dem  sechsten  Jahrgange  der  zu  Turin  erscheinenden  Monats- 
schrift  „L'Ingegneria  Civile  e  le  Arti  Industriali "  berichtet  hat. 

Cantok. 


La  science  de  l'efpaoe  par  Lücien  Buys,  capitaine  du  g^nie.  Bruxelles 
1881,  Librairie  Europ«5enne  C.  Muquardt  Merzbach  &  Falk.  608  S. 
Wir  haben  seiner  Zeit  in  kurzen  Worten  über  die  „Science  de  la 
quantitä"  desselben  Verfassers  berichtet,  als  einem  Werke,  dessen  Haupt- 
merkmal darin  zu  erkennen  sei,  dass  complexe  Grössen  grundsätzlich 
nicht  verkommen ,  weil  sie  nach  des  Verfassers  muthmasslich  von  keinem 
anderen  Mathematiker  getheilter  Meinung  nur  nutzlose  Erzeugnisse  einer 
ganz  subjectiven  Einbildungskraft  darstellen.  Heute  liegt  uns  die  erste, 
38  Druckbogen  starke  Abtheilung  der  Raumwissenschaft  vor,  welcher 
nach  der  Absicht  des  Verfassers  noch  zwei  weitere  Abtheilungen  nach- 
folgen sollen.  Wie  der  gegenwärtige  Band  Linien,  Oberflächen  und 
Körper  in  elementarer  Weise  nach  Form  und  Grösse  betrachtend  den 
Elementen  der  Geometrie  und  der  Trigonometrie  der  ver- 
breiteten Lehrbücher  entsprechen  soll,  so  ist  die  Absicht  des  Verfassers, 
in  einer  zweiten  Abtheilung  der  analytischen,  in  einer  dritten  der 
descriptiven  Geometrie  sich  zuzuwenden.  Erstere  wird  es  mit  dem 
allgemeinen  Studium  von  Linien,  Oberflächen  und  Körpern  zu  thun 
haben,  gegründet  auf  die  Messung  der / Entfernung  ihrer  Punkte  von 
gegebenen  festen  Raumgebilden;  letztere  wird  ihre  Aufgabe  darin  sehen, 
Eigenschaften  von  Linien  und  Oberflächen  des  Raumes  aus  ihren  ebenen 
Projectionen  kennen  zu  lernen.  Man  sieht,  es  ist  ein  weitangelegter 
Plan,  den  Herr  Buys  gefasst  hat.  Weniger  deutlich  ist  uns  die  Ab- 
sicht, welche  seine  Veröffentlichungen  leitet.  Will  er  dem  schon  fertigen 
Mathematiker  zeigen,  welche  Anordnung  der  Wissenschaft  die  streng 
richtige  wäre,  oder  will  er  mittels  seiner  Schriften  selbst  Mathematiker 
bilden  ?  Der  grosse  Umfang  scheint  die  erstere  Auffassung  auszuschliessen, 
aber  eine  Willensäusserung  des  Verfassers  muss  uns,  wenn  sie  vorhanden 
sein  sollte,  entgangen  sein.  Im  Zweifel  nehmen  wir  an,  der  Verfasser 
sei  zum  Mindesten   der  Meinung,   an  seinen  Werken   könne  ein  Leser 
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sich  zum  Mathematiker  ausbilden ,  and  von  diesem  Gesichtspunkte  aus 
benrtheilen  wir  das  uns  vorliegende  Buch. 

Es  ist  eine  missliche  Sache,  in  einem  ersten  Bande  Lücken  nach- 
weisen zu  wollen.  Der  Verfasser  kann  regelmässig  erwidern,  er  habe 
das  Vermisste  im  zweiten  oder  dritten  Bande  nachholen  wollen.  Wir 
nehmen  also  diese  Einrede  vorweg  und  bemerken  nur,  dass  demnach 
den  folgenden  Bänden  angehören  muss  die  zusammenhängende  Lehre 
von  den  merkwürdigen  Punkten  des  Dreiecks,  die  Lehre  von  der  har- 
monischen Theilung,  die  Erklärung  der  Archimedischen  Körper,  der 
Euler'sche  Satz  Aber  Vielfläcbner  u.  8.  w.,  welche  im  ersten  Bande  nicht 
mit  einem  Buchstaben  Erwähnung  finden,  während  gegenwärtig  kaum 
eine  bessere  Schulgeometrie  diese  Gegenstände  vermissen  lässt. 

Schwerer  wird  die  Vertheidigung  des  wirklich  Gebotenen  sein,  wenn 
von  Seiten  folgerichtiger  Strenge  ein  Sturm  geführt  wird,  und  dazu  fehlt 
es  keineswegs  an  geeigneten  Angriffspunkten. 

S.  14—15.  Eine  Ebene  entsteht  aus  den  Punkten  sämmtlicher  Ge- 
raden, welche  zwei  beliebige  Punkte  zweier  einander  schneidender  Ge- 
raden verbinden.  Wir  lassen  die  Definition  gelten.  Nun  heisst  es  weiter: 
Eine  Gerade,  welche  irgend  zwei  Punkte  dieser  Oberfläche  verbindet, 
gehört  ganz  der  Oberfläche  an.  Wir  lassen  diese  Fortsetzung  nicht 
gelten.     Sie  muss  erst  bewiesen  werden! 

S.  26.  Das  Zusammenfallen  zweier  Dreiecke,  deren  Seiten  einzeln 
einander  gleich  sind,  ist  evident.  Wirklich?  Dem  Verfasser  scheinen 
doch  selbst  Zweifel  an  dieser  Ersichtlichkeit  aufgestossen  zu  sein,  denn 
er  lässt  einen  Beweis  nachfolgen;  aber  dann  musste  der  Vordersatz  ein* 
fach  gestrichen  werden,  welcher  geeignet  ist,  den  Anfänger  zu  ver 
führen,  auch  sonst  Sätze  als  ersichtlich  anzunehmen,  die  vielleicht  gar 
nicht  wahr  sind. 

S.  32.  Die  Verbindungslinien  der  Endpunkte  der  Grundlinie  eines 
Dreiecks  mit  einem  Punkte  im  Innern  des  Dreiecks  haben  eine  kleinere 
Summe,  als  die  sie  umschliessenden  Dreiecksseiten.    Das  sei  ersichtlich! 

S.  45.  Ein  Vieleck  ist  regelmässig,  falls  alle  Seiten  und  Winkel  unter 
einander  gleich  sind.  Wenn  aber  nun  der  Schüler  fragen  würde,  ob  es 
auch  solche  Vielecke  giebt? 

S.  57.  Nachdem  der  Begriff  der  Krümmung  in  der  Weise,  wie  man 
ihn  in  der  Differentialrechnung  zu  entwickeln  pflegt,  aus  dem  Winkel 
auf  einander  folgender  Berührungslinien  hergeleitet  ist,  wird  der  Kreis 
als  Linie  von  überall  gleicher  Krümmung  definirt.  Das  ist  eine  neue, 
aber  sehr  interessante  Einführung  dieser  krummen  Linie.  Aus  ihr  folgt 
die  Existenz  eines  Mittelpunktes,  wie  S.  54  bewiesen  wird.  Nun  soll 
aber  auch  bewiesen  werden,  dass  umgekehrt  jede  Linie,  deren  Punkte 
gleich  weit  von  einem  gegebenen  Punkte  abstehen ,  ein  Kreis  sein  muss. 
Zu  diesem   Zwecke  werden   an  die  betreffende  Curve  Berührungslinien 
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gelegt  und  es  sei  evident,  dass  die  Berührungspunkte  dem  festen  Punkte 
näher  liegen,  als  irgend  andere  Punkte  der  Berührungslinie! 

S.  68,  Drei  Winkelpaare  AA,  B  B\  CC  hängen  noth wendig  durch 
A=A  oder  ^+^'=180°,  B  =  #  oder  £+£'=180°,  C=(f  oder 
£+£'=*  180°  unter  einander  zusammen.  Herr  Boys  meint,  da  gehe  es 
nur  drei  denkbare  Fälle:  1.  A+A'  =  180°,  B  +  B'=  180°,  C+C=180°j 
2.  A=A,  B  +  #=  180°,  C+C'~180°;  3-  A  =  A\  B=*B\  C=*C.  Wo 
bleibt  der  Fall  4:  A**A9  B  =  B\  C+C=180°? 

Wir  wollen  nicht  eine  uns  und  unsere  Leser  ermüdende  Vollstän- 
digkeit dieses  Sündenregisters  anstreben.  Wir  heben  nur  noch  eine 
unbewiesene  Behauptung  hervor.  8.  300—301  ist  von  der  Krümmung 
der  Oberflächen  die  Bede  und  ohne  Weiteres  der  Säte  ausgesprochen, 
der  Ort  der  Berührungslinien  an  alle  durch  einen  Punkt  einer  Ober- 
fläche auf  der  Oberfläche  gezogenen  Gurven  iu  dem  gemeinsamen  Punkte 
sei  eine  Ebene.  So  darf  man  die  Augenscheinlicbkeit  doch  nicht  miss- 
brauchen ! 

Wir  haben  mit  diesen  Ausstellungen  im  Einseinen  das  Urtheil  be- 
gründen wollen,  welches  wir  nun  zum  Schlüsse  aussprechen.  Das  Buch 
besitzt,  namentlich  durch  die  Art,  wie  der  Kreis  in  die  Betrachtung«- 
reihe  eingeführt  ist,  manche  nicht  uninteressante  Eigentümlichkeit,  wim- 
melt aber  derartig  von  Stellen ,  die  der  heute  mit  Recht  verlangten  Strenge 
der  Darstellung  nicht  entfernt  genügen,  dass  man  auch  ihm,  wenn  anch 
vielleicht  nicht  ganz  in  dem  Maasse,  wie  der  „Science  de  la  quantiU" 
den  Vorwurf  nicht  wird  ersparen  können,  eine  anachronistische  Er- 
scheinung zu  bieten.  Cantor. 

B.  Zuokbbmann,   Materialien  zur  EntWickelung  der  altjüdischen  Zeit- 
rechnung  im  Talmud.     Beilage  zum  Jahresbericht    des  jüdisch- 
theologischen Seminars  Fränkel'scher  Stiftung.     Breslau,  am  Ge- 
dächtnisstage des  Stifters,  den  27.  Januar  1882.     68  S. 
Wir  haben  gewiss  kaum  nöthig,  den  regelmässigen  Lesern  unserer 
Zeitschrift  ins  Gedächtniss  zurückzurufen,   dass  wir  schon  einmal  1878 
(Bd.  XXIII,  Histor.-literar.  Abtheil.  S.  88— 92)  über  talmudisch- mathe- 
matische Forschungen  des  gleichnamigen  Verfassers   berichten    durften. 
Die  heute  uns  vorliegende  Untersuchung  ist  chronologischen  Inhalts  und, 
wenn  auch   in  mancher  Hinsicht  voller  Interesse,    doch    für  den  Mathe- 
matiker,  selbst  für  den,  welcher  die  Geschichte  seiner  Wissenschaft  mit 
Vorliebe  studirt,   ohne   sonderliche  Ausbeute.     Handelt  es  sich  doch  in 
diesem  Schriftchen  nicht  um  die  schon  entwickelte  jüdische  Zeitrechnung, 
sondern    um    die   Periode   jüdischer    Geschichte,    während   welcher   den 
Schwierigkeiten   der  Vermittelung  zwischen  dem  Mondjahre  von  12  Mo- 
naten, die  je  29  oder  30  Tage  in  sich  schlössen,  und  dem  Sonnenjahre 
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rein  empirisch  begegnet  wurde.  Durch  zweier  Zeugen  Mund  wurde  fest- 
gestellt, ob  die  neue  Mondsichel  an  diesem  oder  jenem  Abende  zuerst 
gesehen  worden  war,  ob  also  an  diesem  oder  jenem  Tage  der  alte  Monat 
abschlössen,  der  neue  beginnen  musste.  80  erwuchs  alljährlich  zwischen 
den  beiläufig  354  Tagen  des  Kalenderjahres  und  den  etwa  3654»  ^aSeD> 
nach  welchen  die  Jahreszeiten  wiederkehrten»  ein  Unterschied,  welcher 
in  drei  Jahren  selbst  über  einen  Monat  betrug  und  die  Einschaltung 
eines  Schaltmonats  zur  Notwendigkeit  machte.  In  der  That  zur  Not- 
wendigkeit, denn  die  an  gewissen  Festen,  welche  innerhalb  eines  ge- 
gebenen Kalendermonats  an  fest  bestimmten  Tagen  (wie  Ostern  am 
14.  Nissan)  lagen,  vorgeschriebenen  religiösen  Handlungen,  Opfer  von 
junger  Feldfrucht  u.  dergl.  konnten  nicht  vollzogen  werden,  wenn  der 
Monat  selbst  die  Jahreszeiten  durchwandelte.  Aus  landwirtschaftlich - 
religiösen  Gründen  wurden  also  8chaltjahre  gebildet,  und  wenn  Herr 
Zuckermann  auch  wahrscheinlich  zu  machen  sucht,  dass  daneben  bereits 
in  früher  Zeit  eine  Berechnung  irgendwelcher  Art  (S.  54)  stattgefunden 
haben  muss,  die  freilich  mehr  die  Monatslänge,  als  die  Ausgleichung  der 
beiden  Jahresgattungen  betroffen  zu  haben  scheint,  so  sind  das  doch  so 
schwankend  gehaltene  Behauptungen,  dass  der  Mathematiker  ihnen,  wie 
wir  schon  andeuteten,  zwar  Geschmack,  aber  nicht  gar  viel  Belehrung 
abgewinnen  kann.  Cantor. 


Proklos  über  die  Definitionen  bei  Euklid.    1.  Theil.    Definition  1—7. 
Mit  2  Tafeln  Abbildungen.     Von  Prof.  Dr.  Ludwig  Majer.    Pro- 
gramm  des  königl.  Gymnasiums   in   Stuttgart  zum  Schlüsse  des 
Schuljahres  1880/81.    4°.    28  S. 
Wir  haben  1876  im  XXI.  Bande  dieser  Zeitschrift  (hist.-literar.  Ab- 
theilung 8.  181  — 183)   ein  Tübinger  Schulprogramm  des  gleichen  Ver- 
fassers zu  besprechen   das  Vergnügen  gehabt.     Damals  beschäftigte  sich 
Herr  Majer  mit  den  Auseinandersetzungen  des  Proklos  über  die  Petita 
und  Aziomata  bei  Euklid;  heute  giebt  er  uns  eine  auszugsweise  Ueber- 
setzung  und   Erklärung  dessen,    was  Proklos  über  die  ersten  sieben 
Definitionen  Euklid' s  zu  sagen  weiss,  uns  als  nächste  Gabe  eine  ähn- 
liche Bearbeitung  des  Prok los* sehen  Commentars  zu  den  übrigen  De- 
finitionen im  I.  Buche  der  Elemente  in  Aussicht  stellend«     „Wir  hoffen 
so  9  mit  der  Zeit  das  leider  unvollendet  auf  uns  gekommene  Werk  des 
Neuplatonikers  allen  Denen  vollständig  zu  erschliessen ,  die  das  Original 
zu  lesen  nieht  im  Stande  sind  oder  .nicht  Zeit  und  Lust  dazu  haben. " 
Wir  nehmen  gern  Act  von  dieser  Zusage,  mit  welcher  der  Verfasser  sein 
diesjähriges  Programm  abschliesst,  möchten  aber  unsererseits  den  Wunsch 
daran  knüpfen,  die  Fortsetzungen  in  etwas  beschleunigterer  Aufeinander- 
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folge  erscheinen   zu  sehen.     Zur  Veröffentlichung  in  Bruchstücken  nach 
je  fünfjähriger  Pause  reicht  ein  Menschenleben  kaum  aus! 

Nächst  dieser  auf  die  Zukunft  berechneten  Mahnung  haben  wir  die 
angenehme  Pflicht,  unsere  rückhaltlose  Anerkennung  der  Art  und  Weise 
auszusprechen,    in   welcher  Herr  Majer  als  Uebersetzer  und  Erklarer 
sowohl  dem  griechischen  Originale,   als  dem  heutigen  Leser  gerecht  su 
werden  versteht.     Die  vierte  Definition   2.  B.,   um  nur  eine  Einzelheit 
hervorzuheben,  war  bisher  oft  übersetzt,  nie  aber,  wie  uns  nach  Majer's 
Uebersetzung  klar  wird,  verstanden  worden.     Soll  die  gerade  Linie  i£ 
ftrov  rolg  Iqfiavtijg  ö^fisiotg  liegen,  so  muss  die  Abhängigkeit  des  Dativs 
tolg   orjpeiotg   von  i£  Xoov  in   der  Uebersetzung  hervortreten,    es   muss 
heissen:  „Die  Gerade  liegt  in  gleicher  Weise  da,  wie  die  Punkte  auf  ihr, 
d.  h.  mit  irgendwelchen  Punkten  auf  ihr,  also  auch  schon  mit  zweien  ist 
die  Gerade  gegeben "  (8.  27).     Von  feinem  Verständnisse  zeugt  auch  die 
Einschaltung,  welche  der  Uebersetzer  S.  11  Z.  24 — 26  in  den  Text  ein- 
zufügen  wusste.     Unbegreiflich   dagegen  ist  uns  sein  Skrupel  S.  25  be- 
züglich des  Alters  der  von  Eudoxus  erfundenen  Hippopede  gegenüber 
den  von  Perseus  herrührenden  spirischen  Schnitten.    Der  schleifenartige 
spirische  Schnitt   ist  ja  keine  Hippopede,  sondern  gleicht  ihr  nur  — 
lowvut  Tfl  tov  innov  nidy  —  und  kann  sehr  wohl  um  einige  Jahrhun- 
derte nach   der  ersteren  Curve   bemerkt  worden  sein,  wie  er  selbst  im 
Datum  um  mehr  als  anderthalb  Jahrtausende  der  jüngeren  an  Gestalt 
beiden  vergleichbaren  Lemniscate  vorausging.  Cantor 


Archimedis  opera  omnia  cum  commentariis  Eutocii.    E  codice  Florentino 
recensuit,  latine  vertit  notisque  illustravit  J.  L.  Heibe&g,  Dr.  phil. 
Leipzig,  bei  B.  G.  Teubner.    Vol.  I.     1880  (XII,  499).    Vol.  IL 
1881  (VIII,  468).    Vol.  III.    1881  (LXXXIX,  525). 
Georg  Valla,   ein   gelehrter  italienischer  Philologe,   welcher  1499 
starb,   besass  eine  Handschrift  der  Werke  Archimed's,   welcher  von 
Denen,  die  sie  noch  sahen,   hohes  Alter  nachgerühmt  worden  ist.     Ab- 
schriften dieses  Codex  sind  nach  den   in  der  Vorrede  zum  III.  Bande 
vorliegender  Ausgabe  enthaltenen  eingebenden  Untersuchungen  des  Herrn 
Heiberg  einige  Pariser  Codices  (£,  C)  und  der  berühmte  Florentiner 
Codex  (£*),  welcher  demnach  nicht,  wie  man  bisher  annahm,  dem  XIII.  S. 
angeboren  würde,  auch  nicht  der  ehemals  Va  11  ansehe  Codex  selbst  wäre, 
wie  Herr  Heiberg  in  seinen  Quaestiones  Archimedeae  S.  125flgg.  noch 
vermuthete,  sondern  dessen  Entstehung  etwa  auf  1491  oder  kurz  darauf 
zu  bestimmen  wäre.     Sei  dem,  wie  da  wolle,  und  möge  man  an  einem 
Irrthum  von  2|  Jahrhunderten  in  der  älteren  Zeitbestimmung  von  F  An- 
stoße nehmen  oder  nicht,  jedenfalls  sind  F,  2?,  C  Handschriften  der  glei- 
chen Familie  und  unter  ihnen  F  am  sorgfältigsten  hergestellt,  sogar  unter 
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Festbaltung  weit  älterer  Buchstabenformen,  als  das  Jabr  1500  zu  be- 
natzen pflegte,  die  vielmehr  auf  das  IX.  bis  X.  S.  zurückverweisen  sollen, 
ein  Umstand,  der  von  Fachleuten  vielleicht  gegen  die  Heiberg'scbe 
Annahme  so  später  Entstehung  verwerthet  werden  möchte.  Auf  dieselbe 
Handschriftenfamilie  weisen  alle  Ausgaben  und  Uebersetzungen  des  Ar- 
chimed  zurück,  letztere  anfangend  mit  der  lateinischen  Bearbeitung, 
welche  Jacob  von  Cremona  um  1450  für  Papst  Nicolaus  V.  anfer- 
tigte, und  die  durch  Tartaglia  1543  im  Drucke  veröffentlichte  Ueber- 
setzung  keineswegs  ausschliessend.  Man  möchte  zwar  gegen  diese  letz- 
tere Behauptung  einwenden,  in  den  Valla' sehen  Texten,  wie  wir  alle 
jene  Codices  kurz  nennen  wollen,  fehlten  bekanntlich  die  zwei  Bücher 
von  den  schwimmenden  Körpern,  während  aus  Tartaglia's  Pa- 
pieren auch  sie  in  lateinischer  Sprache  erschienen,  gegenwärtig*  die  ein- 
zige ältere  Form,  welche,  von  einem  kleinen  griechischen  Bruchstücke 
abgesehen,  als  Original  dienen  muss.  Herr  Heiberg  räumt  diese  Ein- 
wendung dadurch  aus  dem  Wege,  dass  er  annimmt,  Tartaglia  habe 
jene  beiden  Bücher  selbst  auch  nie  griechisch  gesehen ,  sondern  eine  alte 
lateinische  Uebersetzung,  deren  Verfasser  durchaus  unbekannt  ist,  ab- 
geschrieben. Er  folgert  diese  Thatsache  aus  der  wesentlich  andern  Lati- 
nität  dieser  Bücher,  als  der  übrigen  bei  Tartaglia,  und  wer  Tar- 
taglia's Persönlichkeit  betrachtet,  ohne  sich  ausschliesslich  auf  seine 
selbstbiographischen  Redensarten  zu  verlassen,  wird  eine  Unmöglichkeit 
in  dieser  freilich  eine  Anklage  in  sich  schliessenden  Vermuthung  nicht 
finden.  Handschriften  anderer  Entstehung  hat  auch  Herr  Heiberg  bei 
dieser  neuen  Ausgabe  nicht  benutzen  können,  aber  er  hat  mit  der  dop- 
pelten Sachkenntniss,  welche  wir  ihm  früher  schon  nachzurühmen  wuss- 
ten,  als  Philologe  und  Geometer  Handschriften,  Ausgaben  und  Ueber- 
setzungen benutzt  und  uns  nicht  blos  Arcbimed's  Schriften,  sondern 
auch  die  vorhandenen  Erläuterungen  des  Eutokius  in  handlicher  Form 
mit  einander  gegenüberstehenden  griechischen  und  lateinischen  Texten 
leicht  zugänglich  gemacht.  Mag  auch  von  dem  deutschen  Benutzer  Nizze's 
noch  immer  vortreffliche  Uebersetzung  des  Archimed  neben  dem  Ori- 
ginale mitbenutzt  werden,  das  Original  ist  darum  nicht  entbehrlich,  und 
für  die  Erläuterungen  des  Eutokius  vollends  blieb  man  auf  die  unför- 
mige, riesige  Archimedausgabe  von  Torelli  angewiesen,  so  dass  in  dieser 
Beziehung  vollauf  ein  Bedürfniss  zu  befriedigen  war.  Nicht  minder  wird 
der  Benutzer  der  neuen  Ausgabe  in  drei  Bänden  des  bekannten  Formates 
der  Bibliotheca  Teubneriana  Heiberg  für  den  fortlaufenden  Commentar 
Dank  wissen,  als  welchen  die  zahlreichen,  unten  an  den  Seiten  an- 
gebrachten Noten  sich  erweisen.  War  auch,  insbesondere  durch  Nizze, 
in  dieser  Beziehung  vielfach  und  gut  vorgearbeitet,  so  hat  doch  Herr 
Heiberg  noch  zahlreiche  eigene  Zuthaten  beigefügt,  namentlich  vielfache 
Verweisungen  auf  andere  griechische  Mathematiker,  als  z.  B.  Euklid, 


110  Historisch  -  literarische  Abtheilung. 

Apollonius,  Papp us,  Verweisungen,  welche  das  Verständnis*  des 
Wortlautes  nicht  wenig  zu  erleichtern  sich  eignen,  da  bei  dem  von  son- 
stigen Schriftstellern  abweichenden  Sprachgebrauche  der  Mathematiker 
gewöhnliche  Wörterbücher  nicht  selten  im  Stiche  lassen.  Damit  ist  zu- 
gleich auch  die  Notwendigkeit  eines  Wortindex  gegeben,  und  ein  sol- 
ches hat  Herr  Heiberg  seinem  III.  Bande  beigefügt,  das  Wortindex 
als  Muster  nehmend,  welches  eine  Zierde  der  Hu Itsch' sehen  Pappus- 
Ausgabe  bildet.  Ueberhaupt  war  es  jene  klassische  Ausgabe,  der  Herr 
Heiberg  ausgesprochenermassen  nacheiferte,  und  wenn  wir  auch  glaub- 
ten ,  gegen  beide  Gelehrten ,  gegen  den  längst  berühmten  erprobten  Meister, 
wie  gegen  den  strebsamen ,  sich  rasch  aufschwingenden  Jünger  der  Wissen- 
schaft, ein  Unrecht  au  begehen,  falls  wir  behaupteten,  die  Archimed-  Aus- 
gabe stehe  der  des  Pappus  schon  ganz  gleich,  so  können  wir  doch  mit 
gutem  Gewissen  es  aussprechen,  dass  wir  künftigen  Ausgaben  griechischer 
Mathematiker  —  z.  B.  des  Euklides  —  durch  Herrn  Heiberg  jetzt 
mit  gesteigerter  Zuversicht  entgegensehen.  Cantob. 


Die  Uebersetsungeu  des  Buklid  durah  Gampano  und  Zamberti.  Eine 
mathematisch -historische  Studie  von  Prof.  Dr.  Hermans  Wbissbn- 
bobn.  Halle  a.  S.  Druck  und  Verlag  von  H.  W.  Schmidt.  1882. 
Vierhundert  Jahre  sind  verflossen,  seit  im  Mai  1482  die  erste  Druck- 
ausgabe der  Campano'  sehen  Uebersetzung  der  Euklid' sehen  Elemente 
aus  dem  Arabischen  in  das  Lateinische  durch  Erhard  Batdolt  vollendet 
wurde.  Herr  Weissen  ho  rn  hat  diese  Säcularerinnerung  durch  eine 
interessante  Studie  gefeiert.  Er  schildert  uns  die  Schicksale,  welche  die 
oben  genannte  Campano" sehe  Uebersetzung  im  Drucke  erfuhr.  Er  zeigt, 
wie  Zamberti  (ein  Venetianer,  welcher  im  Jahre  1589  mindestens  66 
Jahre  alt  war)  eine  Gegenausgabe  veranstaltete,  deren  lateinischen  Text 
er  aus  dem  Griechischen  übersetzte;  wie  der  bekannte  Freund  des  Lio- 
nardo  da  Vinci,  Luca  Paciolo,  der  Uebersetzung  des  Campano 
wieder  den  Vorzug  gab  und  sie  seiner  Ausgabe  zu  Grunde  legte;  wie 
Jaques  Lefevre  von  Estaples  beide  Uebersetzungen  vergleichsweise 
abdrucken  Hess,  eine  Sitte,  welcher  noch  andere  Herausgeber  treu  blie- 
ben, selbst  nachdem  der  griechische  Urtext  1533  in  Basel  erschienen  war. 
Herr  Weissen  bor n  giebt  bibliographisch  genaue  Schilderungen  dieser 
verschiedenen,  meistens  recht  selten  gewordenen  Drucke  und  zieht  aus 
ihren  Eigentümlichkeiten  Folgerungen,  welche  allgemeineres  Interesse 
besitzen,  als  etwa  nur  für  den  Freund  alter  Ausgaben.  Wir  heben  als 
theil weise  schon  früher  festgestellt,  aber  neu  bekräftigt  hervor:  1.  dass 
Euklid,  der  Verfasser  der  Elemente,  bis  in  das  XV.  Jahrhundert  hinein 
mit  dem  Philosophen  aus  Megara  verwechselt  zu  werden  pflegte ;  2.  dass 
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Euklid  nur  als  Verfasser  der  Lehrsätze  galt,  wahrend  man  die  Beweise 
von  Theon  von  Alexandria  herrühren  Hess.  Dazu  hat  Herr  Weissen  - 
born  noch  weiter  behauptet  und,  wie  uns  scheint,  bewiesen,  dass  3.  schon 
1482  der  Umstand  nahezu  vergessen  war,  dass  Campano  nicht  unmittel- 
bar aus  dem  Griechischen,  sondern  ans  dem  Arabischen  fibersetzte,  eine 
Bemerkung,  welche  ihre  Wichtigkeit  darin  besitzt,  dass  sie  die  Bitterkeit 
der  Angriffe  erklärt,  welche  die  humanistisch  geschulten  Kenner  des 
Urtextes  gegen  Cainpano's  Irrthttmer  richteten,  Angriffe,  die  eigentlich 
an  die  Adresse  des  Arabers  zu  richten  waren,  welcher  Campano'« 
Missverständnisse  ganz  oder  doch  zum  grossen  Theile  verschuldet  hatte. 
Wir  können  uns  über  weitere  Einzelheiten,  welche  die  kleine,  4£ 
Druckbogen  starke  Abhandlung  enthält,  nicht  weiterverbreiten,  sondern 
begnügen  uns  damit,  im  Allgemeinen  unser  Einverstftndniss  auszuspre- 
chen, etwa  mit  Ausnahme  einer  Stelle  (3.  42),  wo  Herr  Weissen  born, 
wie  wir  glauben,  einen  Satz  des  Luca .  Paciolo  missverstanden  und 
darauf  ihn,  den  verdienten  Minoriten,  eines  Irrthums  beschuldigt  hat, 
der  ihm  nicht  zur  Last  fällt.  Cantob. 


Intorno  ad  una  nuova  edizione  delle  opere  di  Galileo  per  Antonio  Fa- 
varo.     Venezia  1881.     51  S. 

Ist  die  sogenannte  vollständige  und  correcte  Ausgabe  der  Werke 
•des  Galilei,  welche  unter  der  Aufsicht  von  Alberi  im  Laufe  der  vier- 
ziger Jahre  unseres  Jahrhunderts  erschien,  berechtigt,  sich  jene  schmücken- 
den Bezeichnungen  beizulegen  ?  Die  Verneinung  dieser  Frage  steht  unter 
den  Männern  des  Faches  vollkommen  fest.  Lohnt  es  sich,  eine  wirklich 
vollständige,  wirklich  correcte  Ausgabe  zu  veranstalten?  Wir  würden 
fürchten ,  die  Mahnen  des  grossen  Gelehrten  des  XVII.  Jahrhunderts  zu 
beleidigen,  wenn  wir  diese  Frage  als  zweifelhafter  Beantwortung  fähig 
ansähen.  Zweifelhaft  ist  in  unseren  Augen  nur  Eines:  ob  nämlich  gegen- 
wärtig schon  der  Moment  gekommen  ist,  die  Wünsche  zu  befriedigen, 
welche  Herr  Favaro  ausspricht  und  für  welche  er  der  Zustimmung  Aller 
gewiss  sein  kann,  welche  für  die  Geschichte  der  Wissenschaften  Interesse 
empfinden. 

Gerade  die  letzten  18  Jahre  —  seit  der  dritten  Säcularfeier  von 
Galilei1  s  Geburt  im  Februar  1864  —  haben  die  Galileiforschung  in 
kräftigeren  Aufschwung  gebracht.  Die  politisch -kirchlichen  Kämpfe  un- 
serer Zeit  haben  vielleicht  am  meisten  dazu  beigetragen  und  haben  ins- 
besondere Veranlassung  gegeben,  immer  und  immer  wieder  auf  den  In- 
quisitionsprocess  gegen  Galilei  zurückzukommen.  Aber  zugleich  mit 
Schriftstücken,  welche  auf  das  Jahr  1633  sich  beziehen,  kamen  andere 
in  ungeahnter  Menge  aus  dem  Staube  der  Archive  hervor,  und  Herr 
Favaro    gehört    neben    Herrn    Campori    zu    den    Männern,    welche 
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am  eifrigsten    und    erfolgreichsten  der  Nachstüberungsmühe  sich   unter- 
zogen. 

Darf  dieses  Suchen  als  beendigt  betrachtet  werden  ?  Nur  in  diesen 
Falle  halten  wir  es  für  richtig,  mehr  als  den  Gedanken  einer  neuen 
Gesammtausgabe  von  Galilei 's  Werken  auszusprechen.  Freilich  werden 
die  Vorbereitungen  zum  Drucke  unter  allen  Umständen  geraume  Zeit  in 
Anspruch  nehmen,  und  inzwischen  kann  noch  Manches  geschehen.  Aber 
für  einzelne  unentbehrliche  Forschungen  handelt  es  sich  auch  noch  darum, 
ob  sie  zur  Zeit  möglich  sind,  und  insbesondere  der  Besitzer  von  Asb- 
burnham  ist  ein  zum  Voraus  unberechenbarer  Factor,  ohne  den  die  Rech- 
nung selbst  nun  einmal  nicht  zum  Stimmen  gebracht  werden  kann.  Wir 
meinen,  um  uns  deutlicher  auszudrücken ,  die  Benutzung  der  in  Ashbnrn- 
ham  befindlichen  Papiere  sei  unerläßliche  Vorbedingung  für  die  wirkliche 
Inangriffnahme  der  neuen  Ausgabe. 

Sollte  es  erst  einmal  so  weit  sein ,  so  wird  die  Auswahl  des  Mannes, 
der  die  Ausgabe  zu  leiten  hat,  nicht  schwierig  sein.  Die  Notwendig- 
keit, dass  es  ein  Italiener  sei,  dass  er  mit  Galilei1  s  Arbeiten  hinläng- 
lich vertraut  sei ,  dass  geschichtliche  Arbeiten  ihm  geläufig  seien ,  schliesst 
so  Viele  von  dem  Wettstreite  aus,  dass  diejenige  Behörde,  welche  die 
eigentliche  Bestimmung  zu  treffen  haben  wird ,  kaum  mehr  nöthig  haben 
dürfte,  wirklich  zu  wählen,  sie  wird  höchstens  bestätigen. 

Die  Vorschläge  von  Herrn  Favaro  für  die  Anordnung  der  neuen 
Ausgabe  billigen  wir  mit  einer  einzigen  Ausnahme.  Die  Schriften  der 
Gegner  Galilei's  anseinanderzureissen  und  in  seinen  eigenen  Schriften 
da  und  dort  einzuschalten,  wo  sie  ihre  Widerlegung  finden,  halten  wir 
für  ein  an  diesen  Gegnern  geübtes  Unrecht.  Die  chronologische  Reihen* 
folge  scheint  uns  hier  gleichfalls  Pflicht  und  ebenso  die  getreue  Wieder- 
gabe. Ob  die  Gegner  in  Allem  und  Jedem  Unrecht  hatten,  ob  Galilei 
alle  ihre  Einwürfe  auch  mit  den  richtigen  Gegengründen  widerlegte,  bei 
dem  damaligen  Stande  der  Wissenschaft  widerlegen  konnte,  darüber  kann 
nur  der  parteilos  unveränderte  Abdruck  von  Schrift  und  Gegenschrift  in 
richtiger  Zeitfolge  ein  Urtheil  verstatten.  Cantor 

Magister  Georg  Samuel  Dorffei.    Ein  Beitrag  zur  Geschichte  der  Astro- 
nomie im  XVII.  Jahrhundert  von  Cürt  Reinhardt,  Gymnasial- 
oberlehrer zu  Plauen  i.  V.    (Sonderabdruck  aus  dem  Jahresbericht 
des  Alterthumsvereins  zu  Plauen  i.  V.  für  1881.)     77  S. 
Das  Programm  der  Annen -Realschule  zu  Dresden  vom  Jahre  1870 
enthält  eine  wissenschaftliche  Beilage  von  Gust.  Hoff  mann   über  die 
Entdeckung  der  wahren  Bahnform  der  Cometen.     Hevel  ist  in  ihr  als 
der  Erste  genannt,  welcher  1668  in  den  Cometenhahnen  Parabeln  erkannte 
und  stillschweigend  annahm,  dass  deren  Brennpunkt  von  der  Sonne  ein- 
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genommen  werde.  Dorf  fei  habe  sodann  13  Jahre  später,  1681,  die 
letztere  Behauptung  mit  klaren  Worten  ausgesprochen.  Newton 's  Ver- 
dienet endlich  ist  es,  die  Cometen  als  Weltkörper  erkannt  zu  haben,  die 
ihre  Bahnen  nicht  minder  als  die  Planeten  infolge  des  Gravitationsgesetzes 
durchlaufen.  Die  Ho  ff  mann' sehe  Abhandlung  ist  als  Quellenschrift  in 
Wolfs  vortrefflicher  Geschichte  der  Astronomie  (S.  411)  benutzt,  wenn 
auch  dort  nur  davon  gesprochen  wird,  dass  Hevel  die  Concavität  und  wahr- 
scheinliche Paraboloität  der  Cometenbahnen  erkannte,  während  Do"  r  ff el  in 
glücklichster  Weise  ergänzte,  dass  wenigstens  bei  dem  Cometen  von  1680 
der  Brennpunkt  der  Bahn  in  die  Sonne  falle.  Brückner,  der  Verfasser 
von  Dörffel's  kurzgedrängter  Charakteristik  in  der  Allgemeinen  deut- 
schen Biographie  (V,  346),  sagt  nur,  dass  von  ihm  die  Behauptung  her- 
rühre ,  dass  die  Cometen  sich  in  sehr  excentrischen  parabolischen  Bahnen 
um  die  Sonne  bewegen;  Newton  habe  ein  Jahr  später  dasselbe  aus- 
gesprochen und  die  Gesetze  jener  Bewegung  aufgestellt;  Hevel 's  geschieht 
keine  Erwähnung.  Herr  Rein har dt  sucht  nun  in  der  vorliegenden  Ab- 
handlung auf  Grund  eingebenden  Quellenstudiums  festzustellen,  wieweit 
Hevel  und  wie  weit  Dorf  fei  als  Vorgänger  Newton's  anzuerkennen 
seien,  und  kommt  dabei  zu  Ergebnissen,  die  von  den  Hoffmann' sehen 
einigermassen  abweichen.  Hevel  (8.  32)  habe  gefunden:  „Alle  Cometen 
bewegen  sich  in  krummlinigen  Bahnen,  die  von  der  geraden  Linie  nur 
sehr  wenig  abweichen  und  deren  coneave  Seite  sich  gegen  die  Sonne  und 
die  Ekliptik  richtet.  Nicht  mehr  und  nicht  weniger.  Niemals  hat  er  die 
Art  dieser  Krümmung  aus  den  Beobachtungen  zu  bestimmen  gesucht,  noch 
weniger  sich  mit  der  Ebene  der  krummlinigen  Cometenbahn  beschäftigt." 
Freilich  wird  (8.  34)  zugegeben,  dass  Hevel,  von  unrichtiger  Begrün- 
dung ausgehend,  die  Meinung  geäussert  habe,  jene  gekrümmte  Cometen- 
bahn sei  meistens  einer  Parabel,  unter  Umständen  einer  Hyperbel  ähn- 
lich, könne  auch  genau  geradlinig  werden.  Dorf  fei  dagegen  zeichnete 
seinen  Beobachtungen  entsprechend  die  Bahn  des  Cometen  von  1680  und 
kam  so  zu  seiner  „neulichsten  (obwohl  noch  unreiffen)  Erfindung",  die 
er  (8.  44)  dem  Leser  zur  Erwägung  stellt:  „Ob  nicht  dieses  (und  der 
andern)  Cometen  Bewegungslinie  eine  solche  Parabole  sey,  dero  Focus  in 
das  Centrum  der  Sonnen  zu  setzen?"  Dorf  fel's  Verdienst  dürfte  also 
ein  unbestreitbares  sein,  um  so  mehr,  als  dieser  sich  bei  aller  Anerken- 
nung von  Hevel' s  Bedeutsamkeit  in  Gegnerschaft  zu  ihm  stellt,  der 
zwar  bereits  die  Parabel  als  Cometenbahn  erkannt,  aber  nicht  eingesehen 
habe,  dass  die  Bahnebene  durch  die  Sonne  hindurchgehe,  geschweige 
denn,  dass  die  Sonne  im  Brennpunkte  der  Bahn  sich  befinde.  Wir  sind 
nicht  in  der  Lage,  die  Originalschriften  selbst  prüfen  zu  können;  doch 
scheint  uns  Herr  Reinhardt,  soviel  aus  den  durch  ihn  abgedruckten 
Stellen  hervorgeht,  die  richtige  Würdigung  Hevers  und  Dörffel's 
vollzogen  zu  haben.     Als  weitere  Verdienste  Dörffel's  weist  er  nach, 

Hift-lit  Abthlg.  d.  ZetUehr.  I  Math.  u.  Fhyi.  XX VII,  3.     "  *  9 
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dass  dieser  den  Cometen  von  1682  (Hall ey 's  Comet)  entdeckte  und 
dass  er  die  erste  Höhenberechnung  einer  Feuerkugel  aus  zwei  correapon- 
direnden  Beobachtungen  ausführte.  Cahtor. 


Die  Taohymetrie,  mit  besonderer  Berücksichtigung  des  Tachymeter«  von 
Tichy  und  Starke.  (Bemerkungen  zu  der  Recension  des  Herrn 
Bonn  im  1.  Hefte  des  27.  Jahrganges  dieser  Zeitschrift.) 

Das  in  der  mechanischen  Werkstätte  der  Herren  Starke  und  Kam- 
merer  in   neuester  Zeit  hergestellte  Tachymeter  ist  ein  theodolithartig 
gebautes  Instrument,  welches,  wie  alle  bisher  bekannten  Tachymeter,  die 
Messung  von  Horizontal-  und  Vertical winkeln ,  sowie  die  Ermittelung  der 
schiefen    Distanz    gestattet     Indem    das    distanzmessende   Fernrohr    mit 
einer  Libelle  versehen  ist,  kann  das  Tachymeter  von  Tichy  und  Starke 
anch  als  Universalnivellirinstrument  verwendet  werden.    Der  Vorzug  des 
genannten  Tacbymeters  besteht  darin,   dass  man  mit  demselben  die  fÄr 
die  Construction  eines  Planes  nöthigen  Elemente:  „Horizontaldistanz  und 
Höhe"  unmittelbar  auf  dem  Felde   erhalten  kann.     Dieser  Zweck  wird 
dadurch   erreicht,   dass   das   distanzmessende  Fernrohr   des  Tacbymeter- 
Tbeodolithen  von  Tich/  und  Starke  mit  einem  Ocular-Filar- Schrauben- 
mikrometer versehen  ist,  und  an  dem  Verticalkreise  ausser  der  gewöhn* 
liehen   Oradtheilung  noch   die  beiden  diametral  gegenüberliegenden,  je 
einen  Bogen  von  90°  umfassenden  Tachymetertheilungen  angebracht  sind, 
mittelst  welcher   man    durch    einfache    Operationen    zur    Kenntniss    der 
Horizontaldistanz  und  Höhe  eines  Punktes  gelangen  kann. 

Durch  diese  Einrichtung  ist  es  möglich,  je  nach  Wunsch  oder  Be- 
darf nies  die  räumliche  Bestimmung  eines  Punktes  entweder  nach  der 
bisher  gebräuchlichen  Methode  durch  Ermittelung  der  schiefen  Distans 
und  des  Verticalwinkels ,  oder  nach  der  Tichy 'sehen  Methode  durch  die 
Bestimmung  der  Horizontaldistanz  und  Höhe  vorzunehmen. 

Herr  Bohn  unterzieht  die  Einrichtung  und  die  besondere  von  Tichy 
angegebene  Methode  einer  ausführlichen  Kritik,  in  welcher  eine  Reihe 
von  Unrichtigkeiten  und  falschen  Auffassungen  enthalten  sind,  bezüglich 
welcher  ich  mich  veranlasst  fühle ,  einige  Bemerkungen  zu  machen.  Hier- 
bei will  ich  die  eigentümliche  Ansicht  des  Herrn  Bohn  über  den  Zweck 
und  die  Leistungsfähigkeit  eines  anallatisch  eingerichteten  Fernrohre« 
ganz  unberüchsichtigt  lassen  und  nur  nachstehende  Punkte  hervorheben. 

1.  Auf  S.  20  schreibt  Herr  Bohn  wörtlich:  Die  Ausstattung  de« 
Tacbymeters  von  Tichy-Starke  ist  ohne  Sparsamkeit  gemacht,  es 
kommen  z.  B.  vier  Libellen,  wovon  eine  eine  Reversionslibelle  ist,  vor; 
der  Preis  kann  demgemäss  kein  geringer  sein. 

Dieser  Ausspruch  ist  wohl  an  und  für  sich  etwas  naiv,  aber  inso- 
fern   bemerkenswert!!,  als  aus  demselben  klar  hervorgeht,    dass  Herrn 
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Bohn  die  vielseitige  Anwendung  des  Tachymeters  von  Tichy  und 
Starke,  welche  das  Vorbandensein  dieser  Libellen  bedingt,  gänzlich 
fremd  geblieben  ist.  Herr  Bohn  ist  entschieden  der  Ansicht,  dass  das 
fragliche  Instrument  nur  zur  tachymetrischen  Aufnahme  nach  der  Tichy- 
schen  Methode  geeignet  sei,  und  bringt  dies  auch  klar  zum  Ausdrucke 
auf  S.  17,  indem  er  sagt:  „Der  Verticalkreis  des  Tichy-  Starke 'sehen 
Tachymeters  hat  drei  verschiedene  Theilungen.  Die  eigentliche  Winkel- 
theilung wird  regelmässig  „gar  nicht u  gebraucht,  sondern  nur  die  zwei 
anderen  Theilungen,  welche  Werthe  von  Functionen  des  Höhenwinkels 
und  des  diastometrischen  Winkels  oder  der  Umdrehungszahl  und  Gang- 
höhe der  den  Faden  verschiebenden  Mikrometerschraube  sind;  diese 
Werthe  sind  durch  näherungsweises  Auflösen  transcendenter  Gleichungen 
zu  gewinnen  und  dann  nach  den  Abmessungen  des  Kreises  in  Bogen- 
längen umzurechnen  und  aufzutragen." 

Auf  8.  11  der  oben  erwähnten  Schrift  wurde  ausdrücklich  hervor- 
gehoben, dass  die  zur  Ermittelung  der  Horizontaldistanz  und  Höhe 
dienenden  Theilungstabellen  mittelst  der  Gleichungen  11)  und  12)  er- 
halten werden.  Die  je  einem  Trommeltheile  der  Mikrometerschraube 
entsprechenden  Theilungsintervalle ,  welche  bis  auf  eine  Bogen seeun de 
scharf  gerechnet  sind,  werden  mittelst  einer  in  Bezug  auf  Theilungs- 
fehler  genau  untersuchten  Kreistheilmaschine  auf  den  Verticalkreis  des 
Instrumentes  übertragen,  wobei  noch  besonders  bemerkt  werden  mag, 
dass  das  bei  der  Kreistheilmaschine  in  Verwendung  stehende  Schrauben- 
mikroskop die  Einstellung  der  Mikrometerschraube  bis  auf  0,1  Bogen - 
seeunde  gestattet.  Von  einer  Umrechnung  der  Theilungstabellen  nach 
den  Abmessungen  des  Kreises  in  Bogenlängen  kann  demnach  nicht  die 
Bede  sein. 

2.  Die  auf  8.  20  ausgesprochene  Behauptung:  „Das  Tachymeter 
Tichy- Starke  trägt  nicht  in  sich  die  Möglichkeit  einer  scharfen  Prü- 
fung und  Berichtigung",  ist  falsch. 

In  der  Tachymetrie  wurden  die  Eigenschaften  und  die  Rectification 
des  fraglichen  Tachymeters  in  ausführlicher  Weise  besprochen  und  jenes 
Verfahren  angegeben ,  welches  bei  der  Untersuchung  dieses  Instrumentes 
anzuwenden  ist,  um  demselben  die  erforderlichen  Eigenschaften  zu  ver- 
leihen. Das  daselbst  auf  S.  33 — 40  angegebene  Rectificationsverfahren 
setzt  kein  Hilfsinstrument  voraus  und  gewährt,  wie  dies  aus  dem  Vor- 
gange der  Prüfung  und  Berichtigung  des  Tachymeters  von  selbst  erhellt, 
jenen  Grad  der  Genauigkeit,  welcher  der  Distanz-  und  Höhenmessung 
überhaupt  zukommt.  Wenn  zum  Schlüsse  dieses  Capitels  bezüglich  der 
Stellung  der  anallatischen  Linse  auch  der  bekannten  Gauss' sehen  Me- 
thode Erwähnung  geschieht,  deren  sich  der  Besitzer  ^eines  Stamp fer- 
schen Nivellirinstrumentes  eventuell  bedienen  kann,  weil  die  betreffende 
Untersuchung  auf  eine  äusserst  einfache  und  scharfe  Weise  im  Zimmer 
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auszuführen  ist;  so  kann  hieraus  keineswegs  gefolgert  werden,  das*  die 
Untersuchung  bezüglich  der  Stellung  der  anallatischen  Linse  nur  nach 
dieser  Methode  mit  einem  Hilfsinstrumente  möglich  ist. 

3.  Auf  8.  20  heisst  es  weiter:  „Die  wichtigste  Prüfung  scheint  die 
der  Richtigkeit  der  zwei  empirischen  (?)  Theilungen  am  Verticalkreise 
für  die  erforderlichen  Schraubenstellungen  zur  Entfernungs-  und  zur 
Höhenmessung.  Diese  durchzuprüfen,  scheint  kein  anderes  Mittel  vor- 
handen zu  sein,  als  im  Felde  sehr  zahlreiche  Messungen  an  Punkten 
auszuführen,  deren  Entfernung  und  relative  Höhe  bereits  anderweitig 
genau  gekannt  sind." 

In  Bezug  auf  diese  sonderbare  Methode  der  Untersuchung  von  Thei- 
lungsfehlern  erlaube  ich  mir  an  Herrn  Bohn  die  Bitte  zu  stellen,  die- 
selbe recht  bald  praktisch  zu  erproben  und  die  Resultate  dieser  Unter- 
suchung bekannt  zu  geben. 

4.  Herr  Bohn  sagt  auf  S.  20:  „Auf  die  Auswerthang  der  Genauig- 
keitsgrenzen ist  im  Schriftchen  verhältnissmässig  viel  Raum  verwendet 
Der  Berichterstatter  kann  sich  aber  nicht  ganz  einverstanden  erklären 
mit  der  Art,  wie  die  Untersuchung  geführt  wird.  Da  unerwähnt  bleibt, 
wo  und  wann  ein  Annäherungswerth  an  Stelle  der  genauen  Formel  gesetzt 
wird,  so  läset  sich  nicht  entscheiden,  ob  ein  Irrtimm  bei  dem  Differen- 
tiiren  vorgefallen  ist  oder  ungerechtfertigte  Vernachlässigung  von  Gliedern 
stattgefunden  hat.     Das  letztere  ist  wahrscheinlich. " 

Es  ist  selbstverständlich  und  bedarf  keiner  näheren  Erörterung,  das« 
man  sich  bei  der  Aufsuchung  des  relativen  Fehlers  der  Horizontaldistans 
und  Höhe  stets  der  einfachen  Näherungswerte  der  letzteren  bedienen 
wird.  Herr  Bohn  ist  allerdings  der  Ansicht,  dass  auch  bei  der  Fehler- 
berechnung die  strengen,  complicirten  Formeln  anzuwenden  sind,  indem 
er  einen  nicht  zu  rechtfertigenden  Unterschied  der  diesbezüglichen  Re- 
sultate zu  erblicken  glaubt.  Zu  diesem  Behufe  weist  Herr  Bohn  auf 
das  S.  43  der  Tachymetrie  angeführte  Beispiel  hin.  Die  von  mir  an- 
gewendeten  Näherungsformeln  ergeben  für  den  relativen  Fehler  der  Hori- 
zontaldistanz und  Höhe  den  Werth 

Ab.     JE_    1 
D  ™  D  ""3750' 
während  die  strengen  Formeln  ergeben 

JD  1  JH  1 


D  3717,6'  D  3730,3' 
Ich  weiss  nun  nicht,  ob  Herr  Bohn  mit  diesen  bis  auf  eine  Decimala 
gerechneten  Daten  sich  ein  schärferes  Urtheil  über  den  Einfluss  des  be- 
treffenden Fehlers  auf  Horizontaldistanz  und  Höhe  zu  bilden  im  Stande 
ist,  als  Derjenige,  welchem  dieser  Fehler  etwa  mit  yrW  angegeben  wird. 
Es  muss  selbstverständlich  ganz  Herrn  Bohn  überlassen  bleiben,  sich  in 
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einem  gegebenen  Falle  der  strengen  oder  der  Näherungsformeln  zu  be- 
dienen und  dieselben  bis  auf  eine  beliebige  Anzahl  von  Decimalen  zn 
berechnen.  Wenn  jedocb  Herr  Bohn  glaubt,  auch  von  mir  fordern  zu 
dürfen,  den  Nenner  des  relativen  Fehlers  der  Horizontaldistanz  und 
Höhe  ebenfalls  bis  auf  eine  Decimale  zu  entwickeln ,  obschon  für  die  Be- 
urtheilung  des  betreffenden  Genauigkeitsgrades  die  Kenntniss  der  Hun- 
derter vollkommen  hinreicht,  so  muss  ich  mich  dagegen  feierlichst  ver- 
wahren. 

5.     Zum   Schlüsse   erklärt   Herr   Bohn    auf   S.  21:   „Die  Formel 

«"=206265  (l  —  —  Jq>  sei  unrichtig;  der  Factor  206265  muss  fort,  denn 

et  und  qp  sind  in  demselben  Maasse  ausgedrückt." 

Der  blosse  Anblick  dieser  Formel  zeigt  die  Unwahrheit  dieser  Be- 
hauptung. Der  Winkel  a  ist  ausdrücklich  mit  dem  Secundenzeichen  ver- 
seben, während  g>  im  Bogenmaasse  angegeben  ist.  Hätte  Herr  Bohn 
bei  der  Durchsicht  dieses  Schriftchens  nur  die  geringste  Aufmerksamkeit 
verwendet,  so  hätte  er  aus  Gleichung  6)  erfahren  können,  dass  dieselbe 
den  Winkel  q>  im  Bogenmaasse  für  den  Halbmesser  gleich  Eins  darstellt 
und  dieser  Bogenwerth,  in  die  Gleichung  5)  substituirt,  den  Winkel  a 
im  Secunden  giebt.  Ant  8cmli^ 

Professor  a.  d,  k.  k.  technischen  MiliUr»k*demie  in  Wien. 


Los  prftendus  problemes  d'Algebre   du  manuel  du  calculateur  egvptien 
(papyrus  Bhind)  par  Lton  Rodet.     126  pages.     Extrait  du  Journal 
Asiatique.    Paris  1882. 
Die  in  der  Ueberschrift  genannte  Abhandlung  sucht  zu  beweisen ,  dass 
weder  der  Herausgeber  des  mathematischen  Papyrus,  Prof.  A.ug.  Eisen* 
lohr,  noch  der  Referent  die  sogenannten  Seqem-  und  Hau -Aufgaben  der 
Aegypter   verstanden   hätten.     Wir  sind   der    entgegengesetzten    Meinung, 
welche  wir  nicht  verfehlt  haben,  in  unseren  sogleich  Mitte  April  an  das  Journal 
Asiatique  eingesandten  Entgegnungen  zu  begründen.    Da  der  Abdruck  dieser 
Entgegnungen    nicht  allzufrühe  stattfinden  dürfte,   so  sei  einstweilen  auf 
dieselben  hingewiesen,  um  die  Meinung  nicht  aufkommen  zu  lassen,  als 
hätten  die  Rodet1  sehen  Ausführungen  unsere  früher  ausgesprochenen  An- 
sichten irgendwie  erschüttert  Cantob. 
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Eine  bis  jetzt  unbekannte  Schrift  des  Nie.  Oresme. 

Von 

Dr.  Heinrich  Suter 

In  Aarau. 


Vor  einiger  Zeit  fand  ich  im  Kataloge  der  Manuscripte  der  Stifts- 
bibliothek zu  St.  Gallen  anter  Nr.  839  das  Werk  verzeichnet:  Orem.  de 
libris  meteor.  Jristot.  Durch  Vermittelung  der  Aargauer  Cantonsbibliothek 
wurde  mir  das  Manuscript  für  einige  Zeit  überlassen  und  es  mögen  hier 
einige  wenige  Angaben  über  den  Inhalt  desselben  folgen. 

Dasselbe  zählt  350  eng  geschriebene  Quartseiten  (175  Blätter)  und 
ist  infolge  einer  grossen  Zahl  von  Abkürzungen  ziemlich  schwer  zu  lesen. 
Der  Schluss  des  Manuscriptes  giebt  uns  Aufschluss  über  Inhalt  und  Ver- 
fasser und  die  Zeit  der  Abschrift,  weshalb  wir  diesen  hier  zuerst  folgen 
lassen.     Er  lautet: 

Rescriplae  sunt  hae  questiones  venerabilis  magistri  Orem  super  libris 
metheororum  (sie!)  Arisioielis  paripoteiiei  (sie!)  anno  domini  1459  pridie 
idus  mensis  Sßptembris  indictione  7ma. 
Wir  sehen  also  hieraus,  dass  das  Manuscript  eine  von  ungenannter  Hand 
im  Jahre  1459  gemachte  Abschrift  eines  Commentars  zu  der  Meteorologie 
des  Aristoteles  von  Oresme  enthält.    Nach  den  obigen  Worten  stehen 
noch  die  folgenden,  denen  ich  keinen  Sinn  zu  geben  im  Stande  war: 
Labores  manuum  tuarum  qui  manducat  beaius  es  et  bene  tibi  eril. 
Die  beiden  angeführten  Sätze  sind  also  vom  Abschreiber  hinzugefügt; 
der  Schlusssatz  des  von  Oresme  verfassten  Commentars  lautet: 

Kl  sie  ftnis  est  hujus  libri,  de  quo  fine  laudetur  deus  gloriosus  in  secuta 
benedictuSy  Amen. 

Wir  haben  es  also  hier  mit  einer  Schrift  des  Nie.  Oresme  zu  thun, 
die  auch  demjenigen  Gelehrten,  der  sich  hauptsächlich  mit  Oresme  be- 
schäftigt hat,  Herrn  M.  Curtze  in  Thorn  bis  jetzt  unbekannt  geblieben 
ist,  indem  es  demselben  nach  seiner  mir  gemachten  Mittheilung  seiner 
Zeit  nicht  vergönnt  war,  St.  Gallen  zu  besuchen.  Dass  ein  Commentar 
zu   der  Meteorologie   des  Aristoteles  zu   den   mathematisch  -  physikali- 

Hiit-Ut.  Abthlg.  d.  Zdtsohr.  f.  Math.  u.  Phys.  XXVII,  4.  10 
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sehen  Schriften  gezählt  werden  und  deshalb  eine  Besprechung  desselben 
an  diesem  Orte  Platz  finden  darf,  ist  wohl  mit  keinen  weiteren  Worten 
zu  bekräftigen;  ob  aber  diese  Schrift  des  bedeutenden  Mannes  auf  die 
gleiche  Linie  zu  stellen  sei  mit  seinen  übrigen  mathematisch  -  physikalischen 
Schriften,  wie  seinem  A Igorismus  proportionum,  seinem Tractatus  de  latitu- 
dinibus  formarum,  seinem  Traitd  de  la  Sphere  oder  seinen  Schriften  gegen 
die  Astrologie  und  Zeichendeuterei  etc.,  ist  eine  andere  Frage,  die  ich 
nach  ziemlich  eingehender  Betrachtung  des  Werkes  verneinen  mass.  — 
Es  enthält  dasselbe  also  in  vier  Büchern  (entsprechend  den  vier  Büchern 
der  Meteorol.  des  Arie  tot.)  77  Fragen  (Questiones) ,  deren  Bejahung  oder 
Verneinung  jeweilen  durch  Beweise  (Argumenta)  unterstützt  wird,  welche 
zum  grössten  Theile  dialectisch  geführt  sind,  ganz  im  Sinne  und  Geiste 
der  scholastischen  Philosophie  des  XIII.  und  XIV.  Jahrhunderts.  Nicht 
mit  naturwissenschaftlichen  Gründen ,  die  der  Beobachtung  und  Erfahrung 
entnommen  sind,  sondern  mit  den  Sätzen  der  Aristotelischen  Analytica 
priora  et  posteriora,  der  Metaphysik  und  der  Physik,  welch"  letztere 
selbst  trotz  ihres  Titels  ganz  von  der  Dialektik  beherrscht  ist,  werden 
die  Behauptungen  bekräftigt«  Eine  Vergleichung  der  analogen  Werke 
von  Thomas  von  Aquino,  Dans  Scotus  und  Albertus  Magnus 
(diese  sämmtlichen  drei  Scholastiker  haben  Commentare  zu  der  Meteoro- 
logie des  Aristoteles  geschrieben)  hat  ergeben,  dass  Nie.  Oresme  in 
der  Form  seiner  Beweise  und  Schlüsse  sich  ganz  an  Duns  Scotus  an* 
lehnt;  auch  sind  eine  grosse  Anzahl  von  Fragen  bei  Beiden  ganz  die 
nämlichen.  So  beginnt  der  Commentar  des  Nie.  Oresme  folgender- 
massen : 

Circa' primum  melheororum  queritur  primo,  uirum  possibile  sit  de  im- 
pressionibus  meiheorologicis  habere  simul  scientiam  et  opinionem. 
Die  erste  Questio  bei  Duns  Scotus  lautet: 

Uirum   de  impressionibus  meleoricis  sit  scientia,   ianquam  de  subjeclo. 
Die  zweite  Questio  bei  Oresme  lautet: 

Uirum   impressiones  metheorologicae  fiani  seeundum  naturam  inordina- 
tiorem  quam  sit  natura  corporum  super celesii um. 
Die  zweite  Questio  bei  Duns  Scotus  heisst: 

An  impressiones  metheoricae  fiani  per  naturam  inordinatiorem  ea  natura 
quae  est  proprio  elemenlorum. 

Wir   geben   im   Folgenden    noch    die  beiden    ersten   Argumenta  zur 
ersten  Frage,  als  Muster  Oresme -Scotischer  Beweismethode. 

Nach  der  oben  angeführten  ersten  Frage  des  Manuscriptes  fährt  dann 
Oresme  fort: 

Et  arguitur  quod  non:  quia  de  impressionibus  meiheorologicis  non  con- 
tingil  habere  scientiam  et  opinionem,  igitur  questio  falsa;  consequentia  tenet 
et  antecedens  probatur,  quia  vel  polest  sciri  vel  opinari  nisi  propositio :  im- 
pressiones autem  metheorologicae  non  sunt  propositiones ,   sicut  darum  est. 
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Secundo  arguitur:  Idem  non  est  scibile  eiopinabile:  igitur  de  impressionibus 
meteorologicis  non  polest  haberi  scientia  et  opinio :  consequentia  tenel,  ante- 
cedens probater  per  Aristotelem  primo  posleriorum  (h.  e,  Analytica)  circa 
•  finem,  et  probatur  ratione  sie:  nam  sicut  scientia  est  de  Mo,  quod  impossi- 
bile  est  se  aliter  habere,  sie  opinio  de  itto  quod  possibile  est  aliter  se  habere, 
sed  non  est  idem  quod  impossibile  est  se  aliter  habere  et  possibile  est  se 
aliter  habere ,  igitur  etc. ;  et  per  consequetis  non  est  idem  scibile  et  opinabile. 

Es  enthält  nun  allerdings  der  Commentar  auch  Fragen,  die  reellerer 
Natur  sind,  wie  z.  B.  die  neunte  Frage  des  ersten  Buches:  Ulrum  Urnen 
sit  produetum  caloris:  die  fünfte  Frage  des  zweiten  Buches:  Ulrum  rubedo 
matutina  sit  Signum  fulurae  pluviae;  die  25.  Frage  des  dritten  Buches:  Ulrum 
iris  solum  dupliciler  et  non  multipliciier  polest  apparere:  die  26.  Frage  des- 
selben Buches:  ütrum  semper  apparentibus  duabus  iridibus  superior  iris  de- 
beat  habere  colores  conversim  posilos:  die  vierte  Frage  des  vierten  Buches: 
Ulrum  frigus  praeservet  a  putref actione,     etc. 

Eine  Frage ,  glaubte  ich  momentan ,  könnte  einige  interessante  Ge- 
sichtspunkte zu  Tage  fördern,  allein  ich  sah  bald,  dass  ich  mich  ge- 
täuscht hatte.  Es  ist  dies  die  vierte  Frage  des  dritten  Buches:  Utrum 
motus  terrae  sit  possibilis.  In  der  Antwort  werden  die  verschiedenen  denk- 
baren Bewegungen  der  Erde  aufgezählt;  diese  sind:  die  geradlinige,  die 
kreisförmige  und  diejenige,  die  sich  blos  auf  einzelne  Theile  der  Erde 
erstreckt.  Die  erstere  ist  unmöglich  aus  verschiedenen  Gründen,  ebenso 
die  zweite.  Hier  vernehmen  wir,  dass  Oresme  die  Ansichten  einiger 
Pythagoräer  (Namen  werden  allerdings  nicht  genannt)  über  die  Bewegung 
der  Erde  kannte;  er  sagt:  ...  aliqui  imaginabuniur  quod  terra  moveretur 
circulariter  motu  diurno  et  celum  quiesceret  et  per  illud  saloabant  appa 
ritiones  in  celo  scilicel  ortum  et  occasum  solis.  ...  Sed  de  isto  motu  terrae 
non  intendüur  in  proposito,  nee  opinio  eorum  est  vera,  quia,  si  terra  movere- 
tur, non  videretur  qualiler  possemus  salvare  ecelipses,  conjunetiones  et  oppo- 
sitiones  planetarum.  —  Wir  ersehen  hieraus  und  aus  den  übrigen  Gründen, 
dass  Oresme  in  dieser  Frage  ganz  auf  Aristotelischem  Boden  steht; 
übrigens  handelt  es  sich  ja,  wie  er  sagt,  in  diesem  Capitel  gar  nicht  um 
diese  Bewegungen  der  Erde,  sondern  um  diejenigen  seeundum  aliquas  suas 
partes,  d.  h.  die  Erdbeben. 

Die  18.  Quaestio  des  ersten  Buches  handelt  über  die  Bedeutung  der 
Cometen.  Oresme  kommt  mit  Aristoteles,  Plinius,  Ptolemäus 
und  Anderen  (deren  Aussprüche  theilweise  citirt  werden)  zu  dem  Resul- 
tate, dass  die  Cometen  Stürme,  Erdbeben,  üeberschwemmungen ,  Krank- 
heiten, Kriege  etc.  anzeigen:  Est  (cometa)  Signum  magnorum  tentorum,  terrae 
motus,  inundationum  aquarum.  Est  Signum  slerilitatis  terrae.  Cometa  significat 
morlalitates  et  epidimias  (sie!),  significat  guerras  (sie!)  ei  homieidia,  significat 
mories  prineipum  etc. 

10* 
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Es  könnte  nach  dem  Angeführten  Vielen  auffallend  erscheinen,  dass 
ein  Mann,  der  in  naturwissenschaftlichen  Fragen  ganz  auf  Aristotelisch- 
scholastischem  Boden  steht,  doch  so  energisch  Stellung  genommen  hat 
gegen  die  Astrologie  und  Magie,  wie  aus  einigen  der  von  Herrn  Curtze- 
angeführten  Schriften  hervorgeht;  ja,  es  könnte  vielleicht  diese  Erschei- 
nung bei  Einigen  Zweifel  wachrufen  über  den  Oresme'  sehen  Ursprung 
dieses  Commentars.  Allein  hierbei  ist  daran  zu  erinnern,  dass  die  Astro- 
logie des  Mittelalters  in  zwei  Theile  zerfiel:  in  die  natürliche,  welche  ans 
den  meteorologischen  Erscheinungen  auf  Witterungswechsel,  Stürme,  Flu- 
theu, Erdbeben  etc.  schloss,  und  in  die  positive  oder  Judicialastrologie, 
welche  von  dem  Einflüsse  der  Gestirne  auf  das  Schicksal  des  Menschen 
handelte.*  Von  dieser  letzteren,  eigentlichen  Astrologie  war  Oresme  ein 
erklärter  Gegner  und  er  zeigt  sich  in  diesem  Punkte  wiederum  als  getreuer 
Aristoteliker,  denn  der  Stagirite  undx  seine  älteren  griechischen  Anhanger 
waren  Feinde  dieser  Astrologie,  während  Piaton,  Seneca  und  Andere 
als  Freunde  derselben  genannt  werden.  Uebrigens  verwarfen  auch  die 
ältesten  Kirchenväter  die  Astrologie,  sie  wurde  erst  durch  die  Araber 
wieder  dem  christlichen  Mittelalter  zugeführt.  —  Wie  kommt  aber  Oresme 
dennoch  dazu,  die  Cometen  als  Verkündiger  von  grosser  Sterblichkeit, 
von  Kriegen,  von  Todesfallen  vornehmer  Personen  zu  betrachten?  Man 
sollte  meinen,  diese  Punkte  gehörten  ins  Gebiet  der  Judicialastrologie« 
Hierfür  findet  Oresme,  wie  auch  Albertus  Magnus  und  Duns  8co- 
tus,  eine  natürliche  Erklärung:  Aus  der  Natur  der  Cometen  (denn  diese 
sind  nichts  Anderes,  als  heisse  und  trockene  Erdausdünstungen,  exhala- 
tiones  e  terra  calidae  et  siccae)  folgen  nothwendigerweise  grosse  Trockenheit 
und  -heftige  Winde;  letztere  aber  erzeugen  Ueberfluthungen  des  Landes 
durch  die  aufgeregten  Wasser  des  Meeres.  Und  nun  macht  Oresme 
folgende  weitere  Schlüsse:  Cometa  significal  mortalitates  et  epidemias:  paief, 
quia  aliquae  partes  illius  exhalationis  sunt  venenosae  et  illae  extraetae  a  terra 
ad  aerem  reddun t  eutn  venenosum,  quo  aere  inficiuntur  animalia  et  sie  fluni 
wortes  subitaneae.  —  Cometa  significal  guerras  et  homieidia:  patet,  nam  per 
talem  exhdtaiionem  calidam  et  siccatn  existentes  homines  exsiccantur  et  fiunt 
homines  quasi  colerici;  colerici  autem  homines  sunt  proni  ad  homieidia  et 
guerras.  Similiier  per  talem  infectionem  hominum  ab  Uta  exhalatione  existente 
in  aere  homines  quasi  perdunt  sensus  et  semper  sunt  proni  ad  guerras  et  ira- 
eundias  quas  sequntur  homieidia.  —  Comeiae  significant  mortes  prineipum: 
patet,  quia  comeiae  significant  guerras  et  bella-.  in  bellis  autem  prineipes  per- 
duntur;   et  confirmatur  quia  prineipes  magis  delicate  aliis  sunt  nutriti:  igitur 


*  ...Sciendum  quod  duplex  est  significaiio  comeiae,  quaedam  est  significatio 
generalis,  scilteet  quae  convenit  quasi  Omnibus  cometis  indifferenter,  et  illa  signifi- 
catio est  verior  et  etiam  de  iUa  significatione  determinare  seu  considerare pertinet 
ad  praesentem  scientiam  (h.  e.  meteorölogiam).  Alia  est  significatio  cometae  specia- 
lis de  qua  considerare  pertinet  ad  astrologos.  ... 
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cicius  inficiuntur  ei  tnoriuntur  propter  aerem  venenosum  existentem,  —  Wir 
erkennen  alao  in  diesen  Schlüssen  doch  das  der  Astrologie  entgegen- 
stehende Bestrehen,  die  Einflüsse  der  Cometen  aus  natürlichen  Ursachen 
herzuleiten,  wenn  auch  auf  höchst  erzwungene  Weise. 

Aus  dem  Gesagten  ergiebt  sich  zur  Genüge,  dass  das  Oresme'sche 
Werk  einen  vollständig  scholastischen  Anstrich  hat;  eine  Vergleichung 
mit  dem  Dun  s' sehen  Commentar  der  Aristotelischen  Meteorologie  ergab 
im  Weiteren  die  Thatsache,  dass  Oresme  keine  oder  höchst  wenig  neue 
von  den  Du ns' sehen  abweichende  Ideen  in  das  Buch  hineingelegt  hat. 
Schlüsse,  die  etwa  hieraus  gegen  die  Echtheit  des  Buches  gezogen  wer- 
den könnten,  finden  ihre  t  heil  weise  Widerlegung  in  der  äusseren  for- 
mellen Uebereinstimmung  der  questiones,  conclusiones ,  rationes  etc.  des 
fraglichen  Werkes  mit  denen  der  von  Herrn  Curtze  angeführten:  ütrum 
res  futurae  per  astrologiam  possint  praesciri;  Plura  quodlibeta  et  diverse 
questiones,  Solutiones  predictorum  problematum. 


Berichtigung  zu  S.  65. 

Herr  Unverzagt  macht  gelegentlich  die  Bemerkung:  „Um  ihrem 
Landsmanne  die  Priorität  zu  wahren,  haben  die  Franzosen  jüngst  das 
Schriftchen  Argand's  bei  Gauthier -Villars  neu  erscheinen  lassen."  Wer 
Herrn  Unverzagt  kennt,  kann  keinen  Augenblick  im  Zweifel  darüber 
sein,  dass  Nichts  ihm  ferner  lag,  als  mit  dieser  Bemerkung  Herrn  Hoüel 
in  Bordeaux  für  die  Besorgung  der  neuen  Druckausgabe  von  Argand's 
Abhandlung  einen  Vorwurf  nationaler  Parteilichkeit  machen  zu  wollen. 
Handelt  es  sich  doch  um  Wahrung  einer  wirklichen,  keiner  Mos  ver- 
meintlichen Priorität,  also  um  ein  durchaus  berechtigtes  Vorgehen,  und 
hat  doch  gerade  Herr  Hoüel  in  seinen  Schriften  zu  oft  seine  Unpartei- 
lichkeit in  der  Hochhaltung  fremdländischer  Verdienste  bewährt,  als  dass 
sie  in  Frage  stehen  könnte.  Wir  würden  deshalb  trotz  Herrn  HoÜel's 
Ersuchen  vielleicht  Anstand  genommen  haben,  diese  unserer  Meinung  nach 
ziemlich  gegenstandslose  Erklärung  abzugeben,  wenn  nicht  zu  gleicher 
Zeit  Herr  Hoüel  auch  eine  thatsächliche  Berichtigung  beigefügt  hätte, 
die  einen  wenig  bekannten  Umstand  betrifft:  den  nämlich,  dass  Argand 
gar  kein  Franzose,  sondern  Schweizer  war,  mithin  überhaupt  nicht  Lands- 
mann von  Herrn  Hoüel  genannt  werden  kann.  ß  ßedaction. 


Recensionen. 


Die  Continuität  des  gasförmigen  und  flüssigen  Znstands,  von  Prof.   van 

der  Waals,    Übersetzt    ans    dem  Holländischen  von   Dr.  Roth. 

Leipzig  1881,  Ambr.  Barth. 

Den   Betrachtungen   des  Verfassers  liegt  der  Gedanke  zn   Grande, 

dass  man  vom  flüssigen  zum  gasförmigen  Zustande  in  ganz  continuirlicher 

Weise  gelangen  kann  oder,  geometrisch  gesprochen,  dass  die  Isothermen 

des  flüssigen  und  des  gasförmigen  Zustande  derselben  Curve  angehören. 

Es   wird  in  den  ersten  Capiteln  die  Gleichung  der  Isotherme  abgeleitet, 

wobei  auch   der  Einfluss  der  Zusammensetzung  der  Massentheilchen   ans 

Atomen   und  der  ihrer  Ausdehnung  berücksichtigt  wird.     Der  Verfaaaer 

kommt  hierbei  zu  der  Gleichung 


(p+£)(»-*)=*(l  +  «0. 


wo  p  den  äussern  Druck,  t  das  specinscke  Volumen,  b  ein  Vielfaches 
des  Molecularrolumens,  a  die  specifische  Attraction,  t  die  Temperatur, 
R  eine  Constante  und  et  den  hundertsten  Tbeil  der  Zunahme  an  leben- 
diger Kraft,  welche  die  progressive  Bewegung  der  Massentheilchen  bei 
der  Erwärmung  vom  Gefrier-  bis  zum  Siedepunkte  des  Wassers  erfährt 
In  den  folgenden  Capiteln  wird  die  Richtigkeit  dieser  Formel  nachgewie- 
sen oder,  wenn  dies  nach  den  bisherigen  Versuchen  direct  nicht  möglich 
ist,  wenigstens  gezeigt,  dass  vorliegende  Versuche  der  Formel  nicht  wider- 
sprechen. Es  werden  zu  diesem  Zwecke  die  Untersuchungen  von  Reg- 
nault  über  Gase  bei  Aenderung  der  Pressung  oder  des  Volumens  auf 
die  Formel  angewendet  und  nachher  insbesondere  die  neuen  Untersuch- 
ungen von  Andrews.  Allerdings  zeigt  sich  hierbei,  dass  selbst  die 
genauesten  Experimente ,  die  bis  jetzt  zu  Gebote  stehen,  noch  nicht 
genügen,  um  die  Richtigkeit  einer  Zustandsgieichung  zu  verifleiren,  dass 
für  die  Bestimmung  der  Constanten  noch  ein  grosser  Spielraum  bleibt 
Es  folgt  dann  die  Betrachtung  der  kritischen  Temperatur  nach  den  Be- 
obachtungen von  Cagniard  de  laTour,  Cailletet  und  Amagat  und 
des  Werthes  der  Capillarconstanten  in  der  Theorie  von  La  place,  end- 
lich ein  Capitel  über  moleculare  Dimensionen  und  Anwendungen  auf  die 
mechanische  Wärmetheorie.     Zum  Schlüsse  sind   zwei  Capitel  angereiht, 
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welche  die  neuesten  Untersuchungen  des  Verfassers  enthalten  über  die 
Normalcurven  des  gesättigten  Dampfes  und  der  Flüssigkeit  für  verschie- 
dene Körper,  und  über  Ausdehnungs-  und  Zusammendrückbarkeitscoeffi- 
cienten.  Es  ist  unmöglich,  über  die  Fülle  von  bearbeitetem  Stoffe  eine 
kurze  Uebersicht  zu  geben,  es  ist  ein  Verdienst  des  Uebersetzers ,  diese 
Fülle  in  ansprechender  Form  uns  näher  gebracht  zu  haben,  da  das  Hol- 
ländische doch  der  Mehrzahl  der  Physiker  fern  liegt.  p   ^pnu 


Die  Physik  auf  Grundlage  der  Erfahrung,  von  Dr.  Alb.  Mousson,  Pro- 
fessor an  der  Schweiz,  polytechn.  Schule,  3.  Aufl.  Zürich. 
Das  Erscheinen  des  ersten  Theiles  dieses  Werkes  in  dritter  Auflage 
haben  wir  schon  früher  freudig  begrüsst  und  den  Wunsch  ausgesprochen, 
es  mögen  die  zwei  weiteren  Theile  bald  dem  ersten  folgen.  Auch  dieser 
Wunsch  geht  rasch  der  Erfüllung  entgegen.  Der  zweite  Theil,  erste 
Hälfte,  die  Wärme,  zweite  Hälfte,  die  Optik,  und  die  erste  Hälfte  dos' 
der  Elektricität  gewidmeten  dritten  Theiles  liegen  fertig  vor.  Sie  ent- 
halten eine  Reihe  neuer  oder  vollständiger  ausgeführter  Capitel.  So  ist 
bei  der  Wärme  ein  besonderes  Capitel  der  mechanischen  Theorie  der 
Gase,  eines  der  Verdichtung  der  Dämpfe  und  Gase  mit  den  neuen  Ver- 
suchen von  Andrews,  Cailletet  und  Pictet  über  Verflüssigung  der 
Gase,  eines  theoretischen  Betrachtungen  nach  Thomsen  über  Wärme- 
entwickelung bei  chemischen  Verbindungen  und  Aenderung  des  Aggregat- 
zustandes gewidmet.  In  der  Optik  ist  jetzt  der  Theorie  centrirter  Linsen 
nach  Gauss  ein  besonderes  Capitel  zugewiesen;  bei  der  Brechung  ver- 
missen wir  die  Construction  von  Keusch  und  ihre  einfachen  Consequen- 
zen.  Nachdem  die  Mitbewegung  der  Massentheilchen  mit  den  Aether- 
schwingungen  nach  früheren  Untersuchungen  dargestellt  ist,  wird  für  die 
Bewegung  des  Lichtes  in  Kry stallen  die  neue  Theorie  von  Lümmel 
dargestellt.  (Das  Urtheil  des  Verfassers  lautet:  man  sieht,  dass  die 
Lomm einsehe  Theorie  Resultate  liefert,  welche  merkwürdig  genau  den 
Thatsachen  folgen.)  Der  Saccharimetrie  ist  jetzt  ein  besonderes  Capitel 
gewidmet.  Beim  Magnetismus  im  dritten  Theile  ist  die  Bestimmung  der 
Pole  mit  den  Arbeiten  von  Riecke  aufgenommen.  In  der  Elektricität 
finden  wir  die  neueren  Elektrometer  dargestellt,  die  Theorie  der  leiten- 
den und  dielektrischen  Körper  ausführlicher  behandelt,  dem  Residuum  ein 
besonderes  Capitel  gewidmet  und  endlich  das  Licht  des  Funkens  ein- 
gehender dargestellt.  Ausser  diesen  hauptsächlichsten  Zusätzen  und  Er- 
weiterungen sind  solche  im  Einzelnen  von  Stelle  zu  Stelle  zu  finden,  so 
dass  der  Umfang  des  Werkes  ungefähr  um  £  gestiegen  ist.  Unser  Urtheil 
von  früher  über  die  Reichhaltigkeit  und  Vollständigkeit  des  Werkes  neben 
der  Kürze  der  Behandlung  ist  von  Neuem  bestätigt;  nur  Einen  Wunsch 
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hätten  wir  noch  auszusprechen:  um  das  aasgezeichnete  Werk  noch  be- 
quemer nutzbar  zu  machen ,  wäre  am  Schlüsse  ein  ausführliches  Register 
am  besten  geeignet.  p  j&oa 


Vorlesungen  über  die  Wellentheorie  des  Lichtes,  von  E.  Vrbdrt.  Deutsche 
Bearbeitung  von  Dr.  K.  Exnbr.  Braunschweig  1881,  Vieweg  &  8. 
Die  „Lecons  d'optique  physique"  von  Verdet  erschienen  1870  nach 
seinem  Tode,  bearbeitet  von  Levistal.  Sie  liegen  der  vorliegenden 
Uebersetzung  zu  Grunde.  Die  üebersetzung  ist  keine  directe  Wieder- 
gabe —  das  ist  wohl  bei  einem  rein  wissenschaftlichen  französisch  ge- 
schriebeneu Werke  für  deutsche  Studirende  unnöthig  — ,  sondern  es  ist 
an  passenden  Orten  Neueres  eingeschaltet.  Der  Debersetzer  ist  aus  seinen 
optischen  Abhandlungen,  die  in  den  Berichten  der  Wiener  Akademie 
erschienen  sind,  bekannt.  Die  erste  Abtheilung  des  ersten  Bandes  ent- 
hält die  Interferenz,  Fortpflanzung  und  Beugung  des  Lichtes. 

P.  Zech. 


lieber  eine  Art  Bewegungen  eines  Punktes  auf  einer  Kugelflache,  von 
E.  Jürgbnssen.  Halle  a.  S.,  1881. 
Die  Dissertation  zur  Erlangung  der  philosophischen  Doctorwürde 
behandelt  die  Aufgabe,  die  Bewegung  eines  Punktes,  der  auf  einer 
Kugeloberfläche  bleiben  muss  und  von  einem  Punkte  auf  ihr  nach  einer 
ganzen  Potenz  der  Entfernung  angezogen  wird,  zu  bestimmen.  Da  die 
allgemeine  Lösung  nicht  möglich  ist,  so  werden  eine  Anzahl  Einzelteile 
untersucht.  p  Zech 


Anfangsgrunde  der  Mechanik  iester  Körper,  von  Dr.  Walbebbr,  Pro- 
fessor am  Gymnasium  Amberg.  Manchen  1881«  4.  Aufl. 
Das  Werkchen  ist  für  Gymnasien  und  verwandte  Lehranstalten  be- 
stimmt. Die  Behandlung  ist  die  gewöhnliche,  der  Ausdruck  keineswegs 
correct;  z.  B.:  „die  Grösse,  mit  welcher  ein  Körper  von  der  Erde  an- 
gezogen wird,  ist  sein  Gewicht1'.  Von  der  Centrifugalkraft  wird  hier 
nicht  gesprochen.  Oder:  „die  Beschleunigung  der  Schwere  ist  nur  an 
Orten  in  Höhen  unter  100  Fuss  gleich1'!  Man  kann  sich  denken,  was 
der  Verfasser  sagen  will,  aber  in  vierter  Auflage  sollte  das  den  Schülern 
nicht  vorgelegt  werden.  p  2bch 


Orundriss  der  Mechanik,  von  Dr.  Lüroth,  Professor  an  der  technischen 
Hochschule  München.    München  1881. 
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Eine  kurze,  streng  wissenschaftliche  Darstellung  der  wichtigsten 
Begriffe  und  Sätze  der  Mechanik,  unter  Anwendung  der  Streckenrech- 
nung (nach  Grassmann).  Diese  Rechnungsart  wird,  wie  wir  aus  frühe- 
ren Recensionen  wissen  (Jahrg.  XXVI  S.  213),  auch  von  Sonmff  an- 
gewendet, der  sich  dabei  an  die  Bezeichnungsart  von  R^sal  (Cin&na- 
tique  pure)  hält.  Der  Verfasser  vorliegenden'  Grundrisses  benutzt  dagegen 
besondere  Symbolzeichen  S  und  F,  was  den  Formeln  eine  gewisse  Ein- 
förmigkeit giebt.  P.  Zech. 

Einführung  in  die  Mechanik,  von  H.  Undbutsch,  Professor  an  der  Berg- 
akademie Freiberg.  Freiberg  1881. 
Das  Werk  ist  eine  Verarbeitung  oder,  vielleicht  besser  gesagt,  eine 
Zerarbeitung  der  Mechanik  von  Holtzmann  (Stuttgart  bei  Metzler,  1861) 
mit  Einschiebung  von  Figuren  und  einfachen  Aufgaben.  Einzelne  Sei- 
ten sind  wörtlich  abgeschrieben  (vergl.  S.  222  und  223  mit  Holtzmann, 
S.  94  flgg.) ,  andere  Stellen  sind  stylistisch  umgearbeitet ,  Umstellung  von 
Vordersatz  und  Nachsatz  und  Aehnliches  (vergl.  S.  442  flgg.  mit  Holtz- 
mann, S.  227  flgg.)-  Die  schwierigeren  Sachen  sind  weggelassen.  Schwer 
Punktsbestimmungen  füllen  etwa  ein  Fünftel  des  Werkes,  eingereiht  unter: 
„Freie  Bewegung  eines  starren  Körpers",  sonderbarer  Weise  aber  nicht 
in  das  Inhal tsverzeichniss  aufgenommen.  Es  wäre  wohl  besser  gewesen, 
der  Verfasser  hätte  die  „Bitte  seiner  Zuhörer"  nicht  erfüllt. 

P.  Zech. 

lieber  Gleichgewichtszustände  isotroper  Körper  in  verschiedenen  Tem- 
peraturen, von  Dr.  Max  Planck.  München  1880. 
Es  ist  Aufgabe  der  vorliegenden  Abhandlung,  den  Einfluss  der  Tem- 
peratur auf  die  elastischen  Kräfte  im  Innern  eines  Körpers  darzustellen. 
Es  wird  zunächst  gezeigt,  dass  in  diesem  Falle  keine  Kraftfunction  exi- 
stirt,  dann  der  erste  und  zweite  Hauptsatz  der  Wärmetheorie  angewendet. 
Die  Gleichgewichtsbedingungen,  die  so  gefunden  werden,  sind  nothwen- 
dig  für  das  Oleichgewicht,  aber  nicht  immer  hinreichend,  z.  B.  für  Misch 
ungen  von  Flüssigkeit  und  Dampf.  Es  wird  daher  weiter  nach  den  Be- 
dingungen gesucht,  welche  für  das  Oleichgewicht  vollkommen  genügen, 
mit  Hilfe  der  vom  Verfasser  früher  aufgestellten  allgemeinsten  Form  des 
zweiten  Hauptsatzes,  und  einzelne  Beispiele  durchgeführt.  Als  Resultat 
ergiebt  sich :  es  werden  die  unter  den  gegebenen  Bedingungen  möglichen 
Maxima  der  Entropie  des  Körpers  bestimmt;  das  absolute  Maximum  ent- 
spricht dem  absolut  stabilen  Oleichgewicht,  jedes  andere  Maximum  einem 
mehr  oder  weniger  labilen  Gleichgewichtszustände.  p  £ech 
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Dr.  Bbhho  Klein,  Theorie  der  trilinear- symmetrischen  Klemontargehilde, 
Mit  4  lithogr.  Tafeln.    Harburg,  Elwert,     1881.    IV,  78  S.  gr.  8*. 

Der  Inhalt  ist  eine  geometrische  Entwickeln  Dg  derjenigen  Verwandt- 
schaft ,*w  eiche  analytisch  durch  eine  in  jeder  von  drei  Variabein  linearen 
Gleichung  dargestellt  wird.     Eingehend  wird  der  Fall  behandelt,  der  sieb 
durch   eine  in   zwei   der  Variabein   symmetrische  Gleichung  ausdrücken 
würde,  und  zwar  zunächst  durch  projeetivische  Beziehung  eines  Elemen- 
targebildes auf  die  Paare  eines  involutorischen  Elementargebildes;    die 
tri  lineare  Verwandtschaft  entsteht  hieraus,  indem  man  jedes  Involutions- 
paar als  Ordnungselemente  einer  neuen  Involution  betrachtet  (Abschnitt  I). 
Abschnitt  II  behandelt  sodann  analog  den  in  allen  drei  Variabein  sym- 
metrischen  Fall,   Abschnitt   III  denselben   Fall   in   anderer  Auffassung: 
als  lineare  zweifach  unendliche  Schaar  von  Elemententripeln  eines  Ele- 
mentargebildes ;   also  auch,  indem  eine  zweifach  unendliche  Schaar  von 
Kegelschnitten    mit   einer  gemeinsamen  Tangente  gegeben  ist:    als    das 
System  der  Gruppen   von  je  drei   Schnittpunkten   der  drei  Tangenten, 
welche  noch  je  zwei  der  Kegelschnitte  gemein  haben,  da  diese  Gruppen 
bekanntlich  alle  auf  einem  Kegelschnitte  liegen. 

Die  Methode  ist  im  Wesentlichen  die  nach  Staudt-Beye  bekannte; 
es  werden  vom  Verfasser  eingehend  die  Constructionen  entwickelt,  die  die 
Verwandtschaft  bestimmenden  Elemente  discutirt,  auch  eine  Anwendung 
auf  die  Gleichung  dritten  Grades  gemacht.  Die  hier  mitgetheilten  Resul- 
tate sind  nur  solche,  die  sich  aus  der  analytischen  Darstellung  unmittel- 
bar ablesen  Hessen;  indess  scheint  eine  WeiterfBhrung  der  Arbeit  und 
Anwendung  auf  die  Curven  dritter  Ordnung  vom  Verfasser  beabsichtigt. 

Erlangen,  October  1881.  H.  Nobtbbb. 


Sopbüs  Lie,  Classification  der  Flächen  nach  der  Transformationsgrappe 
ihrer  geodätischen  Curven.  Universitätsprogramm  Christian ia  1879. 
45  S.  4°. 
Diese  Arbeit  ist  nur  eine  aus  der  Kette  von  Untersuchungen,    die 
vom  Verfasser  seit  Jahren   mit   bedeutendem  Erfolge   betrieben   werden, 
aber  als  ausgeführtes  Beispiel  an  sich  bemerkenswerth.     Es  handelt  sich 
dabei  immer  um  die  Theorie  der  Gruppen  von  Punkt-  oder  allgemeiner 
von  Bertihrungstransformationen,  zu  der  sich  die  ersten  Ideen  in 
einer  Arbeit  von  F.  Klein  und  S.  Lie  in  Mathem.  Ann.  IV  niedergelegt 
finden.     Bei  den  Differentialgleichungen ,  welche  bei  solchen  Transforma- 
tionen ungeändert  bleiben,   ergeben   sich  wesentliche  Vortheile  und  all- 
gemeine Gesichtspunkte  ftir  die  Integrirbarkeit.     So  beruht  des  Verfassers 
bekannte  Integrationsmethode  der  partiellen  Differentialgleichungen  erster 
Ordnung  hierauf.     (Mathem.  Ann.,  Ber.  d.  Ges.  d.  Wiss.  zu  Christian  ia, 
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Gott.  Nachr.  etc.)     Jetzt  wendet  aich  der  Verfasser  au  den  gewöhnlichen  , 
Differentialgleichungen  höherer  Ordnung,  hier  zu  derjenigen  zweiter  Ord- 
nung, welche  die  geodätischen  Curven  einer  Fläche  dennirt. 

Der  Titel  entspricht  nun  nicht  ganz  dem  Inhalt,  da  hier  nur  von 
denjenigen  speciellen  Flächen  die  Rede  ist,  hei  denen  wirklich  infini- 
tesimale Transformationen  ihrer  geodätischen  Curven  in  einander  existi» 
ren.  Diese  speciellen  Flächen  werden  vom  Verfasser  in  drei  Classen 
eingetheilt  und  es  gelingt  ihm  in  den  meisten  dieser  Fälle,  die  Differen- 
tialgleichung vollständig  zu  integriren,  insbesondere  bei  den  Flächen, 
deren  geodätische  Curven  eine  Gruppe  von  unendlich  vielen  Transfor- 
mationen zulassen.  Man  lernt  dabei,  ausser  schon  länger  bekannten 
Flächen,  ganze  Classen  von  neuen  Flächen  von  der  angegebenen  Eigen- 
schaft kennen. 

Zum  Verständniss  der  Arbeit  genügt  die  Kenntniss  einiger  Unter- 
suchungen des  Verfassers  über  Berührungstransformationen,  etwa  eines 
Theils  der  (späteren)  Arbeit  in  Math.  Ann.  XVI. 

Erlangen,  October  1881.  M.  Noetubr. 


P.  Hrluling,  lieber  die  Integration  der  allgemeinen  Riccati'sohen  Gleich- 
ung -¥-  +  y2  =  X  und  der  von  ihr  abhängigen  Differentialgleich- 
dx 

ungen.     Leipzig,  Koch.     1879.     43  8.  4°. 

In  dieser,  Herrn  Prof.  Minding  in  Dorpat  zu  seinem  50jährigen 
Doctorjubiläum  gewidmeten  Universitätsschrift  wird  der  Versuch  gemacht, 
die  im  Titel  genannte  verallgemeinerte  Rice ati' sehe  Gleichung  auf  dem 
Näherungswege  zu  integriren,  und  zwar  durch  Aufsuchung  eines  genäherten 
particulären  Integrals  und  Einführung  desselben  unter  successiver  Varia- 
tion der  Constante.  —  Es  soll  sich  dabei  wesentlich  um  Aufstellung  von 
reellen  Lösungen  handeln,  welche  zu  numerischer  Bestimmung  brauchbar 
sind.  Indessen  erscheint  es  von  vornherein  klar,  dass  man  nur  zu  Re- 
sultaten von  wenig  allgemeinem  Charakter  gelangen  kann;  und  in  der 
That  wird  die  im  dritten  Abschnitte  gegebene  Methode  schon  in  ein- 
fachen Fällen  nicht  mehr  brauchbar,  was  auch  der  Verfasser  durch  un- 
bestimmte Ausdrücke,  wie  „in  den  meisten  Fällen",  „ einigermassen  be- 
schränkte Werthe"  etc.  hinreichend  zugiebt.  In  den  Fällen,  in  welchen 
die  Methode  anwendbar  sein  wird,  sind  noch  complicirte  Grenzbestim- 
mungen zu  machen,  wohl  ebenso  complicirt,  als  wenn  man  sich  derjeni- 
gen Reihen  bedient,  welche  durch  die  vom  Verfasser  nicht  berücksich- 
tigte Functionentheorie  geliefert  werden. 

Erlangen,  October  1881.  M.  Nobtheb. 
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Y.  db  Arnold,  Triseotio  angulorum.     Moskau,  E.  Lyssner.     1881. 

Der  Verfasser,  der  uns  neben  dem  russischen  Original  eine  fran- 
zösische Uebersetznng  bietet,  will  das  bekannte  Problem  der  Triseetion 
eines  Winkels  mittelst  Zirkel  nnd  Lineal  gelöst  haben.  Jedoch  enthält 
der  Beweis  einen  Fehisch] uss  (S.  21  Z.  14—21),  während  die  Constroc- 
tion  widerlegt  wird  durch  eine  der  folgenden  Formeln: 

2  sin  — .  stn  y  —  I  2  stn  -g-  —  stn-j 1  tan  — 

i)  to»9= j- , 

«>i  — 
4 

ITx   *+V      «      ,     <?-*      ,     «      V      4  8/2  8^        4 

II)    — s — =-7,    /«« — = — s=tan-» — - ■ _ 

2  4'  2  4Ä/.a..o\         aÄ        C..C1 


VW4  +  WW8/   °*2"~      W8 


wobei   <p=OEB  und  -^,   während  ty  =  EKJ  und   -g-   gleich  sein  sollte. 
Für  den  speciellen  Fall   «=90°  ergeben  beide  Formeln   9  —  ^>49". 

E.  Ullrich. 


Die  imaginären  Grössen  und  ihre  Auflösung  (aus  dem  Jabre  1863),  von 
Heinrich  Friedrich  Theodor  Betda.  Bonn  1881.  J.  B.  MeU- 
ler'sche  Buchhandlung.  Stuttgart  1881. 
Auf  60  Druckseiten  lernen  wir  hier,  dass  Euler,  Gauss  und  einige 
andere  Mathematiker,  deren  Namen  und  Schriften. dem  Verfasser  indessen 
weniger  bekannt  zu  sein  scheinen ,  sich  über  ^— 1  in  gewaltigem  Irrthum 
befanden.  Herr  Beyda  hat  1863  entdeckt,  leider  aber  erst  1881  ver- 
öffentlicht, dass  }/—l=l/l.  Beweise  sind,  nachdem  eine  Entdeckung 
einmal  gemacht  ist,  meistens  leichter  zu  finden.  Z.B.:  „Wenn  die  rechte 
Rheinseite  mit  positives  Land,  die  linke  mit  negatives  Land  bezeichnet 
würde,  so  könnte  ja  ein  Bewohner  des  linken  Rheinufers  von  seinen  16 
Quadratmeilen  ebenso  gut  die  Wurzel  nehmen,  wie  ein  Bewohner  des 
rechten  Ufers  von  den  seinigen "  (S.  6).  Ungemein  scharfsinnig  ist  auch 
(S.  58)  die  Widerlegung  des  falschen  Satzes,  dass  i*  =  —  1  sein  soll. 
„Denn  wenn  dieses  der  Fall  wäre,  so  würde  sowohl  pFss-J-i,  als  auch 
y~i  =  +  i  sein,  also  die  dritte  Wurzel  einer  negativen  Grösse  eine 
positive  Grösse  sein.  Es  hat  aber  sonst  immer  die  dritte  Potenz  einer 
Grösse  dasselbe  Vorzeichen  wie  die  Grundgrösse,  also  wenn  diese  positiv 
ist,  so  ist  auch  die  dritte  Potenz  positiv,  und  wenn  negativ,  so  auch  die 
Potenz  negativ,  |/27  =  +  3  und  f/— 27  =  — 3;   j/+^*=  +  «  und  j/-^r* 
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=  —  a.     Aus  welchem  Grunde  nun  ist  bei  1  ein  Entgegengesetztes ,  als 
es  bei  einer  Grösse  a  ist?" 

Neben  dem  unfreiwilligen  Humor,  der  in  diesen  Sätzen  liegt,  ent- 
halten sie  die  Bestätigung  der  Wahrheit,  dass  die  Bezeichnung  t  ungemein 
unglücklich  gewählt  war,  und  wenn  es  natürlich  auch  Niemand  einfallen 
wird,  in  für  Mathematiker  von  Fach  verfassten  Schriften  von  der  ein- 
gebürgerten Uebung  abzuweichen,  so  möchten  wir  doch  immer  wieder  auf 
die  Mahnung  zurückkommen,  im  Elementarunterrichte  sich  statt  des  i 
irgend  eines  Zeichens,  z.  B.  eines  aufrecht  stehenden  Pfeiles  zu  bedienen, 
damit  der  Schüler  deutlich  vor  Augen  sehe,  es  handle  sich  im  Imaginären 
nicht  um  andere*  Zahlengrö6sen ,  sondern  um  andere  Zahlenarten,  als  im 

Reellen-  Cantor. 


Differential-  und  Integralrechnung,  Ausgleiohnngsrechnung,  Renten-, 
Lebens-  und  Aussteuer -Versicherung,  bearbeitet  von  Dr.  Richard 
Hbger.  Breslau  1881,  bei  Eduard  Trewendt.  583  S.  (Encyklo- 
pädie  der  Naturwissenschaften  Bd.  V,  381—963.) 

Wir  haben  es  mit  den  Schlusslieferungen  der  mathematischen  Ab- 
theilung der  Encyklopädie  der  Naturwissenschaften  zu  thun ,  die  nun- 
mehr als  Ganzes  in  zwei  sehr  stattlichen  Bänden  vor  uns  liegt.  Die 
Frage  drängt  sich  auf,  ob  diese  mathematische  Abtheilung  die  Zusage 
erfüllt  habe,  welche  ihr  Herausgeber  in  seinem  Vorworte  zum  I.  Bande 
aussprach:  „Die  vorliegende  Darstellung  der  Mathematik  kann  (so  sagte 
damals  Geh.  R.  Seh lö milch)  gegenüber  der  kolossalen  Ausdehnung  der 
Wissenschaft  selbstverständlich  keine  erschöpfende  sein;  wohl  aber  soll 
sie  den  Leser  so  weit  führen,  dass  er  eine  ganze  Reihe  von  Hauptwer- 
ken über  Astronomie,  Mechanik,  Physik  und  Ingenieurwissenschaften 
lesen  und  sich  nötigenfalls  weiter  helfen  kann/4  So  viel ,  vielleicht  auch 
etwas  mehr,  ist  allerdings  geleistet  worden  (mit  einer  kleinen  Einschrän- 
kung des  Wortlautes,  auf  die  wir  gleich  zu  reden  kommen),  und  die 
Leistung  zeigt,  dass  der  Herausgeber  in  der  Auswahl  der  Hände,  wel- 
chen die  unmittelbare  Arbeit  übertragen  wurde,  richtig  vorgegangen  ist. 
Die  Einschränkung,  welche  wir  meinen  und  deren  Betonung  dem  Leser- 
kreise unserer  Zeitschrift  gegenüber  sicherlich  nur  empfehlend  wirken 
kann,  bezieht  sich  auf  das  von  Herrn  Schlömilch  gebrauchte  Wort 
„ Leser ".  Ein  Buch  zum  Lesen  ist  dieses  Werk  nicht,  sondern  zum 
Studiren  und,  falls  es  nicht  um  blosses  Auffrischen  aus  dem  Gedächt- 
nisse geschwundener  Dinge  sich  bandelt,  zum  Studiren  unter  der  Leitung 
ein  es  Fachmannes.  Noch  heute  gilt  das  Wort,  zur  Mathematik  bin  gebe 
es  keinen  geraden  Pfad  für  Könige;  die  gewundenen  und  verschlungenen 
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Wege  aber,  welche  zu  ihr  führen ,  ohne  Wegweiser  zu  gehen ,  ist  schwie- 
rig und  gefährlich  auch  unter  Benutzung  einer  gedruckten  Anleitung. 
Deshalb  sind  wir  persönlich,  und  nicht  wir  allein,  überaus  misstrauisch 
gegen  Lehrbücher  der  gesammten  Mathematik  zum  Selbststudium,  die  so 
leicht  geschrieben  sind,  dass  wirklich  auch  nicht  ganz  besonders  ver 
anlagte  Persönlichkeiten  sie  „lesen u  können.  Nomina  sunt  odiosa ,  darum 
erwähnen  wir  keine  besonderen  Beispiele,  sondern  begnügen  uns  mit  der 
Wiederholung  des  Lobes:  die  mathematische  Abtheilung  der  Encyklo- 
pädie  der  Naturwissenschaften  ist  kein  Buch  zum  Selbststudium! 

Wenden  wir  uns  von  dieser  allgemeinen  Anerkennung  des  Ganzen 
zu  denjenigen  Abtheilungen,  welche  eigentlich  Gegenstand  dieser  Be- 
sprechung sind,  so  möge  uns  die  Bemerkung  gestattet  sein,  dass  Herr 
Heger,  wie  er  schon  in  früheren  Veröffentlichungen  als  Geometer  sich 
erwies,  wie  er  die  descriptiv-  und  analytisch -geometrischen  Theile  dieses 
Handbuchs  in  von  uns  beifällig  besprochener  Weise  bearbeitete,  auch 
hier  vorwiegend  Löbliches  in  den  geometrischen  Capiteln  leistet,  in  welche 
er  auch  seinen  Neigungen  entsprechend  den  Schwerpunkt  verlegt  hat. 
Die  analytischen  Capitel  stehen  etwas  gegen  jene  zurück  sowohl  in  der 
Ausdehnung,  als  in  der  Gründlichkeit  der  Behandlung. 

.,.,,..,._  ,  ._,    _-„    ,.    dy      lim  Au 

So  sind  beispielsweise  Grenzübergänge ,  wie  S.  385  Im  *--  =  - — —  ? 

S.  388   limlogy  =  loglimy%   S.  606   limjf(y)dx  =  jlimf(y)dx  als  selbst- 

verständlich  angenommen,   während  sie  nicht  einmal  immer  richtig  sind. 

f(x) 
Dass  S.  495  der  Grenzwerth  von  — - — -  für  #  =  £,  unter  welcher  Annahme 

<p{x) 

Zähler    und  Nenner   unendlich    werden,    in   der  althergebrachten,    eine 

Division  durch  ( 77-r  )   voraussetzenden  Weise  abgeleitet  wird,  trotzdem 

VW' 
man  in  diesem  Augenblicke  des  Verfahrens  noch  gar  nicht  weiss,  ob 
jener  Divisor  einen  von  0  verschiedenen  Werth  besitze,  also  zum  Divisor 
geeignet  sei,  wollen  wir  nicht  einmal  besonders  rügen;  diese  fehlerhafte 
Ableitung  schleppt  sich  eben  durch  nahezu  Bäramtliche  Lehrbücher  fort, 
auch  nachdem  Herr  Stolz  auf  deren  Unzulässigkeit  (Mathem.  Annalen 
Bd.  XIV  und  XV)  so  ausdrücklich  hingewiesen  hat. 

Die  Ableitung  der  Maclaurin'schen  Entwickelung  dagegen  (S. 496 flgg.) 
entfernt  sich  von  der  in  den  meisten  Lehrbüchern  festgehaltenen  Methode. 
Zuerst  wird,  wohl  im  Anschluss  an  J.  A.  Serret,  gezeigt,  dass,  wenn 
q>[x)  eine  ganze  algebraische  Function  «len  Grades,  also  /i0  +  a1ar  +  ö2ar,+... 
,..  +  anxn  ist,  fortgesetzte  Differentiation  und  Nullsetzen  der  Veränder- 
lichen  die  Identitäten  <p(Q)  =  a0J   ?'(0)  «=  1 .  <i, ,  ...  <p<«>(0)  =  1.2..  .n.au 

Äf 
erkennen  lasse,  dass  somit  in  diesem  Falle  tp (A)  =  q> (0)  +  A . <p'(0)  +  — = 
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kn 

X  <p"(0)  +  . . .  +  r-ä q>"  (0)  sei ,  woraus ,  wenn  auch  f  das  Functional- 

1 .2  .. .  n 

zeichen  einer  ganzen  algebraischen  Function  nlcu  Grades  bedeutet,  die 
Folgerung  flS +*)=■/■«)  +  hf{&  +  ]^/"(«)  +  -+i:^| /*"»«)  «Seh 
ergiebt.     Dann  wird  hypothetisch  die  Gleichung  f(x)  =  /■(£)  +  (x  —  £)f '(§) 

+  ^fV  (i)  +■  ■  •  +£^>U)  +  ,  £"£  +  !)• '  «-«*.  wo  das 
Functionalzeichen  f  in  seiner  Bedeutung  unbeschränkt  ist,  abgesehen  von 
der  Bedingung,  dass  die  Differentialquotienten  von  f(x)  vom  ersten  bis 
zum  «len  einschliesslich  für  jeden  zwischen  x  und  §  liegenden  Werth  der 
Veränderlichen  stetig  und  endlich  seien.  P  ist  natürlich  noch  zu  bestim- 
men, und  zwar  aus  der  angenommenen  Gleichung.  Nun  wird  der 
Rolle' sehe  Satz,  dessen  Benennung  wir  allerdings  vermissen,  eingeschal- 
tet, dass,  wenn  ^(5)  =  ^(S  +  Ä)  =  0  und  F(x)  zwischen  x='£  und  tf  =  (£  +  Ä) 
stetig  bleibt,  noth wendig  F'(x)  in  dem  genannten  Intervalle  einmal  min- 
destens verschwinden  müsse,  also  bei  x  =  ij  +  ÖÄ,  wo  0  ein  positiver  echter 

Bruch  ist.     Setzt  man   F(z)  =  /(*)- f(z) - (* - *)  f(z) - (-^f^  /"(*) -.. . 

...—  il_-i- /(»>(*)  —  -A- J——P%  so  ist  offenbar  F(z)  =  0  bei  z  =  x 

1.2. . .  w  l.z...(n-f"l) 

und  bei  *  =  £,  mitbin  ^'(«^O  bei  2  =  £+0(a:— £).     Die  Differentiation 

von  F^s)  liefert  aber,  heisst  es  weiter,  dadurch,  dass  aufeinanderfolgende 

[x~-  z\n  (x  —  z)n 

Entwickelungstheile  sich  wegstreichen,  F'(z)  =  —  7-5-—  /(B+1)(g)  +  !.  0 

1 .2  ,.,W  1 .2...  M 

X/)=0  unter  der  Annahme  *  =  £  +  0  (*-£),  also  sei  i>  = /(«+1)  (g 
+  0(ac— £)).  Diese  Beweisführung  ist  sehr  interessant,  dürfte  aber  zu- 
gleich zur  Bestätigung  unserer  Behauptung  dienen,  dass  der  Anfänger 
der  Hilfe  bedarf,  wenn  er  des  in  diesem  Buche  enthaltenen  Stoffes  Herr 
werden  will. 

Wir  haben  oben  schon  gesagt,  der  Schwerpunkt  der  Heger* sehen 
Bearbeitung  liege  in  den  geometrischen  Capiteln.  Hier  findet  man  in 
der  That  Probleme  behandelt,  welche  die  Lehrbücher  sonst  wohl  vermis- 
sen lassen  und  welche  die  heutige  Mathematik  kaum  entbehren  kann. 
Die  Tangentenanzahl  an  eine  Curve  von  einem  Punkte  aus  (S.  415),  die 
Fusspunktcurven  (S.  418),  confocale  Kegelschnitte  (S.  420),  die  Zahl  der 
Wendepunkte  einer  Cnrve  (S.  462),  die  Singularitäten  (S.  519flgg.),  die 
Wellenfläche  (8.  526)  mögen  als  Beispiele  dafür  gelten,  welcherlei  Unter- 
suchungen wir  meinen. 

Ohn^e  einen  funetionentheoretischen  Abschnitt  ist  ein  Handbuch  der 
gegenwärtigen  Mathematik  unvollständig,  aber  eine  ausgeführte  Functio- 
nentheorie  ist  wieder  in  einem  Handbuche  unmöglich.  Herr  Heger 
scheint  uns  mit  dem,   was  er  S.  678 — 829  in  dieser  Beziehung  geboten 
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hat,  so  ziemlich  das  richtige  Maass  eingehalten  zu  haben.  Wer  diesen 
Abschnitt  sich  aneignete,  kann  wohl  ohne  weitere  Hilfe  an  das  Stadium 
schwierigerer  Originalarbeiten  sich  wagen. 

Die  beiden  letzten  Abschnitte  (Ausgleichungsrechnung  und  auf  das 
menschliche  Leben  sich  beziehendes  Versicherungswesen)  sind  als  Darein- 
gaben zu  betrachten,  welche  dem  Physiker  und  Statistiker  erwünscht 
sein  werden,  ohne  ihm  besondere  Lehrbücher  entbehrlich  au  machen; 
der  Mathematiker  dagegen  dürfte  an  dem  hier  Gebotenen  gerade  die 
ihn  vorzugsweise  interessirenden  Theile  jener  umfassenden  Lebren  be- 
sitzen. Ob  es  aber  für  den  Mathematiker  nicht  noch  willkommenerer 
gewesen  wäre,  in  einem  Anhange  das  Wichtigste  aus  der  Lehre  von  den 
numerischen  Gleichungen  vereinigt  zu  finden  ?  Wir  möchten  die  Frage  ent- 
schieden bejahen,  und  wir  denken,  wir  werden  damit  nicht  die  Einzigen 
sein,  ganz  abgesehen  davon,  dass  auf  S.  105  des  I.Bandes  eine  Behand- 
lung der  numerischen  Gleichungen  in  sichere  Aussicht  gestellt  ist. 

Cantor. 


In  memoriam  Dominici  Ghelini.  Collectanea  mathematica  nunc  prinram 
edita  cura  et  6tudio  L.  Cremona  et  E.  Beltrami.  Sumptibus 
Ulrici  Hoepli  bibliopolae  Mediolani  1881.  XXXII,  424  pag. 
Wie  die  politische  Geschichte  Italiens  mit  der  Deutschlands  eine 
auffallende  Aehnlicbkeit  darbietet,  so  ist  es  auch  mit  der  Geschichte  der 
mathematischen  Wissenschaften  in  beiden  Ländern  der  Fall.  Die  Mathe- 
matik Italiens,  wie  die  Deutschlands  war  einst  eine  so  hoch  entwickelte, 
dass  von  der  Einen,  wie  von  der  Andern  die  übrigen  Länder  Europas 
lernten.  In  Italien,  wie  in  Deutschland  folgte  auf  die  Zeit  des  Ruhmes 
eine  Zeit  der  Schmach.  Grosse  Mathematiker  zu  erzeugen,  waren  daa 
Vaterland  eines  Gauss,  das  eines  Lag  ränge  gewiss  immer  im  Stande, 
aber  die  einzelnen  Geistesriesen  lassen  das  sie  umgebende  Zwergen- 
geschlecht nur  um  so  deutlicher  in  seiner  Niedrigkeit  erkennen.  Erat 
um  die  Mitte  unseres  gegenwärtigen  Jahrhunderts  strebte  der  allgemeine 
Spiegel  der  Entwickelung  auf's  Neue,  in  beiden  Ländern  eine  höhere 
Lage  zu  gewinnen,  und  heute  stehen  sicherlich  nicht  Deutsche,  nicht 
Italiener  am  tiefsten,  wenn  man  die  mathematischen  Leistungen  aller 
Völker  an  einander  messen  wollte.  Die  deutsche  Neuerhebung  ist  um 
fast  zwei  Jahrzehnte  die  ältere  und  lässt  sich,  ohne  sonderliche  Un- 
gerechtigkeit, als  Werk  der  Jacobi'schen  Schule  bezeichnen,  einer 
Schule,  in  welcher  allerdings  mancher  Schüler  dem  Lehrer  gleichaltrig 
war  und  an  Bedeutung  mit  ihm  wetteiferte.  Zu  den  Männern,  welche 
in  Italien  die  Neuzeit  vorbereiten  halfen,  gehörte  Domenico  Chelini. 
Niemand  auch  seiner  wärmsten  Verehrer  wird  ihn  deshalb  nur  entfernt 
mit  Jacobi   vergleichen   wollen.      Chelini   hat   hübsche  Arbeiten  ins- 
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besondere  auf  dem  Gebiete  der  geometrisch  bebandelten  Mechanik  ge- 
liefert, aber  man  streiche  sie  hinweg,  und  die  moderne  Mathematik  wird 
in  ihrer  Gesammtheit  bestehen  bleiben.  Die  Bedeutung  Cheiini's  für 
Italien  liegt  vielmehr  darin,  dass  er  einer  der  Ersten  war,  welche  nicht 
blos  die  in  anderen  Ländern  veröffentlichten  neuen  Entdeckungen  ohne 
Anleitung  lasen  und  sich  durch  emsiges  Studium  aneigneten,  sondern 
auch  wagten ,  diese  neuen  Lehren  ihren  Schülern  mitzutheilen.  So  wurde 
die  Generation  selbstschaffender  Gelehrten  herangebildet,  weiche  wir  das 
heutige  Italien  nennen  und  von  denen  wir,  eben  weil  es  das  heutige  ist, 
keinen  Namen  besonders  hervorheben  wollen,  auch  unseren  Lesern  gegen- 
über keinen  besonders  hervorzuheben  brauchen. 

Domenico  Chelini  ist  am  16.  November  1878  im  Alter  von  76 
Jahren  gestorben.  Die  Herren  Cremona  und  Beltrami  übernahmen 
es,  eine  ehrende  Gedenkschrift  für  den  Dahingegangenen  zu  Stande  zu 
bringen,  an  deren  Herstellung  16  Italiener  und  je  3  Deutsche,  Englän- 
der, Franzosen,  Schweizer  sich  betheiligten,  Gelehrte,  welche  meistens, 
wenn  auch  nicht  alle,  zu  Chelini  in  persönlichen  Beziehungen  gestanden 
haben  und  von  denen  wenigstens  Einige  Gegenstände  behandelten,  an 
denen  bereits  Chelini  sich  versucht  hat.  An  der  Spitze  des  ganzen 
Bandes  befindet  sich  eine  ausführliche  Würdigung  des  Gefeierten  von 
Herrn  Beltrami,  in  welche  ein  kürzerer  aus  Herrn  Cremona's  Feder 
stammender,  bereits  früher  veröffentlichter  Nekrolog  hineinverarbeitet  ist. 

Wir  können  unmöglich  die  29  auf  jene  Einleitung  folgenden  länge- 
ren oder  kürzeren  Abhandlungen  der  Reihe  nach  aufzählen  oder  gar  ana- 
lysiren.  Nur  zweien  derselben  widmen  wir  einige  Worte,  die  Auswahl 
mit  dem  Interesse  entschuldigend ,  welches  die  eine  Abhandlung  für  uns 
persönlich,  die  andere  wohl  für  jeden  Mathematiker  besitzt. 

Oder  sollte  nicht  jeder  Mathematiker  Interesse  nehmen  an  der  letz 
ten  wissenschaftlichen  Arbeit  von  C.  W.  Borebar  dt?  Borchardt  war 
1844  persönlich  mit  Chelini  in  Born  bekannt  geworden,  zu  jener  für 
Chelini 's  eigene  Entwickelung  gewiss  fruchtbaren  Zeit,  als  auch  Jacobi, 
Steiner  und  Dirichlet  ebendort  verweilten.  Dm  seine  Mitwirkung  zu 
dem  gegenwärtigen  Bande  gebeten,  sagte  er  dieselbe  sofort  zu  und  er- 
füllte die  übernommene  Verpflichtung  in  einem  vom  5.  Mai  1880  datirten 
Briefe  an  Herrn  Cremona,  welcher  mit  den  Worten  scbliesst:  „Excusez, 
eher  atni  et  confrere,  le  long  retard  de  cet  lettre,  prolongä  en  dernier  Heu 
par  une  maladie,  dont  je  ne  suis  pas  encore  guiri."  Er  sollte  nicht  wieder 
genesen.  Am  27.  Juni  verlor  ihn  die  Wissenschaft,  und  somit  ist  gewiss 
eine  der  letzten  druckreif  Borchardt* 8  Feder  entflossenen  Arbeiten, 
möglicherweise  die  allerletzte,  der  Aufsatz,  welchen  wir  S.  206 — 212 
lesen.  Er  beschäftigt  sich  mit  Algorithmen,  die  zu  Ausdrücken  führen, 
welche  dem  arithmetisch-geometrischen  Mittel  zweier  Zahlen  verwandt  sind. 
Das  eine  Mal  setzt  er 

Hitt.-liL  Abthlg.  d.  ZoiUohr.  f.  Math.  u.  Phy*.  XXVII,  4.  11 
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m+w  j 

mi  =  — 2 — '  wi  =  Kmiw» 

mi  +  n\  / 

m2  =  — - — ,  wg  =  pm8w1, 


und  findet  (bei  m<n)  lim  m^  =  Um  w«,  =  w  = .     Das  andere   Mal 

7/1 


arcros — 
n 


setzt  er 


und  findet  (bei  Jlf<JV)   UmM^^  lim  A^  =  £l  =  VM(N      *)_. 

arccosj/  - 

Der  besondere  Fall  w  =  — ,  n  =  — r=  führt  zu  a>=— ,  und  zu  der- 

4  2j^2  * f 

selben   Grenze,   nämlich   zu  .0  =  —  ,   gelangt  man   von   jlf=— ,   #=— - 

ausgehend. 

Der  andere  Aufsatz,  auf  welchen  persönliche  Beschäftigung  mit 
ähnlichen  Arbeiten  unsere  Aufmerksamkeit  fesselt,  steht  S.  363—  412. 
Fürst  Bald.  Boncompagni  hat  aus  dem  Notariatsarchive  von  Venedig 
das  Testament  von  Nicolo  Tartaglia  ermittelt  und  hier  zum  ersten 
Male  abgedruckt.  Die  Untersuchungen,  welche  an  diese  an  sich  ver- 
dienstliche Veröffentlichung  anknüpfen,  sind  mit  der  ganzen  peinlichen 
Sorgfalt  und  Zuverlässigkeit  geführt,  die  den  Verfasser  geradezu  kenn- 
zeichnet, und  haben  mehrere  Punkte  festgestellt,  über  welche  bisher  irrige 
Meinungen  verbreitet  waren  oder  welche  ganz  unbekannt  waren.  Der 
Todestag  des  geistreichen  Brescianers  war  unzweifelhaft  der  13.  Decem- 
ber  1557,  oder  genauer  gesprochen:  Tartaglia  starb  in  der  Nacht  von 
Montag,  13.  auf  Dienstag,  14.  December  1557;  das  ergiebt  sich  aus  einer 
durch  den  Notar  auf  die  Aussenseite  des  Testamentes  geschriebenen  Be- 
merkung und  stimmt  mit  einer  Aussage  des  bekannten  französischen  Ge- 
schichtsschreibers De  Thou  (Thuanus  1553  —  1617)  überein,  Nico- 
lans  Tartalea  aus  Brescia  sei  Ende  1557  in  Venedig  schon  hoch  betagt 
gestorben.  Ganz  neu  sind  die  Aufschlüsse  über  den  Namen  Tartaglia'«, 
welche  Herr  Boncompagni  dem  Testamente  zu  entnehmen  wusste. 
Bekanntlich  war  bisher  ein  von  Tartaglia  in  seinen  Quesili  veröffent- 
lichter Dialog,  eine  Art  von  Selbstbiographie,  die  einzige  Quelle,  aus 
der  man  die  fast  romanhaft  zugespitzte  Jugendgeschichte  desselben  schö- 
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pfen  musste.  Darnach  war  Tartaglia' 8  Vater  ein  Postillon  aas  Brescia 
mit  dem  Vornamen  Michael,  Tartaglia  nur  ein  vom  Stottern  hergenom- 
mener Spottname,  welchen  dessen  Träger  beibehielt  und  zn  Ehren  brachte; 
auch  von  einem  älteren  Bruder  und  von  einer  jüngeren  Schwester  spricht 
Tartaglia  an  dem  gleichen  Orte.  Diese  beiden  letzten  Personen  kom- 
men nun  als  Erben  in  dem  Testamente  vor.  Der  leibliche  Bruder  (mio 
fratello  legilimo  carnal)  wird  Zuampiero  Fontana,  die  Schwester  Gatarina 
genannt,  Wittwe  des  Dominico  da  Aurera.  Demgemäss  wird  auch  der 
Mathematiker  künftighin  als  Nicolo  Fontana  mit  dem  Beinamen  Tar- 
taglia bezeichnet  werden  müssen.  Cantoe 


Lehrbuch  der  Elementargeometrie,  von  J.  Henri 01,  Professor  am  Gym- 
nasium zu  Heidelberg,  und  P.  Trbutlein,  Professor  am  Gym- 
nasium zu  Carlsruhe.  Erster  Theil:  Gleichheit  der  planimetri- 
schen  Grössen;  congruente  Abbildung  in  der  Ebene;  Pensum  der 
Tertia.  Mit  188  Figuren  in  Holzschnitt.  Leipzig,  bei  B.  G.Teubner. 
1881.  VIII,  152  8. 
Als  wir  dieses  Buch  zuerst  in  die  Hand  bekamen,  als  wir  seinen 
Inhalt  in  Vergleich  brachten  zu  den  Worten  des  Titelblattes:  Pensum  der 
Tertia ,  da  tauchten  gewaltige  Zweifel  in  uns  auf.  Kann  man,  fragten 
wir  uns,  Knaben  von  durchschnittlich  13  — 14  Jahren  von  Punktreihen, 
von  Strahlenbündeln,  von  Symmetrieaxen ,  von  centrischen  Figuren  und 
diametraler  Lage  einander  entsprechender  Gebilde  u  s.  w.  reden,  ohne 
durch  solche  Allgemeinheit  der  Anschauung,  die,  wohl  bemerkt,  nicht 
etwa  aus  so  und  so  vielen  Einzelfällen  abstrahirt,  sondern  unvermittelt 
an  die  Spitze  gestellt  ist,  den  jugendlichen  Geist  geradezu  abzuschrecken  ? 
Diese  Frage  werden  mit  uns  gewiss  viele  Leser  des  Buches  stellen,  und 
der  Zweifel  wird,  wenn  auch  wesentlich  gemindert,  doch  nicht  ganz  ge- 
hoben durch  persönliche  Bekanntschaft  mit  beiden  Verfassern.  Wohl 
weiss,  wer  sie  kennt,  dass  beide  tüchtige  Schulmänner  sind,  denen  erfolg« 
reiche  Lehrerfahrung  zur  Seite  steht,  wohl  konnte  man  geneigt  sein, 
ihrer  Meinungsübereinstimmung  gegenüber  seines  Misstrauens  sich  zu  ent- 
schlagen, wenn  nicht  der  Umstand  übrig  blieb,  dass  in  der  Hand  des 
Erfinders  jedes  Werkzeug  gut  zu  sein  pflegt  und  dass  die  absolute 
Brauchbarkeit  nur  dann  feststeht,  wenn  auch  ein  Dritter  sich  dessen 
bedienen  kann.  Diese  Deberzeugung  haben  wir  inzwischen  im  vollsten 
Grade  gewonnen  und  freuen  uns,  sie  aussprechen  zu  können.  Der  Knabe 
des  Referenten  besucht  seit  Herbst  1881  die  Tertia  des  Heidelberger 
Gymnasiums  und  lernt  die  Anfänge  der  Geometrie  mit  Zugrundelegung 
des  neuen  Lehrbuches  kennen.  Lehrer  in  dieser  Classe  ist  nicht  Prof. 
Henrici,   sondern    ein  jüngerer  Faohgenosse,    der  erst  im  Herbst  nach 
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Heidelberg  kam,  also   der  Methode,   wie  den  Bearbeitern  derselben  bis 
dahin   persönlich   fern   stand.     80   waren   die  Elemente  au  einem  völlig 
unparteiischen  Versuche  gegeben ,  und  er  ist  bis  dahin  durchaus  geglückt. 
Die  ganze  Classe  folgt,  wie  wir  durch  unsern  Jungen  wissen,  dem  Unter- 
richte und  hat  mit  so  seltenen  Ausnahmen,  wie  sie  wohl  kaum  anderswo 
vorkommen,  Freude  an  der  Geometrie.     Es  wird  uns  dadurch  gestattet, 
das  Buch,  welches  seinem  selbst  gesteckten  Zwecke  erprobtermasaen   ge- 
nügt,  ohne  Rücksicht  auf  diesen  Zweck   zu  besprechen»     Dass  wir  hier 
ein  unbedingtes  Lob  zu  äussern  haben ,  liegt  eigentlich  schon  in  den  oben 
angedeuteten  Skrupeln,   welche  wir  hegten.     War  das  in  diesem  Buche 
Gebotene  nicht  zu   schwer  für  die,   welche  es  zu  benutzen  hatten,   gut 
und  in  mancher  Beziehung  neu  war  es  in  jedem  Falle.     Die  Euklidische 
Anordnung  und   deren   Abarten   nach   französischen  Mustern   haben    die 
Verfasser  (so   erklären  sie  in  der  Vorrede)  aufgegeben.     Sie  lassen  alle 
Gebilde  durch  Bewegungen,   durch  Drehung  und  Verschiebung  ans  ein- 
ander hervorgehen  und  gewinnen  beispielsweise  die  Congruenz  von  Figu- 
ren als  Folge  der  Congruenz  von  Punkten,  welche  mit  einander  verbun- 
den  in  Bewegung  gesetzt  werden.     Die  Winkelsumme   der  geradlinigen 
Figuren  wird  ebenfalls  aus  drehenden  Bewegungen  abgeleitet,  also  mittels 
des  sogenannten  Thibaut'schen  Beweises  des  Satzes  von  den  Dreiecks- 
winkeln.    Fast  am  sympathischsten  berührt  uns  der  V.  Abschnitt  von  der 
Flächen vergleichung.     Hier  sind  die  flächengleichen,  aber  einander  un- 
ähnlichen Figuren   vielfach   in  einander  congruente,   mit  derselben  Ord- 
nungsziffer bezeichnete  Theile  zerlegt,  so  dass  auch  subjectiv  einleuchtet, 
was  durch  den  allgemein  geführten  Beweis  als  objectiv  wahr  sich  ergiebL 
Wir  sind   auf's  Aeusserste  gespannt,   zu  sehen,   wie   die  Verfasser  die 
beiden  noch  in  Aussicht  stehenden  Fortsetzungen  behandeln  werden ,  von 
welchen  sie  in  der  Vorrede  uns  sagen :   Der  II.  Theil  wird  sich  mit  den 
Verhältnissen  und  Berechnungen  planimetriscber  Grössen  (incl.  Trigono- 
metrie) und  mit  der  perspectivischen  Abbildung  in  der  Ebene  befassen  und 
der  III.  Theil  mit  der  Geometrie  des  Maasses  und  der  Lage  von  Gebilden, 
die  nicht  in  einer  Ebene  liegen.     Hierbei  werden  insbesondere  die  Kegel- 
schnitte von  verschiedenen  Gesichtspunkten  aus  betrachtet  werden. 

Camtor. 


Die  Funetionen  Cosinus  und  Sinus  beliebiger  Argumente  in  elementarer 
Darstellung,  von  R.  Göttin o,  Professor  am  Gymnasium  zu  Torgau. 
Berlin  1881,  J.  A.  Wohlgemuth's  Verlagsbuchhandlung  (Max  Her- 
big).    66  8. 
Die  Besprechung   der  Einleitung  in   die  Analysis  des  gleichen  Ver- 
fassers (Bd  XXVI,  hist.lit.  Abth.  S.  71  -73  dieser  Zeitschrift)  hat  uns 
Gelegenheit  gegeben,  Herrn  Götting  unseren  Lesern  als  einen  Schrift- 
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steller  vorzustellen,  der  seine  eigenartigen  Bahnen  geht  and  vielbehan- 
delten Gegenständen  neue  Seiten  abzugewinnen  weiss.  Die  gleichen 
Eigenschaften  legt  er  in  der  neuen  Abhandlung,  Über  welche  wir  heute 
zu  reden  haben,  an  den  Tag,  und  wir  können  auch  sie  als  eine  Probe 
interessanter  Darstellung  unseren  Lesern  empfehlen,  wenn  wir  gleich 
nicht  der  Meinung  sind,  der  Weg,  auf  welchem  Herr  Götting  sein  Ziel 
aufsucht,  sei  der  natur  gemäss  es  te  und  als  solcher  zu  empfehlen.  Es 
scheint  uns  beispielsweise  nicht,  dass  eine  zweite  Auflage  von  G.'s  Ana- 
lysis  gewinnen  würde,  wenn  diese  Abhandlung  etwa  hinein  verarbeitet 
würde. 

Herr  Götting  definirt  nämlich  zwei  Reihen  von  Zahlengrössen 
a0axa2...  und  b0b1b2....  Es  ist  ö0=2,  &0  =  0,  ferner  at=^u  +  vi  und 
allgemein  öjt — t  +  «* _|_ i  t=al.ak}  sowie  ö*_ i  —  «*+ 1  =  ^.6*,  eine  Definition, 
aus  welcher  auch  A*_i +A*+j  =  «,  .6*  sich  ergiebt.  Einfache  Multtplica- 
tionen  und  Anwendungen  des  Schlusses  von  n  auf  n  +  1  führen  weiter  zu 


(y°«±^>)"=ia-±|-*- 


und  durch  Vervielfältigung  der  beiden  Gleichungen,  welche  hier  mittels 
Doppelzeichen  vereinigt  geschrieben  wurden,  zu 

Auch  ergiebt  sich 


i  fl*+A  =  ^«*az  —  j  fyk&a, 


bk+x  =  £  h<*x  +  i  «*  al- 
lst die  «-Reihe  eine  reelle  und  fallende,  so  sind  sämmtliche  6  reell;  ist 
die  «-Reihe  eine  reelle  und  steigende,  so  sind  die  b  imaginär.  Im  erste - 
ren  Falle  wird  die  Identität  der  halben  a  mit  Cosinussen ,  die  der  halben 
6  mit  Sinussen  bewiesen ,  als  mit  Functionen ,  welche  nebst  ihren  Haupt- 
eigenschaften aus  der  Trigonometrie  bekannt  sind.  Alles,  was  für  die 
a  und  b  abgeleitet  wird,  kann  dementsprechend  von  nun  an  in  die 
Sprache  der  Trigonometrie  übersetzt  werden ,  und  insbesondere  haben  für 
die  trigonometrischen  Functionen  auch  die  Reihen  Anwendung,  welche 
von  den  a  und  b  ausgehend  entwickelt  werden  und  deren  Argument  als 
complexe  Zahlengrösse  gewählt  wird. 

Das  ist,  in  wenige  Worte  gefasst,  der  Hauptgedanke  der  uns  vor- 
liegenden Abhandlung,  neu  und  geistreich,  wie  wir  zu  Anfang  sagten, 
aber  auch  etwas  absonderlich  und  darum ,  wie  uns  scheint,  sehr  wohl  zu 
einer  nachträglichen  Lecture  von  Seiten  eines  der  Analysis  bereits  kun- 
digen LeseYs,   weniger  zur  ersten  Einführung  in  diese  Lehren  geeignet. 

Cantob. 
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Logarithnnsoh- trigonometrische  Tafeln  mit  sechs  Deoimalstellen,  mit  be- 
sonderer Rücksicht  anf  den  Schulgebrauch  bearb.  von  Dr.  C.  Brb- 
mikeb.  VIII.  Stereotyp  -  Ausgabe.  Preis  4  Mk.  20  Pf.  Berlin, 
Nicolai'sche  Verlagsbuchhandlung  (B.  Stricker).  1881.  XXIV, 
542  S. 
Damit  eine  Logarithmentafel  stereotypirt  werde,  muss  sie  schon  in 
wiederholten  mit  beweglichen  Lettern  gedruckten  Ausgaben  vergriffen 
sein;  damit  aber  gar  eine  VIII.  Stereotypausgabe  nöthig  werde,  ist  eine 
so  starke  Verbreitung  nothwendig,  dass  diese  selbst  als  Beweis  der  Vor- 
züge der  Tafeln  zu  gelten  vermag.  Wir  brauchen  deshalb  auf  diese 
Vorzüge,  als  da  sind:  angenehme  Papierfarbe,  scharfe  Ziffern ,  Reichhal- 
tigkeit des  Inhalts  bei  selbstverständlicher  Correctheit,  massiger  Preis, 
nicht  genauer  einzugehen.  Dagegen  gestatten  wir  uns  eine  Ausstellung, 
die  ihre  Begründung  gerade  in  dem  Stereotypirtsein  der  Tafeln  hat.  So 
wenig  wir  gegen  die  Un Veränderlichkeit  der  eigentlich  mathematischen 
Tafeln  einwenden  können,  so  sind  doch  die  am  Schlüsse  vorhandenen 
Hilfstafeln  für  Umwandlung  von  Maassen,  Gewichten,  Münzen  durch  ihre 
Un  Veränderlichkeit  nachgerade  antiquirt  und  unbrauchbar,  oder  doch  nur 
auf  Umwegen  brauchbar  geworden.  Es  sollte,  meinen  wir,  in  Deutsch- 
land kein  auf  den  Schulgebrauch  Rücksicht  nehmendes  Buch  mehr  gedruckt 
werden ,  welches  bei  Münzen  und  Maassen  eine  andere  Vergleichseinheit, 
als  Mark-  und  Metersystem  zu  Grunde  legt.  Bei  einer  derartigen  zeit- 
gemäss  un  erlässlichen  Neubearbeitung  der  S.  518  —  542  würde  man  viel- 
leicht sogar  besser  thun,  alle  gesetzlich  unstatthaft  gewordenen  Einheiten 
einfach  bei  Seite  zu  lassen ,  allenfalls  die  Pariser  Linien  von  dieser  Ver- 
bannung ausnehmend.  Cantor 


Mathematical  Table«,  consisting  of  logarithms  of  numbers  1  to  10800, 
trigonometrical,  nautical  and  other  tables,  edited  by  Jamrs  Prydb, 
F.  E.  1.  S.     New  edition.     W.  &  R.  Chambers.    London  and  Edin- 
burgh 1880.     XLII,  454  pag. 
Dieses  Tabellenwerk    ist   in  England  unter  dem  Titel   Chambers*« 
Mathematical  Tables  bekannt,   und  zwar  so  ausschliesslich  unter  diesem 
Titel,  dass  derselbe  allein  auf  dem  Rücken  der  gebundenen  Exemplare, 
wie  sie  von  den  Verlegern  in  die  Oeffentlichkeit  gebracht  werden,   an- 
gegeben ist.    Es  ist  von  ausserordentlicher  Reichhaltigkeit.    Den  die  ersten 
201    Seiten    füllenden    briggischen   Logarithmen    der  Zahlen,,  von   1    bis 
108000  auf  je  7  Deoimalstellen  schliesst  sich  eine  kleine  Tabelle  an  zur 
Umrechnung  briggischer  in  natürliche  Logarithmen  und  umgekehrt     Es 
folgt  auf  45  Seiten  die  logarithmisch -trigonometrische  Tabelle,  an  welche 
wieder  andere  weniger  häufig  in  deutschen  Werken  auftretende  Tabellen 
sich   anschliessen :  die  der  Bogenlängen,  welche  gegebene  Centriwinkel 
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bei  einem  Halbmesser  1  umspannen,  und  der  trigonometrischen  Functio- 
nen selbst  unter  Annahme  der  gleichen  Einheit  und  unter  Fortschreiten 
der  Winkel  von  Minute  zu  Minute.  Nun  enthalten  noch  fernere  121 
Seiten  Tabellen  von  wesentlich  astronomischer,  beziehungsweise  nauti- 
scher Bedeutung,  die  Heimath  der  Sammlung  hinlänglich  verrathend. 
Die  sogenannten  Additionslogarithmen  dagegen  fehlen.  Dass  die  Aus- 
stattung dem  Ursprünge  zur  Ehre  gereicht,  weiss  zum  Voraus,  wer  irgend 
ein  mathematisches  Werk  englischen  Verlages  in  Händen  hatte.  Einen 
Unterschied  dieses  Druckes  gegen  die  meisten  deutschen  Tabellen,  z.  B. 
gegen  Breroiker,  möchten  wir  übrigens  zu  Gunsten  der  letzteren  her- 
vorheben. In  der  englischen  Tabelle  sind  alle  Ziffern  gleich  hoch,  in 
der  deutschen  findet  das  Gegentheil  statt.  In  ihr  reicht  die  7,  die  9 
unter,  die  6  über  die  Zeile.  Die  deutsche  Tabelle  sieht  dadurch  un- 
ruhiger aus  als  die  englische,  aber  bei  längerem  Gebrauche  ermüdet  die 
englische  Tabelle  wenigstens  des  Referenten  Auge  mehr  als  die  deutsche, 
und  mit  der  Ermüdung  des  Auges  wächst  die  Unsicherheit  des  Abschrei- 
bens  der  aufgeschlagenen  Zahlen ,  mithin  auch  des  Rechnens.  Wir  sagen 
absichtlich,  dieses  Verhältniss  finde  für  unsere  Augen  statt,  da  wir  wohl 
wissen,  wie  verschieden  auch  in  dieser  Beziehung  die  einzelnen  Persön- 
lichkeiten geartet  sind  und  wie  dem  Einen  als  Empfehlung  der  eng- 
lischen Tabelle  gelten  mag,  was  wir  zu  ihren  Ungunsten  erwähnt  haben. 

Camtob. 


Das  mathematische  Gesetz  der  Sterblichkeit,  von  Theodor  Wittstein, 
Dr.  phil.   und  Professor,   Director   der   hannoverschen  Lebensver- 
sicherungsanstalt in  Hannover.     Als  Manuscript   gedruckt.     Han- 
nover 1881.     27  S.  und  eine  lithographirte  Tafel. 
Der  Verfasser    bedient  sich   als   Motto   des   Ausspruches   Kopper- 
nigk's,   es   genüge,   wenn   die  Rechnung  mit  den  Beobachtungen  über- 
einstimme,  und   in    der  That  läset  sich  nicht  mehr  verlangen  auf  einem 
Gebiete,   welches  voraussichtlich   noch   für  lange,   muthmasslich   für  die 
Dauer  des  Menschengeschlechtes,  ausschliesslich  erfahrungsmässig  durch- 
forschbar ist.    Das  Gesetz  der  Sterblichkeit  der  Menschen  theoretisch  ent- 
wickeln können ,  hiesse  ja  alle  die  Factoren  kennen  und  gegen  einander 
abzuwägen  im  Stande  sein,  welche  die  organischen  Processe  veranlassen, 
hemmen,  vernichten,   und  mit  dieser  Zukunftskenntniss  schmeichelt  sich 
wohl  kaum   der   entschiedenste  Gegner    des   Ignorabimus!    Herr  Witt- 
stein  giebt  dementsprechend   und  will  nur  geben  eine  Formel,   welche 
zur   Wahrheit  sich  gewissermassen  asymptotisch  verhalte,    ein   Versuch, 
der  schon  wiederholt  auch  von  anderen  Fachmännern  mit  verschiedenem 
Erfolge  angestellt  worden  war.     Seine  Formel  lautet: 
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m 

In   ihr  bedeutet  w  die  Sterbenswahrscheinlichkeit  im  Alter  #,    d.  h.  den 

T(x) 
Quotienten    y—  der  im  Alter  x  Sterbenden,  getheilt  durch  die  im  Alter 

L(x) 

x  Lebenden ;  M  ist  die  Altersgrenze  oder  da«  Alter  der  ältesten  am  Be- 
obachten gsorte  vorhandenen  Menschen  und  kann  durch  die  Zahl  95  ersetzt 
werden;  a}  m,  n  sind  Constante,  zu  deren  Berechnung  drei  Daten  erfah- 
rungsmässig  aufgestellter  Sterblichkeitslisten  genügen  würden,  wenn  diese 
eben  nicht  erfahrnngsmassige  wären.  Wegen  dieser  Eigenschaft  und  den 
damit  verbundenen  Mängeln  müssen  möglich  viele  Daten,  jedes  einzelne 
unter  Berücksichtigung  seines  Gewichtes ,  nach  der  Methode  der  kleinsten 
Quadrate    verbunden    werden.     Als    Gewicht    einer  Beobachtung   nimmt 

L  L* 

Herr  Wittstein  — -z= —- — —  und  findet  so  m  =  5,  w  =  O>63033, 

w(l  —  w)      i(L  —  T) 

a  =  1,42423.  Wir  können  für  die  Ableitung  oder,  wie  wir  lieber  sagen 
wollen,  für  die  Begründung  der  Formel  nur  auf  die  kleine  Abhandlung 
selbst  verweisen,  in  welcher  ihr  Entstehen  als  ein  allmäliges  bezeichnet 
werden  darf.     Von 

n?  =  a-<Ä-jr) 

gelangt  der  Verfasser  zu 

Von  dieser  Formel  aus  gewinnt  er  die  zuletzt  aufgestellte  mit  den  drei 
Co d 8 tauten.  Die  Bedeutung  des  zweiten  Gliedes  der  endgiltig  angenom- 
menen Formel  tritt  in  der  Kindersterblichkeit  zu  Tage,  also  bei  niedri- 
gen Werthen  von  x.  Es  stellt  gewissermaßen  die  Schädlichkeiten  dar, 
welchen  das  Kind  von  sich  aus  sich  nicht  entziehen  kann,  sondern  gegen 
welche  es  durch  die  Fürsorge  seiner  natürlichen  Beschützer  gehütet  wer 
den  muss.  Manche  interessante  Folgerungen  für  die  Eigenschaften  der 
Function  rv  ergeben  sieb  übrigens  auch  aus  der  Zeichnung  der  Curve  der 
Sterbenswahrscheinlichkeiten ,  sowie  der  Curve  der  Lebenden,  welche 
auf  einer  Tafel  beigegeben  ist.  Cantob. 
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Vergl.  Functionen  76. 

Analytische  Geometrie  der  Ebene. 

3.  Znr  allgemeinen  Theorie  der  ebenen  Curven.  Mahler.  Grün.  Archiv  LXV1,  365. 

4.  Sur  les  foyers  des  courbes  planes.   Gibert  &  Niwenglowski.   Mathesis 1, 155. 

5.  ßquations  d'un  angle,  d'un  rectangle  et  d'un  losange.    Plateau  &Neuberg. 

Mathesis  I,  89. 

6.  Theoremes  sur  les  courbes  alge'briques     Weill.    N.  ann.  math.  XL,  498. 

7.  Sur  une  conrbe  du  troisieme  degre*.     Aignan.     N.  ann.  math.  XL,   282.  — 

L.  Lävy  ibid.  423. 

8.  Equations  de  deux  cubiques.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  XL,  520. 

9.  II  y  a  trois  cubiques  passant  par  huit  points  donne*s  et  tangentes  a  une  droit« 

menäe  par  Tun  de  ces  points.    Pecquery  &  Chrätien.    N.  ann.  math. 
XL,  184.  * 

10.  Sur  un  Systeme  de  quinze  cubiques  du  troisieme  ordre  passant  toutes  par  siz 

points  donne*s.    Goffart.    N.  ann.  math.  XL,  428. 

11.  Enveloppe  d'une  droite  tiree  par  les  deux  points  d'intersection  d'une  conique 

avec  une  autre  conique  tangant  la  premiere  et  circonscrite  ä  un  triangle 
donnä.    Genty.    N.  ann.  math.  XL,  368. 

12.  Sur  une  enveloppe.    S.  F.  W.  Baehr.    N.  ann.  math.  XL,  250. 

13.  Sur  les  propriexes  d'une  courbe  qui  roule  sur  une  droite.    Resal.    Joura.  ma- 

them.  Ser.  3,  VI,  115. 

14.  Doppelte  Entstehungsweise  der  geschweiften  und  verschlungenen  cyklischeu 

Curven.    Chr.  Wiener.    Zeitschr   Math.  Phys.  XXVI,  257. 

15.  Note  sur  la  cardioide  et  le  limacon  de  Pascal     Weill.    N.  ann.  math. XL,  160. 

16.  Generation  du  limacon  de  Pascal.    Neuberg.    Mathesis  I,  200. 

17.  Sur  la  logocyclique  ou  stropho'ide.    Günther     Mathesis  I,  81. 

18.  Spirale  d'Archimede  engendree  au  moyen  d'une  chainette  soulant  exteneare- 

ment  sur  un  oercle.    Clevers.    Mathesis  I,  28.  —  Brocard  ibid.  71. 

19.  Ueber  die  Tangenten  der  hyperbolischen  Spirale.    Schiffner.    Grün.  Archiv 

LXVI,  334. 
Vergl.  Ellipse.    Hyperbel     Kegelschnitte.     Kreis.     Lemniscate.     Parabel 
Singularität 

Analytische  Geometrie  des  Baumes. 

20.  Entwickelungsgeschichte  der  Lehre  von  den  Baumcurven    Enneper.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXVI,  hist.-lit.  Abth.  178. 

21.  Ueber  Parallelen  geschlossener  Curven.    Hoppe.    Grün.  Archiv  LXVI,  46. 

22.  Sur  Täquatdon  de  Hesse  aux points  d'inflexion.   Cretin.   N.  ann.  math.  XL,  131. 

23.  Das  Aoust'sche  Problem  in  der  Curventheorie     Hoppe.    Grün.  Archiv  LXVI, 

886. 
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24.  Notes  de  gäomätrie  analytique.    Ed.  Lucas.    Mathesis  1,  66. 

25.  Six  plans  se  coupant  suivant  une  m^me  droite.    Genese.    N.  ann.  math.  XL, 

176. 

26.  Cylindre  parabolique  coupe*  par  des  plans.    Brocard.    Mathesis  I,  122. 

27.  Sur  une  eourbe  du  quatrieme  dogre*.    Grieß  8.    N.  ann.  math.  XL,  20. 

28.  Equatdon  diffärentielle  da  secona  ordre  des  projections  sur  un  plan  donne*  de 

certaines  courbes   trace*es  sur  une  surface  de  rlvolution.     Fauquem- 
bergue.    N.  ann.  math.  XL,  55.  —  Evesque  ibid.  229. 
Vepgl.  Ellipsoid.    Hyperboloid.    Kegelschnitte.   Mannichfaltigkeiten.    Ober- 
flächen.   Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

Astronooiie. 

29.  Ueber  die  Ausdehnung  der  Kepler'schen  Gesetze.  Hoppe.   Grün.  Archiv  LXVI, 

107,  328. 

30.  Ein  Ortsbestimmungsproblem  der  sphärischen  Astronomie.  Günther.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXVI,  60. 

31.  Ueber  die  Bestimmung  des  Ortes  eines  Gestirns  durch  den  Durchschnitt  zweier 

grösster  Kugelkreise.    Edm.  Weiss.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVI,  201. 

32.  Sur  une  grande  inägalitä  du  moyen  mouvement  de  la  planete  Concordia.  Sou- 

chon.    Journ.  mathe'm.  8er.  3,  VI,  337. 
Vergl.  Nautik. 


Bestimmte  Integrale. 

33.  Beitrag   zu  einer  Classe  von  bestimmten  Integralen  complezer  Functionen. 

Niemöller.    Grün.  Archiv  LXVI,  225. 

34.  Sur  les  formules  d'approximation  qui  servent  ä  calculer  la  valeur  numlrique 

d'une  integrale  däfinie.    Radau.    Journ.  mathe'm.  Se*r.  3,  VI,  283. 
85.  Ueber  eine  Verallgemeinerung  der  Gauss'schen  Methode  der  mechanischen 
Quadratur.    F.  August    Gran.  Archiv  LXVI,  72. 

36.  Valeur  de  Tintägrale    I  .dx.    Mansion.    Mathesis  I,  67. 

o 

Brennpunkt 
Vergl.  Analytische  Geometrie  der  Ebene  4.    Ellipse  66,  67.    EUipeoid  70. 
Hyperbel   124,    125.     Kegelschnitte  136,  139,  140.     Oberflächen  zweiter 
Ordnung  202. 

C. 

Combinatorik. 

37.  Parmi  les  permutations  de  n  lettres  combien  y  en  a-t-il  oü  aucune  lettre 

n'est  a  sa  place  naturelle?    Neuberg.    Mathesis  I,  27. 

38.  Sur  le  calcul  des  därangements.    C.  Henry.    N.  ann.  math  XL,  6. 

39.  Probleme  des  huit  reines  sur  un  öchiquier.    J.  Bourget.    N.  ann.  math.  XL, 

478. 
Vergl.  Planimetrie  238.    Wahrscheinlichkeitsrechnung. 

Oomplanatian. 

40.  Sur  un  thäoreme  de  Pappus  relataf  ä  la  spirale  Bphärique.    Resal.    N.  ann. 

math.  XL,  488. 

41.  Surfaces  engendrees  par  un  arc  de  cercle  et  par  une  droite  et  se  trouvant  en 

un  rapport  donnd.    Leinekugel.    N.  ann.  math.  XL,  307. 

42.  Sur  Faire  decrite  par  un  arc  de  chainette  tournant  autour  de  Taxe  des  abscisses. 

Fauquembergue.    N.  ann.  math.  XL,  416. 

Cubatnr. 

43.  Formules  de  Joachimsthal  pour  la  surface  d'un  triangle  et  pour  le  volume  d'un 

tltraedre.    Droz.    N.  ann.  math.  XL,  411. 

44.  Volume  engendre*  par  un  trapeze  tournant  autour  d'un  cöte\    Moret-Blanc. 

N.  ann.  math.  XL,  816. 

45.  Volume  d'un  ellipsoide  ddcrit  par  un  quatrieme  point  d'une  droite  dont  trois 

points  glissent  sur  les  faces  d'un  angle  triedre.   Mister.   Mathesis  I,  182. 

46.  Volume  compris  entre  une  surface  du  quatrieme  degrä  et  deux  plans.   Jamet. 

Mathesis  I,  180. 
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47.  Expressions  simples  des  volumes  de  deux  corpe  de  revolution.    Dostor.    Mä- 

thesis  I,  167. 

48.  Ueber  den  Rauminhalt  dreier  Kegel,  deren  ebene  Leitcurven  gegeben  sind, 

und  die  eine  gemeinsame  Spitse  besiteen.     Hoftevar.    Zeitschr.  Math. 
Phys.  XXVI,  207. 
Vergl.  Quadratur  240.    Tetraeder  259. 


Determinanten 
49.  Ueber  doppelt- ortbosymmetrische  Determinanten.    K.  Weihrauch.     ZeitBchr. 

Main.  Phys.  XXVI,  64. 
60.  Werth  einiger  doppelt  -  orthosymmetrischer  Determinanten.    K.  Weihranch. 

Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVI,  182. 

51.  Beweis  eines  WeierBtrass'schen  Satzes.     Hovestadt.     Zeitschr.  Math.  Phys. 

XXVI,  392. 

DintorentialgleiehvngsiL. 

52.  Sur  les  Solutions  singulieres  des  dquationa  difffrentielles  totales.    Petersen. 

Mathesis  I,  155. 

53.  Integration,  sous  forme  finie,  de  trois  especes  d'equations  difffrentielles  lineairea 

a  coefficients  variables.    D.  Andre".    Journ.  mathäm.  8e*r.  3,  VI,  27. 

54.  Demonstration  generale  de  Fexistence  des  integrales  des  equations  aux  derivees 

partielles.    Me*ray.    Journ.  math&n.  Se*r.  3,  VI,  235. 
Vergl    Analytische  Geometrie  des  Raumes  28.    Ellipsoid  69.    Oberflächen 
189.    Optik  206.    Variationsrechnung  264. 

DiffiMrentialqnotient. 

55.  Formale  pour  trouver  la  derivee  w*me  d'une  fonction  de  fonction.    Teixeira. 

Mathesis  I,  23. 
Vergl.  Potential  235. 

Division. 

56.  Sur  un  proce'de*  particulier  de  division  rapide.    C.  Henry.    N.  ann.  math.  XL, 

218. 

K. 

EUstieitst 

57.  Memoire  sur  l'emploi  de  l'epaisseur  dans  la  theorie  des  surfaces  elastiques. 

Sophie  Germain.    Journ.  mathem.  Ser.  3,  VI,  Supplem. 

58.  Theorie  der  elastischen  Schwingungen.    Tenderin g.   Grün.  Archiv  LX VI,  147. 

Ellipse. 

59.  Ueber  Summen  und  Producte  von  Vectoren  der  Ellipse  und  verwandter  Cur- 

ven.    Schlömilch.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVI,  59. 

60.  Eine  Eigenschaft  concentrischer  Ellipsen  und  Hyperbeln   Schlömilch.  Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXVI,  185. 

61.  Sur  un  Systeme  d'ellipses  semblables.   Lemoine    Mathesis  I,  129.  —  P.  Serret 

ibid.  130. 

62.  Une  cycloide  reste  constamment  tangente  a  deux  droites  fixes  OX,  OY:  le  lieu 

du  centre  du  cercle  qui  passe  par  le  point  0  et  les  deux  points  de  con 
tact  M%  N  est  une  ellipse.     Barbarin.    N.  ann.  math.  XL,  453. 

63.  Theoremes  sur  les  normales  ä  Tellipse.    Weill.    N.  ann.  math.  XL,  73,  110. 

64.  Ueber  die  Normalen  der  Ellipse.    Lau  ermann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVI, 

887. 

65.  Deplacement  d'un  point  dont  on  connait  les  quatre  normales  ä  une  ellipse 

donnee.    Hilaire.    N.  ann.  math.  XL,  14. 

66.  Lieu  des  foyers  des  ellipses  ayant  un  sommet  doune  ä  une  exträmite*  du  petit 

axe,  et  une  tangente  donnle  ä  rexträmite  d'un  des  diametres  conjuguet 
Igaux     Geneix~Martin.    N.  ann.  math.  XL,  462. 

67.  Circonference  passant  par  les  foyers  d'une  ellipse.    H    Du  Monte  1.    N.  ann. 

math.  XL,  379. 

68.  Lieu  des  sommet«  de  triangles  circonscritH  s\  une  ellipse  donnee.    Doucet 

N.  ann.  math.  XL,  321. 
Vergl.  Oberflächen  194.    Quadratur  241. 
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Slliptoid. 

69.  Nouvelle  mäthode   d'integration    de    l'equation   differentielle  des  lignes  de 

courbure   de  1'ellipBOide.     Picart.    N.  ann.  math.  XL,  145.    Legoux 
ibid.  826. 

70.  Die  Brennpunkte  der  Krümmungslinien   des  Ellipsoids.    Böklen.     Zeitechr. 

Math.  Phys.  XXVI,  383. 

71.  Theoremes  sur  nn   ellipsoYde  tangant  aux  six  argtes  d'un  te*traedre  donne*. 

Griess.    N.  ann.  math.  XL,  27. 
Vergl.  Cubatur  45.    Hydrodynamik.    Oberflächen  194. 

Elliptische  Traatcendenlen. 

72.  Ueber  die  Sturm'sche  Methode  der  Ableitung  des  Additionstheorems  der  ellip- 

tischen Integrale  erster  Gattung.   Much.  Zeitechr.  Math.  Phys.  XXVI,  333. 

/VT+x* 
.  dx  ä  l'integration  d'une  fonction  rationelle  au 

Vl+v1  +  J^l  — 1>' 
moyen  de  la  Substitution  a?  =  - -—^ —     •    Hermite.    Journ.  ma- 

pV% 
them.  Se*r.  3,  VI,  5. 

Functionen. 
74.  Einige  Anwendungen  eines  functionen  theoretischen  Satzes.    Krey.    Zeitechr. 

Math.  Phvs.  XXVI,  367. 
76.  Elementare  Behandlung  der  hypergeometrischen  Eeihe.    Thomae.    Zeitechr. 

Math.  Phys.  XXVI,  314. 

76.  Die  Bestimmung  einer  Function  auf  einer  Kreisfläche  aus  gegebenen  Rand- 

bedingungen.   Veit  mann.    Zeitechr.  Math.  Phys.  XX  Vi,  1,  72. 

77.  Conditions  pour  que  les  constantes  arbitraires  d'une  expression  gen&rale  soient 

distinctes entre elles.   DeMaximovitch.  Journ. mathem. 8e"r. 3,  VI,  167. 

78.  Sur  la  fonction  genäratrice  des  polynomes  Pmn  de  Didon.    Orlow.    N.  ann. 

math.  XL,  481. 

79.  Sur  des  polynömos  de  deuz  variables  analogues  aux  polynomes  de  Jacobi. 

Appell.    Grün.  Archiv  LXVI,  238. 
-     Vergl.  Abbildung.    Bestimmte  Integrale.     Differentialquotient.     Elliptische 
Transcendenten.    Grenzwerthe.    Kettenbrüche.    Kugelfunctionen.    Loga- 
rithmen    Partialbrüche.   Quadratische  Formen.    Reihen.   Singularitäten. 
Taylor1»  Reihe.    Thetafunctionen.    Unbestimmte  Integration. 


80.  Sur  les  points  de  la  surface  de  la  terre  dont  la  latitude  est  egale  a  la  longi- 

tude.    Moret-Blanc.    N.  ann.  math.  XL,  314. 

Geometrie  (deseriptive). 

81.  Ueber  die  Grund principien  der  Linearperspective.    G.  Hauck.    Zeitechr.  Math. 

Phys.  XXVI,  273. 

82.  Trouver  Ja  perspective  d'une  helice,  le  tableau  ätant  perpendiculaire  ä  son  axe 

et  le  point  de  Tue  Itant  sur  cet  axe.    L.  Lebrun.    N.'ann  math.  XL,  12. 

Geometrie  (höhere). 

83.  Ueber  eine  Verwandtschaft  ersten  Grades.    Hain.    Grün.  Archiv  LXVI,  282. 

84.  Sur  la  consfcruction  de  la  normale  dans  un  certain  mode  de  gene>ation  des 

courbes  planes.    M.  d'Ocagne.    N.  ann.  math.  XL,  197. 

85.  Ge'ne'ralisation  d'une  propriätä  des  polaires     Mansion.    Mathesis  I,  7.  —  Ca- 

talan  ibid.  58. 

86.  Exercices  de  geomätrie.    Dewulf.    N.  ann.  math.  XL,  891. 

87.  Combieu  existe  t-il  de  courbes  rationelles  (unicursales)  du  quatrieme  ordre  qui 

ont  deux  points  doubies  et  qui  paB&ent  par  sept  points  simples  donnes? 
Dewulf.    N.  ann.  math.  XL,  401. 

88.  Ueber  das  Transversalensystem  zweier  Punkte    Hain.  Grün.  Archiv  LXVJ,  280. 

89.  Sur  le  centre  des  medianes  antiparalleles.   Neuberg.   Mathesis  I,  163,  173, 185. 

90.  Unrichtigkeit  eines  von  Chasles  herrührenden  Satzes  in  seiner  ursprünglichen 

Fassung.    Lange.     Zeitechr   Math.  Phys.  XXVI,  98. 
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91.  Richtigstellung  eines  Satzes  von  Chasles.    Schroeter.    Zeitschr.  Math  Phye. 

XXVI,  270. 

92.  Proprtetes  du  limacon  de  Pascal.    Clevers.    Matheais  I,  43.  —  Ed.  Lucas 

ibid.  66. 
Vergl.  Infinitesimalgeometrie     Kegelschnitte.    Mechanik  171. 

Geschichte  der  Mathematik. 

93.  Bemerkungen    zu   den   Archimedischen  Näherungswertben   der  irrationalen 

Quadratwurzeln.    Heilermann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVI,  hist-lit. 
Abth.  121. 

94.  Ueber  die  Gradeintheilung  des  Kreises.  Hultsch.  Zeitschr.  Math.  PhyB.  XXVI, 

hist-lit.  Abth.  88. 
96.  Die  Methode  Tä  jan  im  Suan-klng  von  Sun  tse  und  ihre  Verallgemeinerung 
durch  Yih-hing  im  I.  Abschnitte  des  Tä  jan  Vi  schü.     Matthiessen. 
ZeitBchr.  Math.  Phys.  XXVI,  hist-lit.  Abth.  33. 

96.  Sur  l'orthographe  du  mot  djebr.    Parmentier.    N.  ann.  math.  XL,  139. 

97.  Carre*  magique  de  la  Villa  Albani.   Catalan.    Mathesis  I,  121.  —  Boncom- 

pagni  ibid.  151. 

98.  Le  nom  et  la  date  de  la  mort  de  Tartaglia.   Boncompagni.  Mathesis  I,  144. 

99.  Euler' ß  Theorie  von  der  Ursache  der  Gravitation.     Isenkrahe.     Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXVI,  hist-lit.  Abth.  1. 

100.  Der  Briefwechsel  zwischen  Gauss  und  Sophie  Germain.    Günther.    Zeitschr. 

Math.  Phys.  XXVI,  hist.-lit.  Abth.  19. 

101.  Justus  Bellavitis  1803-1880.    Favaro.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVI,  hist.-lit. 

Abth.  163. 

102.  Nekrologe  de  Giusto  Bellavitis.    N.  ann.  math.  XL,  137. 

Vergl.  Analytische  Geometrie  des  Raumes  20.    Astronomie  30.   Complanation 
40.    Kreis  147.    Logarithmen  165.    Mechanik  179. 

Gleichungen« 

103.  Remarques  sur  le  theoreme  de  Sturm.    Candeze.    N.  ann.  math.  XL,  193. 

104.  Sur  le  theoreme  de  Rolle.    Collin.    N.  ann.  math.  XL,  132. 

106.  Sur  la  dätermination  d'une  limite  supeneure  des  racines  d'une  e'quation.   Gan- 
deze.   N.  ann.  math.  XL,  49. 

106.  Beitrag  zu  den  Gleichungen  des  2.,  3.  und  4.  Grades  mit  rationalen  Wurzeln. 

Sinram.    Grün.  Archiv  LXVI,  94.    [Vergl.  Bd.  XXV,  Nr.  419.] 

107.  Resolution  de  l'equation  du  troisieme  degre*.    A.  Scholz.    N.  ann.  math.  XL, 

220. 

108.  Discussion  de  l'äquation  du  troisieme  degre\    Liebrecht    Mathesis  I,  38. 

[Vergl.  Bd.  XXHI,  Nr.  160.] 

109.  Eine  algebraische  Lösung  des  irreducibeln  Falles  der  cubischen  Gleichungen. 

Lehmann.    Zeitschr.  Math.  Phys.  XXVI,  .hist.-lit.  Abth.  39. 

110.  Discussion  des  valeurs   des  racines  de  l'equation  x9+Px  +  Q  =  0.    Realis. 

N.  ann.  math.  XL,  408. 

111.  Resolution  de  l'equation  du  quatrieme  degre*.    F.  Briot.    N.  ann.  math.  XL, 

226. 

112.  Ramener  la  rlsolution  d'une  e'quation  du  quatrieme  degre*  ä  celle  d'une  Equa- 

tion r^ciproque.    Brocard.    Mathesis  I,  199.  —  Neuberg  ibid.  199. 

113.  Surles  racines  de  1' e'quation  x*-(k  —  ä  +  c^'+Cfc— 2c)a«  —  c£  =  0.  Pecquery. 

N.  ann.  math.  XL,  376. 

114.  Sur  l'equation  (^*  +  *^  +  *=«)(*    +    «    +  -5-  )  =  9.    Verhelst 

\  x  ab    /  V*— b     b—x     x—aJ 

Mathesis  I,  42.  —  Charlier  ibid.  68. 

115.  En  rendant  rationelle  l'equation  fa+xfr  4-  (a--f#)%  +  ..  .+-(a» +xj*  =  0  on 

parvient  a  une  e'quation  du  degrä  2n~*.  Desboves.    N.  ann.  math.  XL, 
329. 

1 16.  Le  polynöme  (x + y)m  —  ä*  -  ym  —  3  (x + y\  (xy)  *     est  divisible  par  x* -f  xy + y* 

si  m  est  un  multiple  impair  de  3.     Van  Glabbeke.    Mathesis  I,  94. 

117.  Dans  une  progreBsion  ge'ometrique  de  quatre  termes  trouver  ces  termes,  la 

somme  des  trois  premier  et  celle  des  trois  derniers  e*tant  donnee.    Ge- 
neiz-Martin.    N.  ann   math.  XL,  28o. 

118.  Sur  la  r&olution  d'un  Systeme  particulier  de  deuz  equations  simultaneres  du 

degre*  m  ä  deuz  inoonnues.    Escary.    N.  ann.  math.  XL,  227. 
Vergl   Kettenbrüche  144. 
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Gremwerfhe. 

119.  Note  Bur  les  limites  et  lea  nombres  incommensurableB.    Jablonski.   N.  ann. 
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Recensionen. 


Die  Elemente  der  Differential-  und  Integralrechnung.  Zur  Einführung 
in  das  Studium  dargestellt  von  Axel  Harnack,  o.  Professor  der 
Mathematik  am  Polytechnikum  zu  Dresden.  Leipzig,  B.  G.  Teubner. 
1881. 

Bei  der  ersten  Einführung  in  die  Differential-  und  Integralrechnung 
wird  die  Fülle  neuer  Begriffe,  die  zu  verarbeiten  sind,  dem  Lehrer  so- 
wohl, wie  dem  Lernenden  immer  gewisse  Schwierigkeiten  bereiten.  Will 
man  den  Versuch  machen,  gleich  von  Anfang  an  mit  voller  Allgemein- 
heit und  Strenge  zu  Werke  zu  gehen,  so  dürfte  ein  solcher  Versuch 
leicht  an  der  Klippe  scheitern,  dass  der  Anfänger  Manches  zu  bewältigen 
hätte,  was  über  sein  Fassungsvermögen  hinausgeht,  dessen  Notwendig- 
keit und  Zweck  er  nicht  einmal  vollständig  einzusehen  im  Stande  ist. 
Man  wird  daher  am  Anfang  stets  eine  bedeutende  Beschränkung  der 
Allgemeinheit  eintreten  lassen  müssen,  und  die  Anschauung  wird  stets 
das  kräftigste  Hilfsmittel  bilden  müssen,  um  den  Lernenden  in  der  neuen 
Welt  heimisch  und  mit  ihren  Begriffen  vertraut  zu  machen,  ehe  er  an 
die  volle  Allgemeinheit  und  Schärfe  derselben  herantritt. 

Es  soll  damit  nicht  gesagt  sein,  dass  der  erste  Unterricht  in  der 
Differential-  und  Integralrechnung  auf  Strenge  und  Richtigkeit  in  der 
Beweisführung  nothwendig  verzichten  müsse;  aber  gewisse  beschränkende 
Voraussetzungen,  die  dem  Anfänger  selbstverständlich  erscheinen  und 
durch  alle  ihm  bekannten  Beispiele  bestätigt  werden,  wird  man  still- 
schweigend oder  ausgesprochen ermassen  zunächst  machen  müssen,  und 
es  dürfte  nicht  allzuschwer  sein,  auf  Grund  dieser  ein  consequentes  und 
einwurfsfreies  Lehrgebäude  der  Differential-  und  Integralrechnung  auf- 
zuführen. 

Erst  auf  einer  etwas  höheren  Stufe,  auf  der  das  Einfachste  schon 
vorausgesetzt  werden  kann,  wird  es  möglich  sein,  mit  Erfolg  die  all- 
gemeinen Begriffe  der  Function,  der  Stetigkeit,  der  Differentialquotienten 
u.  s.  f.  in  den  Unterricht  einzuführen.  Dieser  Ansicht  ist  auch  der  Ver- 
fasser des  uns  zur  Besprechung  vorliegenden  Werkes,  wie  aus  dem  Ein- 
gange  der  Vorrede  zu   ersehen   ist;    sein  Werk   ist   hiernach  nicht,   wie 
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man  nach  dem  Titel  anzunehmen  geneigt  sein  könnte,  für  die  erste  Ein- 
ftihruug  in  die  höhere  Analysis  bestimmt,  sondern  dasselbe  will  als  eine 
Ergänzung  eines  ersten  elementaren  Unterrichts  betrachtet  werden  för 
Solche,  welche  wissenschaftliche  Ziele  verfolgen  und  nicht  bloß  zu  prak- 
tischen Zwecken  mit  diesen  Dingen  sich  befassen. 

Das  Streben  des  Verfassers  ist  in  erster  Linie  auf  eine  möglichst 
allgemeine  und  präcise  Fassung  der  Grundbegriffe  und  Beweisführung 
gerichtet;  die  geometrischen  und  sonstigen  Anwendungen,  die  in  den 
meisten  Lehrbüchern  einen  breiten  Raum  einnehmen  und  auf  die  der 
Unterricht  auch  nicht  gern  verzichten  wird,  treten  infolge  dessen  in  dem 
vorliegenden  Werke  naturgemäss  zurück. 

Mit  der  Art  und  Weise,  wie  der  Verfasser  sein  Ziel  zu  erreichen 
sucht,  können  wir  uns  im  Wesentlichen  durchaus  einverstanden  erklaren. 
Auch  ist  die  Darstellung  meist  elegant  und  klar.  Nur  in  einselnen 
Punkten  wäre  vielleicht  ein  weiteres  Eingehen  und  grössere  Ausführlich- 
keit den  Zwecken  des  Buches  angemessen  gewesen.  So  scheint  uns  s.  B. 
der  Beweis  des  Satzes  S.  155,  156,  dass  eine  durch  eine  Potenzreihe  im 
Convergenzkreise  definirte  Function  in  der  Umgebung  eines  jeden  im 
Innern  des  Convergenzkreises  gelegenen  Punktes  nach  Potenzen  ent- 
wickelbar ist,  in  dieser  Fassung  kaum  verständlich.  Auch  die  Definition 
des  Doppelintegrals  (S.  309  flg.)  scheint  uns  durch  die  kurze  Hinweisnug 
auf  die  Analogie  mit  den  einfachen  Integralen  nicht  hinlänglich  klar 
gelegt  zu  sein.  Es  müsste  jedenfalls  noeh  die  Bedingung  hinzugefügt 
und  in  ihren  Folgen  besprochen  werden,  dass  auch  die  Schwankungen 
der  Werthe  der  unabhängigen  Variablen  in  den  Elementen  tlt  t2,  ... 
unendlich  klein  werden  müssen,  dass  nicht  z.  B.  diese  Elemente  unend- 
lich schmale  Streifen  von  endlicher  Länge  sein  dürfen. 

Auch  der  auf  S.  157  bewiesene  Satz,  dass  eine  durch  eine  Potenz- 
reihe dargestellte  Function  im  Innern  des  Convergenzkreises  nicht  in 
unendlich  vielen  Punkten  verschwinden  kann,  bedarf  einer  etwas  genaueren 
Präcisirung.  Zuerst  wäre  nämlich  zu  beweisen,  dass,  falls  im  Innern 
eines  endlichen  Gebietes  unendlich  viele  Punkte  irgend  einer  Art  liegen, 
im  Innern  oder  am  Rande  dieses  Gebietes  ein  Punkt  existirt,  in  dessen 
Umgebung  sich  diese  Punkte  unendlich  nahe  zusammendrängen,  und  so- 
dann ist  für  die  Giltigkeit  des  zu  beweisenden  Satzes  noch  die  Beschrän- 
kung nöthig,  dass  dieser  Punkt  nicht  auf  der  Peripherie  des  Convergenz- 
kreises   liegt.      Ohne   diese   Beschränkung  ist   der  Satz  nicht  allgemein 

richtig,   wie   das  Beispiel   der  Function  sin zeigt,   welche  in  einem 

z  —  c        " 

Kreise  mit  dem  Radius  c  nach  Potenzen  von  z  entwickelbar  ist  und  doch 
für  jedes  z  von  der  Form  c für  ein  beliebiges  ganzzahliges  n  ver- 
schwindet. 
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Was  Auswahl  und  Begrenzung  des  Stoffes  anlangt,  so  sind  diesel- 
ben mit  Glück  und  Geschmack  so  getroffen,  dass  der  Umfang  des  Wer- 
kes ein  massiger  geworden  ist ,  ohne  dass  ein  wesentlicher  Punkt  vennisst 
würde.     Aus  dem  Inhalt  des  Buches  heben  wir  nur  Einzelnes  hervor. 

Der  Verfasser  beginnt  seine  Auseinandersetzungen  mit  einem  kurzen 
Ueberblick  über  die  Operationen  mit  rationalen  Zahlen  und  geht  dann, 
veranlasst  durch  das  Problem  des  Wurzelziehens,  zur  Einführung  der 
irrationalen  Zahlen  über,  welche  er  in  der  von  Heine  mitgetheilten,  von 
Weierstrass  herrührenden  Art  erklärt. 

Statt  nun,  wie  es  in  den  elementaren  Darstellungen  gebräuchlich  ist, 
von  den  durch  Grössen  Operationen  definirten  einfachen  Functionen  all- 
mälig  zu  den  zusammengesetzten  fortzuschreiten  und  so  den  Functions- 
begriff  synthetisch  aufzubauen,  geht  der  Verfasser  von  dem  allgemeinen 
Functionsbegriffe  aus,  erläutert  die  Begriffe  der  Stetigkeit,  des  Differen- 
tialquotienten, und  giebt  dann  erst  die  Regeln  für  die  Berechnung  der 
Differential  quotienten  der  einfachen  Functionen. 

Es  versteht  sich  von  selbst,  dass  auch  die  complexen  Grössen  und 
die  Functionen  derselben  eine  eingehende  Berücksichtigung  finden  Nach- 
dem zuerst  die  fundamentalen  Rechenoperationen  mit  solchen  Grössen 
erklärt  sind  und  damit  zugleich  der  Begriff  der  elementaren  Functionen 
derselben  gewonnen  ist,  wird  auch  hier  der  Functionsbegriff  zunächst 
allgemein  gefaest  und  die  analytische  Function  durch  die  Forderung  der 
Existenz  eines  von  der  Richtung  unabhängigen  Differentialquotienten 
erklärt.  Dies  führt  zur  geometrischen  Darstellung  solcher  Functionen 
durch  die  conforme  Abbildung.  Die  allgemeinen  Definitionen  werden 
sodann  angewandt  auf  die  durch  Potenzreiben  dargestellten  Functionen 
und  insbesondere  auf  die  impliciten  algebraischen  Functionen,  welche  zur 
Einführung  der  mehrblättrigen  Flächen  und  der  Verzweigungspunkte  An- 
lass  geben. 

Ein  analoger  Gang  ist  für  die  Integralrechnung  festgehalten.  Auch 
hier  wird  zunächst  der  Integralbegriff  für  reelle  Variable  eingebend 
erörtert  und  zunächst  die  Aufgabe  der  Integralrechnung  als  die  Umkeh- 
rung von  der  der  Differentialrechnung  gefasst  und  zunächst  die  Existenz 
des  Integrals  einer  stetigen  Function  als  Grenzwerth  einer  Summe  nach- 
gewiesen. In  einem  späteren  Capitel  kommt  der  Verfasser  auf  diesen 
Begriff  in  viel  allgemeinerer  Fassung  zurück,  in  welchem  das  bestimmte 
Integral  in  der  strengen  und  allgemeinen,  zuerst  von  Riemann  an- 
gegebenen Weise  definirt  und  die  Bedingungen  seiner  Existenz  eingebend 
discutirt  werden.  Nachdem  auch  noch  die  mehrfachen  und  insbesondere 
die  Doppelintegrale  besprochen  sind,  schliessen  sich  naturgemäss  die 
Integrale  complexer  Variablen  an.  Die  auf  diese  Weise  gewonnenen 
Grundlagen  für  eine  allgemeine  Theorie  der  analytischen  Functionen 
complexer  Variablen   werden  sodann  in  den  beiden  letzten  Gapiteln  auf 

18* 
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die  eindeutigen  und  schliesslich  auf  die  mehrdeutigen,  insbesondere  die 
algebraischen  Functionen  und  ihre  Entwickelung  angewandt;  daes  da* 
weite  Gebiet  der  algebraischen  Integrale,  welches  sich  hier  naturgemäße 
anschliessen  würde,  nicht  mehr  betreten  ist,  können  wir  nur  billigen. 

Möge  dieser  flüchtige  Ueberblick  über  den  Inhalt  genügen ,  zu  zeigen, 
dass  das  Buch,  dem  wir  den  besten  Erfolg  wünschen,  dem  Lehrer  sowohl, 
als  Lernenden  eine  willkommene  Gabe  sei. 

Königsberg,  im  März  1882.  H.  Wbbkr. 


Zur  Integration  der  linearen  Differential -Gleichungen.  Festschrift  zur 
dritten  Säcularfeier  der  k.  Julius -Maximilians -Universität  verfasst 
von  Dr.  Aloys  Mayr,  Öff.  ord.  Professor  der  Mathematik  und 
Astronomie  an  genannter  Universität.  Würzburg,  1881.  4°.  28  S. 
Der  Herr  Verfasser  verfolgt  in  dieser  Schrift  den  Zweck ,  angebliche 
Irrthümer  in  der  bisherigen  Behandlung  linearer  Differentialgleichungen 
aufzudecken  und  vor  Verirrungen  auf  diesem  Gebiete  zu  warnen.  Im 
ersten  Abschnitte,  welcher  überschrieben  ist:  „  Die  partikularen  Integrale 
der  linearen  Differentialgleichungen  von  der  Form  d*y  +  Z0d"~ly  +  Xx 
d"~2y  +  ...+  Xny  =  0",  werden  zwei  Methoden  zur  Ermittelung  solcher 
Integrale,  die  Construction  und  die  Reihen  entwickelung,  besprochen  und 
durch  Beispiele  erläutert,  ohne  dass,  ausser  einer  weiter  unten  zur  Sprache 
kommenden  unrichtigen  Behauptung,  etwas  Neues  beigebracht  würde. 
Der  zweite  Abschnitt  behandelt:  „Die  Quellen  der  Irrthümer  bei  der 
Integration  durch  partikulare  Integrale."  Als  vor  einer  ersten  solchen  Quelle 
wird  davor  gewarnt,  verschiedene  partikulare  Integrale  einander  gleich 
zu  setzen.  An  einer  so  augenfälligen  Klippe,  an  welcher  doch  wohl  nur 
Anfänger  scheitern  könnten,  eine  Warnungstafel  aufzurichten,  dürfte 
unseres  Erachtens  überflüssig  sein.  Als  zweite  Quelle  von  Irrthümern 
wird  die  Gleichsetzung  eines  singulären  und  eines  partikularen  Integrals 
bezeichnet.  Dies  soll  nach  der  Meinung  des  Herrn  Verfassers  geschehen 
sein  bei  der  binomischen  Differentialgleichung 

welche  bekanntlich  durch  bestimmte  Integrale  von  der  Form 

'  0/QO 


J 


e*    »+i  du. 


0 
wo   o   eine  der  Wurzeln   der  Gleichung  p"+f  — 1  =  0  ist,   integrirt  wird. 
Indem  der  Herr  Verfasser  hier  unter  dem  Integralzeichen,  also  vor 
Ausführung  der  Integration,  statt  u  den  Grenzwerth  —od  einsetzt,  kommt 
er  zu  dem  Fehlschlüsse,  dass  dieses  Integral  Null  sei,   und  äussert  «ich 
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nun  Ober  die  Integrationsmethode,  welche  dazu  geführt  hat,  wie  folgt: 
„Dies  heiset  auf  Umwegen  das  singulare  Integral  y  =  0  suchen,  das  man 
schon  a  priori  kennt."  Mit  welcher  Naivetät  der  Herr  Verfasser  sowohl 
hier,  als  an  anderen  Stellen  einerseits  seinen  Mangel  an  Sachken ntniss 
an  den  Tag  legt  und  andererseits  über  anerkannte,  von  ihm  aber  nicht 
verstandene  Resultate  der  Wissenschaft  abspricht,  mögen  die  Bemerkungen 
zeigen ,  welche  er  an  die  Bedingungsgleichung  Al  +  A%  + . . .  +  Am  + 1  =  0 
für  die  n+\  Integrationsconstanten  des  vollständigen  Integrals  obiger 
Differentialgleichung  anknüpft.  „Diese  Bedingung  ist  nothwendig",  heisst 
es  S.  10,  „da  man  merkwürdigerweise  für  eine  Differentialgleichung  des 
w,eu  Grades  (w  +  1)  partikulare  Integrale  mit  (w  +  1)  Constanten  findet, 
während  die  Gleichung  des  ntcn  Grades  nur  n  partikulare  Integrale  und 
n  willkürliche  Constanten  haben  kann.  Uebrigens  weiss  man  nicht, 
aus  welcher  Operation  diese  Bedingung  abgeleitet  wird.  Denn  die  ("  +  !) 
partikularen  Integrale  bleiben  dennoch,  während  das  totale  Integral  nur 
n  partikulare  Integrale  haben  kann.  Jedes  dieser  partikularen  Integrale 
ist  gleich  Null,  und  y  =  0  bleibt  Null,  auch  wenn  man  tausend  Nullen 
mit  willkürlichen  Constanten  zusammen fasst.  Man  kann  nun  wohl  das 
gefundene  Integral  mit  geistreichen  Reflexionen  erläutern;  der  Bodensatz 
bleibt  aber  immer,  dass  man  ein  singuläres  Integral  für  ein  totales  ge- 
nommen und  ausgegeben  hat.14  Auf  der  folgenden  Seite  (Zusatz  3)  heisst 
es  weiter:  „Auch  dy  — xy  =  0  gehört  unter  (fy  — o:y  =  0.  Nun  giebt 
dy  -iyeO   das  Integral  y  =  Ce**"  und  die  recensirte  Methode  ergäbe 

y=  A1(leM*-**%du-je**-*«'du\ 
0  0 

Es  gehört  Muth  dazu,  diese  beiden  Integrale  einander  gleich  zu  setzen." 
Wohlan,    wir   besitzen   diesen  Muth,   wir  Anderen.     Denn  man  hat 

A«*- %u»  du  —Jeu*  - ttti« du  =!<!-**(€»*+ e-»*)  du 


und  da 


/- 


*«*-**•<*„  =  1.3.5.  ..(2m-l)  l/* 


ist,  so  ergiebt  sich 

-m  /  Tt  (  X*  X4  X6  \ 

Der  dritte  Abschnitt  mit  der  Ueberschrift:  „Die  B esse V sehe  Func- 
tion und  verwandte  Functionen  "  enthält  nichts  Neues  ausser  der  irrigen 
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Behauptung,  auf  welche,  da  sie  auch  im  ersten  Abschnitte  vorkommt, 
bereits  oben  angespielt  wurde,  dass  nämlich  der  Besser  sehen  Differen- 
tialgleichung 

neben  dem  bekannten  partikularen  Integral 

yx  =  I  x*  cosux(l  —  u*)1"-*  du 
e 
y2==  I x9sinux(l —  u%)9~  ^  rftt, 

welches  bisher  „ übersehen u  worden  sein  soll,  entspreche.  Dieses  letz- 
tere Integral,  welches  der  Herr  Verfasser  mit  F9  bezeichnet  und  als 
B es s eTsche  Function  zweiter  Art  betrachtet  wissen  will,  genügt  näm- 
lich der  Bessel'schen  Differentialgleichung  gar  nicht,  ausser 
wenn  seine  Grenzen  —1  und  +1  sind;  in  diesem  Falle  aber  ist  es  Null 
und  stellt  blos  die  allen  linearen  Differentialgleichungen  gemeinsame 
singulare  Lösung  y  =  0  dar.     Denn  substituirt  man 


auch  noch  das  andere 


y  =  I  xf  sin  u  x  (1  —  w2)*~  *  du 


in  obige  Differentialgleichung,  so  findet  man 
da? 


^+7•|i+(1"^v=a,",(C0Sttla:(1■,<',)'+,4~''0,M,x(1",'*8)*+%)•* 


wo  die  rechte  Seite  nur  dann  Null  wird ,  wenn  man  t/j  =  —  1 ,  t«,  =  + 1 
(oder  umgekehrt)  nimmt;  in  diesem  Falle  aber  ist  jenes  Integral,  wie 
man  mit  einem  Blicke  erkennt,  identisch  Null.  Für  alle  anderen  Werthe 
der  Grenzen  verschwindet  die  rechte  Seite  der  Gleichung  nicht;  nimmt 
man  z.B.  «1  =  0)  wg  =  l,  so  genügt 

1 
y  ss  I  x9  sinux(l  —  m*)*-*  du 
0 
wohl  der  Differentialgleichung 

nicht  aber  der  B  es  seltenen. 

Wenn  der  Herr  Verfasser  in  dem  auf  S.  16  gegebenen  Beispiel 
(v  =  |)  gleichwohl  das  zweite  partikulare  Integral  richtig  angiebt,  so  ist 
dies  die  Folge  eines  groben  Versehens,  indem  er  aus  der  Gleichung 
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I  x%/*sinux(l  —  vFfdu 


0 
=  8x-*cosx  —  24x-'ksinx—  24  x~V*  cos  x  +  x*  +  4  x-*  +  2ix-'/> 

die  drei  letzten  Glieder  der  rechten  Seite  einfach  wegläset. 
Das  Integral  „ 

y  =  /  x* sinu x(l  —  u*y~H  du 

gentigt  also  der  Besser  sehen  Differentialgleichung  nur  dann,  wenn  es 
gleich  Null  ist.  Indem  somit  'der  Herr  Verfasser  die  singulare  Lösung 
f/  =  0  für  ein  partikulares  Integral  ausgiebt,  verfällt  er  gerade  in  den 
Irrthum,  welchen  er  (bei  der  obigen  binomischen  Gleichung)  fälschlich 
Anderen  zur  Last  legt,  und  liefert,  ohne  es  zu  wollen ,  das  einzige  uns 
bekannte  Beispiel  für  eine  derartige  Verirrung.  Seine  Träume  von  einer 
Fülle  neuer  und  schöner  Lehrsätze  über  B  es  sei 'sehe  Functionen,  welche" 
aus  der  Combination  der  beiden  partikularen  Integrale  yl  und  y%  hervor- 
gehen sollen,  zerrinnen  hiermit  ebenfalls  in  Nichts,  da  das  eine  dieser 
Integrale  beharrlich  gleich  Null  ist. 

Das  zweite  partikulare  Integral  der  B esse V sehen  Differentialgleich- 
ung wird,  wie  Referent  seinerzeit  gezeigt  hat,*  in  einer  namentlich  auch 
für  die  numerische  Berechnung  unmittelbar  bereiten  Form  dadurch  ge- 
funden, dass  man  den  Begriff  der  Bessel'  sehen  Function  auch  auf 
solche  mit  negativem  Index  ausdehnt.  Dies  geschieht  mit  Hilfe  der  end- 
lichen Reihe 


Jl%)  =  (_!)»  J4»+'  _  2 .  W-<?±^  ./*•+'-» 


+  2». __ ,,„  _  +  ...<, 

welche,  so  lange  v>— ^  ist,  mit  der  ursprünglich  durch  ein  bestimmtes 
Integral  oder  durch  eine  convergente  unendliche  Reihe  definirten  B es s ei- 
schen Function  sich  vollkommen  deckt.  Setzt  man  darin  —  v  statt  v  und 
wählt  das  positiv  ganze  n  so,  dass  w>v  — £  ist,  so  kommen  in  der  Reihe 
zur  Rechten  nur  solche  Bessel' sehe  Functionen  vor,  deren  Index  >  — ^ 
ist,  und  welche  demnach  durch  bestimmte  Integrale  oder  durch  conver- 
gente unendliche  Reiben  ohne  Anstand  darstellbar  sind.     Die  Gleichung 

J{%)  =  (-  * )    jy(*)      —  l  -  — y<») 

+2, rxi1 J{%)       "+  •• 

,  ,    «xn  (*-*)(*-*- l)...(2-y)(l - v)         J 


*  Studien  über  die  Bessel'schen  Functionen.    Leipzig  18G8 
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mit  der  Bedingung  n>v  —  £  wurde  daher  als  Definition  der  Bessel- 
schen  Function  mit  negativem  Index  aufgestellt.  Hiermit  ist  eine  Func- 
tion gegeben,  welche  die  nämlichen  Gesetze  befolgt,  wie  die  ursprüng- 
lich definirte  B  es  sei' sehe  Function  /",  und  insbesondere,  obgleich  im 
Allgemeinen  wesentlich  von  dieser  verschieden,  die  Bessel'sche  Diffe- 
rentialgleichung befriedigt  und  sonach  das  zweite  partikulare  Integral 
derselben  darstellt.  In  dem  oben  erwähnten  Beispiel  (v  =  £)  findet  man 
auf  diese  Weise  zu  dem  ersten  partikularen  Integral 

Ax  J*'*  =  £j  (—  x ~  *  sin  x  —  3  ar~ y»  cos  x  +  3  x"  *;*  sin x) 

sofort  das  richtige  zweite  partikulare  Integral 

^2/-%  =  (7g(«~^cosar  —  3xr*f*sinx—  3x—'*cosx). 

Aus   der   obigen   allgemeinen  Definitionsgleichung   ergiebt   sich   nun 
für  ein  ganzes  v  («=  n)  die  speciellere 

y-»  =  (-l)»yn 

als  Definition,  welche  festsetzt,  was  (den  Anschauungen  des  Re- 
ferenten gemäss)  unter  der  Bessel'schen  Function  mit  negativ 
ganzem  Index  zu  verstehen  sei.  Diese  Definition  ist,  wenn  man, 
wie  Referent  es  gethan  hat,  die  Bessel'sche  Function  als  eine  Func- 
tion zweier  Veränderlichen,  des  Arguments  z  und  des  Index  v,  anffasst, 
geradezu  logisch  nothwendig.  Herr  Mayr  dagegen  hält,  indem  er 
die  Begriffe  „definilio"  und  „propositio"  verwechselt,  diese  Definition  für 
einen  Lehrsatz,  der  auch  für  seinen  beschränkteren  Begriff  der  Be8  6el- 
schen  Function  gelten  soll,  also  etwa  für  die  bestimmten  Integrale  oder 
für  die  Reihenentwickelungen,  welche  statt  Jn  bei  positivem  Index  gesetst 
werden  können,  für  ein  negatives  n  dagegen  alle  Bedeutung  verlieren. 
Gerade  dieser  letztere  Umstand  machte  ja  eine  erweiterte  Definition  der 
Bessel'schen  Function  nöthig,  die  von  den  speciellen  Formen,  unter 
welchen  die  Function  in  besonderen  Fällen  auftreten  kann,  völlig  ab- 
sieht und  nur  noch  auf  die  durch  die  Differentialgleichung  geforderten 
wesentlichen  Eigenschaften  derselben  Gewicht  legt.  Das  Missverständ- 
niss,  welchem  Herr  Mayr  hinsichtlich  dieser  Definition  zum  Opfer  fiel, 
verleitet  ihn  zu  dem  unberechtigten  Ausspruche:  „Dass  J_M=  (— 1)/*/^, 
ist  in  jeder  Hinsicht  falsch.'* 

Ebenso  unbegründet  sind  die  Bemerkungen,  welche  der  Herr  Ver- 
fasser, gestützt  auf  sein  falsches  Resultat,  dass  das  von  ihm  mit  F9  be- 
zeichnete Sinusintegral  eine  partikulare  Lösung  der  Bessel'schen  Diffe- 
rentialgleichung sei,  gegen  die  Betrachtung  richtet,  durch  welche  Referent 
gezeigt  hat,  dass  es  eine  Bessel'sche  Function  zweiter  Art  mit  ge- 
brochenem Index  nicht  giebt  (unter  B  es  sei 'scher  Function  immer  eine 
Function  verstanden,  welche  der  Bessel'schen  Differentialgleichung  ge- 
nügt). 
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Von  den  angeblichen  ,,Irrthümern  und  Verwirrungen",  die  nach  der 
Ansicht  des  Herrn  Verfassers  bisher,  in  der  Theorie  der  B  es  sei'  sehen 
Functionen  stattgefunden  haben  sollen  und  welchen  er  durch  seine  Aus- 
einandersetzung „ein  Ende  zu  machen11  hofft,  hat  derselbe  in  der  That 
keine  aufzuweisen  vermocht,  diejenigen  ausgenommen,  welche  er  selbst 
durch  die  vorliegende  Schrift  anzurichten  sich  vergeblich  bemüht. 

Im  vierten  Abschnitt:  „Integration  durch  bestimmte  Differentiale41 
(als  „bestimmte  Differentiale"  werden  Ausdrücke  bezeichnet,  „die  nach 
u  als  einer  von  x  und  y  unabhängigen  Grösse  differenzirt  werden ")  ent- 
wickelt der  Herr  Verfasser  einige  von  den  unendlich  vielen  partikularen 
Integralen,  deren  eine  lineare  Partialgleichung  fähig  ist,  jedoch  ohne  den 
Versuch  zur  Auffindung  des  vollständigen  Integrals  zu  machen;  er  bricht 
vielmehr  „hier,  an  der  Schwelle  neuer  Untersuchungen",  ab. 

Hiermit  schliesst  diese  unüberlegte  Publication,  welche  ausser  selbst- 
verständlichen, jedem  Anfänger  geläufigen  Wahrheiten  nur  Irrthümer 
und  Fehler  enthält.  Für  etwaige  „neue  Untersuchungen"  möchten  wir 
dem  Herrn  Verfasser  seine  eigenen  Worte,  welche  er  Anderen  warnend 
glaubt  entgegenhalten  zu  müssen  (S.  9),  zur  Beherzigung  empfehlen:  „Ist 
schon  bei  so  einfachen  Functionen,  deren  Relationen  man  vollständig 
kennt,  Vorsicht  geboten,  so  ist  dies  in  erhöhtem  Maasse  der  Fall  bei 
Functionen,  deren  Relationen  man  nur  unvollständig  kennt." 

E.  Lommbl. 


Oeuvres  completes  de  Niels  Henrik  Abel.    Nouvelle  Edition ,  publice  aux 
frais  de  l'Etat  Norv^gien  par  MM.  L.  Sylow  et  S.  Lie.    Christiania 
1881.     (In  Commission8verlag  von  B.  6.  Taubner,  Leipzig.)   Tome 
premier,    contenant    les   mdmoires   publikes   par  Abel  (VIII   und 
621  S.).     Tome  second ,  contenant  les  me'moires  posthumes  d'ABEL 
(341  S.). 
Die  Akademien  oder  Regierungen  der  verschiedenen  Länder  erfüllen 
wetteifernd  die  Ehrenpflicht,  die  Werke  ihrer  grossen  Meister  der  mathe- 
matischen Wissenschaft  in  würdigen  Gesammtausgaben  zu  publiciren.    In 
Deutschland  bezeichnen  die  Namen  Gauss,   Jacobi,   Steiner,  denen 
Dirichlet    folgen    wird,    diese  Thätigkeit,    in   Frankreich    die  Namen 
Lagrange,  Laplace,  endlich  Caucby,  als  das  umfassendste,  gerade 
erst  begonnene  Unternehmen  dieser  Art.     Die  neue  A  b  e  1  -  Ausgabe ,  aus 
Mitteln  des  norwegischen  Staates  unternommen ,  reiht  sich  ebenbürtig  an. 
Die  erste,   1839  von  Holmboe  veranstaltete  Ausgabe  von  Abel's 
Werken  war  nach  und  nach  so  selten  und  schwer  zugänglich  geworden, 
dass  das  Bedürfniss  nach  einer  neuen  Ausgabe  sich  immer  mehr  geltend 
machte.      Durch    die    vorliegende  vollständige   Ausgabe,    die  durch  die 
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Herren  Sylow  und  Lie,  zwei  in  der  Wissenschaft  hocbangesehene  Com- 
patrioten  Abel 's,  auf  Grand  aller  noch  vorhandenen  Manuscripte  und 
Veröffentlichungen  kritisch  durchgeführt  ist,  werden  nun  die  weitest- 
gehenden Wünsche  befriedigt.  Es  sei  nur  kurz  auf  die  gegen  die  frühere 
Ausgabe  entstandenen  Veränderungen  hingewiesen. 

Diese  selbst  besass  schon  einen  hohen  Grad  von  Vollständigkeit; 
und  insbesondere  waren  im  zweiten  Bande  die  noch  nicht  veröffentlichten 
Manuscripte  fast  vollständig  verwerthet.  Wenn  auch  die  letzteren  sieb, 
ausser  der  später  so  einflussreich  gewordenen ,  leider  Fragment  gebliebe- 
nen Arbeit  „Sur  la  r&olution  algäbrique  des  äquations",  gros  Stent  heilt 
auf  Arbeiten  Abel' 8  beziehen,  die  aus  der  Zeit  vor  dein  Antritte  seiner 
Reise,  Sommer  1825,  also  vor  Entwickelung  seines  „ kritischen u  Bewußt- 
seins, stammen,  so  ist  es  doch  interessant,  in  diesen  früheren  Schriften 
schon  die  meisten  der  späteren  Ideen  Abel 's  vorzufinden,  zum  Theil 
sogar,  wie  das  Abel' sehe  Theorem,  in  allgemeinster  Auffassung.  Da 
gerade  die  hierauf  bezüglichen  Manuscripte,  die  vermuthlich  bei  einem 
Brande  zu  Grunde  gegangen  sind,  nicht  mehr  vorhanden  waren,  auch 
kein  neues  ungedrucktes  Material,  das  Holmboe  nicht  zu  Gebote  ge- 
standen, hinzukam,  so  haben  sich  die  jetzigen  Herausgeber  wesentlich 
auf  Holmboe  selbst  stützen  müssen  und  auch  die  chronologische  Anord- 
nung seiner  Ausgabe  im  Ganzen  beibehalten. 

Trotzdem  sind  wichtige  Bereicherungen  oder  Veränderungen  ein- 
getreten. Die  wichtigste  derselben  besteht  in  der  jetzt  ermöglichten  Auf- 
nahme des  von  Abel  1826  der  Pariser  Akademie  eingereichten,  von 
derselben  aber  erst  1841  publicirten  grossen  „Memoire  sur  une  propriete 
g£ne>ale  d'une  classe  tres  e*tendue  de  fonetions  transcendantes",  in  wel- 
chem Abel  seine  früh  gefasste  Idee  der  Zurückfuhrung  einer  beliebigen 
Anzahl  von  gleichartigen  Integralen  algebraischer  Differentiale  auf  eine 
feste  Zahl  solcher  in  allgemeinster  Weise  entwickelt,  also  aus  dem 
AbeT  sehen  Theorem  den  beutigen  „  GeschlechtB  "  -  Begriff  ableitet.  Diese 
6eine  bedeutendste  und  fruchtbarste  Idee  sollte  auch,  wie  die  vorliegende 
Ausgabe,  Bd.  II  S.  319,  bestätigt,  der  Gegenstand  der  letzten  von  ihm 
redigirten  Note  werden. 

Eine  weitere  Bereicherung  des  ersten  Bandes  ist  die  Aufnahme  einer 
kleinen,  früher  übersehenen  Note  über  die  Bestimmung  einer  zweien 
algebraischen  Gleichungen  gemeinsamen  Wurzel,  aus  Gergonne's  An- 
nalen.  Dazu  kommt,  dass  die  dem  vierten  Bande  von  Cr  eile 's  Jour- 
nal entnommenen  Aufsätze,  ausser  dem  Precis,  in  mannigfach  ver- 
besserter Gestalt  geboten  werden  konnten;  denn  der  Druck  im  Journal 
war  nach  von  Cr  eile's  Hand  vielfach  corrigirten  Copien  der  Originale 
Abel* s  geschehen,  und  diese  Copien,  mit  den  noch  leicht  erkennbaren, 
nicht  immer  richtigen  Correcturen,  waren  aus  dem  Besitze  der  Berliner 
Akademie  den   Herausgebern   zur  Benutzung  gestellt  worden.     Endlich 
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konnten  auch  dem  „Pr£cis"  aas  den  noch  erhaltenen  Papieren  einige 
Seiten,  die  sich  anf  die  Transformation  der  Integrale  zweiter  und  dritter 
Gattung  beziehen,  hinzugefügt  werden. 

Für  den  zweiten  Band  sind  ans  den  Mannscripten  noch  zwei  inter- 
essante Bereicherungen  gezogen  worden:  die  eine  giebt  successive  Con- 
vergenzkriterien ,  die  seit  Abel  freilich  wiedergefunden  worden  sind,  die 
andere  den  Beweis  eines  seiner  Theoreme  über  die  Beziehungen  zwischen 
Integralen  algebraischer  Differentiale.  —  Am  Schlüsse  sind,  an  Stelle 
der  erklärenden  Noten  von  Holmboe,  Noten  angefügt,  die  ausführliche 
Mittheilungen  über  die  noch  existirenden  Manuscripte  und  über  die  von 
den  Herausgebern  in  Einzelheiten  vorgenommenen  Aenderungen  enthalten. 

In  der  von  den  Herausgebern  geübten  gewissenhaften  Kritik  haben 
dieselben  nur  ein  Erbe  Abel's  verwaltet.  Denn  das  sind  ja  die  beiden 
Merkmale  seines  Geistes,  mit  dem  er,  an  der  Seite  von  Gauss  und 
Cauchy,  zuerst  das  ihn  umgebende  Dunkel  der  Analysis  erleuchtet 
hat:  die  Kraft,  mit  der  er  in  den  Mittelpunkt  seines  Gegenstandes  vor- 
dringt, um  von  dort  aus  mit  umfassendster  Idee  nach  allen  Seiten  die 
Wissenschaft  zu  gestalten,  und  die  Schärfe  seiner  Kritik.  Beides  hat 
sich  in  den  wenigen  Jahren,  die  Abel  vergönnt  waren,  so  weit  ent- 
wickeln können,  dass  sich  vier  grosse  Gebiete  an  ihn  anschliessen  konn- 
ten: das  der  Convergenzuntersuchungen  an  seine  Arbeit  über  die  bi- 
nomische Reihe,  Theile  der  Theorie  der  elliptischen  Functionen,  die 
Theorie  der  algebraischen  Gleichungen',  die  Theorie  der  Integrale  alge- 
braischer Ausdrücke,  die  in  die  Theorie  der  „Abel* sehen  Functionen " 
münden  sollte.  Diese  neue  Ausgabe,  die  jedem  Mathematiker  ermöglicht, 
mit  dem  Geiste  Abel's  in  Contact  zu  bleiben,  wird  immer  durch  Vor- 
führung seines  Beispiels  wirken  und,  wie  Jacobi  anLegendre  schreibt 
(Brief  vom  14.  Juni  1829):  „i7  a  laissS  un  grand  exemple". 

Hoffen  wir  noch  mit  den  Herausgebern,  dass  die  von  ihnen  erwähnte 
ausführliche  Biographie  Abel's,  die  Herrn  Bjerknes  zum  Verfasser 
hat,  durch  eine  Uebersetzung  bald  allgemeiner  zugänglich  gemacht  werde. 

Erlangen,  März  1882.  M.  Noether. 


Einleitung  in  die  analytische  Geometrie  des  Baumes.    Von  Dr.  G.  v. 

Esohbrich,  Professor   an  der  Universität  Czernowitz.     Leipzig, 

B.  G.  Teubner.  1881.  VIII  u.  282  8. 
Der  Verfasser  macht  hier  zuerst  den  Versuch,  einen  Standpunkt, 
der  in  der  neueren  Geometrie  wissenschaftlich  und  auch  bei  Universitäts- 
vorlesungen immer  mehr  zur  Geltung  kommt,  auch  in  einem  Lehrbuche 
zum  Ausdruck  zu  bringen*  Er  stellt  sich  die  Aufgabe,  in  analytischem 
Gewände  eine  Einleitung  sowohl  in  die  analytische,  als  in  die  synthe- 
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tische  Geometrie  des  Raumes  zu  geben,  am  den  Leser  mit  den  Anschau- 
ungen und  Methoden  der  beiden  Disciplinen  und  den  daraus  folgendes 
einfachen  Behandlungsweisen  der  geometrischen  Probleme  vertraut  zu 
machen. 

Indem  Rec.  diese  Aufgabe  als  eine  durchaus  zeitgemäße  anerkennt, 
wendet  er  sich  zu  einer  näheren  Besprechung  der  Ausführung  dieser 
Aufgabe,  mit  der  er  sieb  nicht  ebenso  einverstanden  erklären  kann. 

Der  Verf.  sucht  seinen  Zweck  dadurch  zu  erreichen,  dass  er  in 
einem  ersten  Theile  die  einfachsten  Begriffe  der  analytischen  Geometrie, 
in  einem  zweiten  Theile  in  analytischer  Form  die  Grundbegriffe  der  syn- 
thetischen Geometrie  des  Raumes  entwickeln  will.  Dabei  giebt  er  in 
ersten  Theile  der  Reihe  nach  die  Punkt-,  Ebenen-,  Liniencoordinaten 
und  discutirt  in  jeder  der  Arten  von  Coordinaten  die  linearen  Gleich- 
ungen ,  in  nicht  homogeuer  und  in  homogener  Form.  Im  «weiten  Theile 
schliesst  er  sich  möglichst  eng  an  den  gewöhnlichen  Gang  der  Geometrie 
der  Lage  an,  indem  er  die  projeeti  vi  sehen  Verwandtschaften  bei  Grund- 
gebilden der  drei  Stufen  und  deren  Erzeugnisse  der  Reihe  nach  in  ana- 
lytische Form  umsetzt.  Ein  kurzes  Schlüsse apitel  über  lineare  Transfor- 
mation im  Räume  soll  den  Uebergang  zu  den  algebraischen  Methoden 
vermitteln,  die  selbst  einer  etwaigen  Fortführung  des  Lehrbuchs  vor- 
behalten bleiben. 

Ueber  die  dem  Buche  zu  Grunde  liegenden  Voraussetzungen  spricht 
sich  der  Verf.  nicht  näher  aus;  aus  den  an  verschiedenen  Stellen  ohne 
Ableitung  benützten  Sätzen  geht  aber  hervor,  dass  die  analytische  und 
synthetische  Geometrie  der  Ebene,  sowie  Sätze  der  Elimination  aus  höhe- 
ren Gleichungen  gefordert  werden. 

Bei  solchen  Voraussetzungen  wären  nun  auch  eigentlich  manche  der 
im  Buche  gegebenen  Entwickelungen ,  wie  die  über  die  Grundgebilde 
erster  Stufe,  schon  als  bekannt  anzunehmen.  Jedenfalls  aber  muas  der 
Leser  schon  so  weit  gedacht  werden ,  dass  ihm  nach  dem  im  ersten  Theile 
gewonnenen  analytischen  Standpunkte  unmittelbar  die  lineare  Trans- 
formation der  Coordinaten  oder  der  Parameter,  durch  welche  die  ein- 
zelnen Gebilde  ausgedrückt  werden  können,  allgemein  vorgeführt  werden 
könnte.  Die  analytische  Grundlage  macht  eben  das  successive  Verfolgen 
der  einzelnen  geometrischen  Verwandtschaften  und  ihrer  Erzeugnisse 
überflüssig,  läset  vielmehr  mit  einem  Schlage  die  projeeti  vischen  Begriffe 
und  die  ganze  Reibe  der  geometrischen  Anwendungen  übersehen.  Erst 
auf  diesem  Wege  wird  das  eigentliche  Ziel  erreicht,  zu  zeigen:  dass  sieb 
die  in  der  neueren  projeeti  vischen ,  analytischen  und  synthetischen,  Geo- 
metrie benutzten  Begriffe  decken,  dass  die  zweite  ein  Gegenbild  der 
ersten  ist  und  dass  ebenso  jede  rein  geometrische  Operation  unmittelbar 
auch  analytisch  gedeutet  werden  kann;  erst  dieses  Verständnis«  macht 
die  Handhabung  der  entsprechenden  Methoden  leicht. 
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Indessen  ist  dieses  allgemeine  Bedenken  nicht  so  gewichtig,  da  der 
Verf.  sich  die  Entwickelung  dieses  Gesichtspunktes  wohl  für  einen  spä- 
teren algebraischen  Theil  des  Lehrbuche«  vorbehalten  hat.  Erheblichere 
Bedenken  machen  sich  gegen  die  im  Einzelnen  befolgten  Methoden 
geltend. 

Vor  Allem  in  Bezug  auf  die  Behandlung  des  Imaginären.  Nach  den 
analytischen  Grundlagen  wäre  zu  erwarten ,  dass  dasselbe  direct  explicite 
eingeführt  und  überall  gleichmässig  mit  dem  Reellen  behandelt  würde. 
Statt  dessen  spricht  der  Verf.  8.  88  zuerst  glattweg  von  der  Existenz 
zweier  imaginärer  Geraden,  erwähnt  alsdann  bei  der  Aufgabe  zweiten 
Grades  auf  S.  99  die  Realitätsverhältnisse  gar  nicht,  gebraucht  in  den 
folgenden  Capiteln  den  Ausdruck:  „im  Allgemeinen u  oder  n höchstens " 
zwei  Elemente,  und  erst  8.  170  wird  der  Ausdruck:  „zwei  reelle  oder 
imaginäre  Elemente u  eingeführt.  Aber  schon  8.  172  werden  dem  Para- 
meter der  Paare  einer  Involution  nur  reelle  Werthe  beigelegt  und  doch 
auf  8.  173  allgemein  von  dem  Paare  der  Doppelelemente  gesprochen.  — 
Dazu  kommt,  dass  die  beiden  imaginären  Kreispunkte  im  Unendlichen 
und  der  imaginäre  Kugelkreis,  ausser  in  einem  Beispiel  auf  der  letzten 
Seite  des  Buches,  überhaupt  nicht  eingeführt  werden;  dass  also  auch  das 
Mittel,  das  dem  Standpunkte  des  Buches  so  völlig  entsprechen  würde, 
die  projectivische  Auffassung  des  Metrischen  mit  den  darauf  beruhenden 
Methoden,   nirgends  behandelt  oder  angedeutet  wird. 

Ebenso  wenig  wird  von  den  imaginären  Geradon  der  elliptischen 
Flächen  zweiter  Ordnung  und  von  der  entsprechenden  Erzeugung  dieser 
Flächen  gesprochen. 

Einen  weiteren  methodischen  Mangel  erblickt  Rec.  darin,  dass  von 
der  Darstellung  der  Coordinaten  einer  Geraden  durch  einen  Parameter 
beim  Schnitt  der  Geraden  durch  eine*  Fläche  zweiter  Ordnung  kein  Ge- 
brauch gemacht,  vielmehr  statt  dessen  an  mehreren  Stellen  durch  unsym- 
metrische Coordinatenannabme  vorgegangen  wird. 

Die  frühe  Behandlung  der  linearen  Linien  -  Complexe  und  -Congruen- 
zen  hält  Rec.  für  mehr  formell  als  sachlich  berechtigt,  da  dieselben 
eigentlich  Gebilde  zweiter  Ordnung  sind. 

Die  den  einzelnen  Capiteln  angefügten  Uebungen  sind  reichhaltig. 
Theilweise  bringen  sie  Gegenstände  —  wie  die  Frage  nach  der  analytischen 
Behandlung  des  Hauptaxenproblems  bei  den  Flächen  zweiter  Ordnung — , 
die  mit  den  gegebenen  Mitteln  und  den  spärlichen  Andeutungen  nicht 
zu  bewältigen  sind. 

Endlich  ist  Rec.  genöthigt,  eine  in  Einzelheiten  sich  zeigende  Flüch- 
tigkeit, auch  abgesehen  von  Mängeln  der  Correctur,  zu  rügen.  Es  seien 
nur  erwähnt:  S.  130,  wo  für  die  Existenz  der  Tangentialebene  einer 
Fläche  ein  durchaus  verfehlter  Beweis  gegeben  ist;  der  letzte  Satz  des 
§  87,   der  auszuschliessen   scheint,    dass   der  Kegel  auch   als  Abart  des 
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zweifachen  Hyperboloids  betrachtet  werden  kann;  S.  186,  wo  ans  der 
eindeutigen  Beziehung  zwischen  zwei  Systemen  At ,  ig ,  Aj  und  st, ,  x,,  x, 
auf  den  linearen  Charakter  der  Beziehungsgleichungen  geschlossen 
wird;  etc. 

Rec.  kann  hiernach  dem  vorliegenden  Boche  nur  dem  Zwecke,  nicht 
der  Ausführung  nach,  zustimmen  und  mochte  dasselbe  nur  unter  zuver- 
lässiger Controle  gebraucht  sehen.  Vielleicht  vermag  auch  eine  Fort- 
führung des  Buches  manchem  der  gerügten  Mängel  nachträglich  abzu- 
helfen. 

Erlangen.  M.  Nobthm. 


H.  Wiener,  lieber  Involutionen  auf  ebenen  Curven.     Inauguraldisserta- 
tion.    München  1881.     37  S.  und  10  Tafeln. 

Erst  in  neuerer  Zeit  ist  die  Geometrie  der  Schaaren  von  Punkt- 
gruppen auf  algebraischen  Curven  ausgebildet  und  zur  Grundlage  der 
Theorie  dieser  Curven  gemacht  worden.  Wenn  so  Resultate  von  sehr 
allgemeinem  und  umfassendem  Charakter  erzielt  worden  sind ,  so  handelt 
es  sich  jetzt  darum,  speciellere  Untersuchungen,  zunächst  an  den  ein- 
facheren Schaaren  von  Punktgruppen,  anzustellen,  hauptsächlich  um  ss 
Constructionen  und  Eintheilungen  der  verschiedenartigen  algebraisches 
Curven  zu  gelangen.  Zu  dieser  Classe  von  Untersuchungen  gehört  die 
vorliegende,  von  Herrn  Professor  Brill  angeregte  Arbeit. 

Der  Verf.  betrachtet  auf  synthetischem  Wege  Involutionen,  d.  b.  ein- 
fach-unendliche  Schaaren  von  Gruppen  von  je  n  Punkten,  und  zwar  im 
ersten  Theile,  in  mannigfacher  Berührung  mit  Arbeiten  von  Herrn  Emil 
Weyr,  solche  auf  rationalen  Curven.  Zunächst  wird  vermittelst  Curven 
«*•*  Ordnung  mit  (n  — 1)- fächern  Punkte  die  allgemeine,  alsdann  ebenso 
die  von  Herrn  Lüroth  (Math.  Ann.  XI)  sogenannte  „cyklische"  Invo- 
lution, hei  der  in  zwei  Gruppen  die  n  Elemente  in  je  eines  zusammen-  \ 
rücken,  constrnirt;  durch  die  letztere  Construction  ist  hiermit  auch,  : 
durch  Uebertragen  auf  den  Kreis,  eine  solche  der  Kreistbeilung  geliefert 
Ferner  wird  die  „  Involutionscurve ",  d.  h.  die  durch  die  Verbindungs- 
geraden entsprechender  Punkte  einer  Involution  eingehüllte  Curve,  be- 
trachtet; dieselbe  wird  einmal  vermöge  ihres  Geschlechts,  neben  der 
Anordnung  der  Doppelelemente,  zur  Eintheilung  der  Involutionen,  be- 
sonders für  fl  =  3  und  4,  benutzt,  sodann  auch  zur  Ableitung  von  Sätzen 
über  die  rationalen  Curven  dritter  und  vierter  Ordnung  verwerthet. 

Der  zweite  Theil,  auf  Curven  von  einem  Geschlecht  p>0  bezüglich, 
behandelt  Curven,  welche  eine  Involution  von  Gruppen  von  je  n  Punk- 
ten besitzen,  die  von  einem  Strahlbüschel  ausgeschnitten  werden  kino 
und  bei  der  zugleich  jede  Gruppe  in  durch  quadratische  Gleichungen  *u 
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bestimmende  Punkte  zerfällt.  Insbesondere  werden  die  Curven  vierter 
Ordnung  mit  zwei  Doppelpunkten  construirt  uud  in  Bezug  anf  die  Reali- 
tät- nnd  Lagenverhältnisse  ihrer  Doppeltangenten  eingetbeilt. 

Rec.  begrÜ8st  diese  Arbeit  in  der  Erwartung,  das  oben  angedeutete 
Gebiet  specieller  Untersuchungen ,  das  reiche  Resultate  für  Curven  von 
höherem  Geschlecht  verspricht,  weiter  verfolgt  zu  sehen. 

Erlangen.  M.  Nokthbr. 


Die  Arithmetik  der  Lage.  Ein  neues  Hilfsmittel  zur  analytischen  Be- 
handlung der  Raumlehre  mit  Berücksichtigung  ebener  geometri- 
scher Gebilde  erster  und  zweiter  Ordnung,  dargestellt  von  Dr. 
Hermann  Notei,  Oberlehrer  am  Gymnasium  zu  Freiberg  in  Sachsen. 
Leipzig,  J.  A.  Barth.     1882.     Preis  2  Mk.  40  Pf. 

Auf  89  Seiten  bietet  Herr  Noth  in  klarer  Sprache  und  eleganter, 
durchweg  dualistischer  Darstellung  ungefähr  folgende  Principien. 

Man  denke  sich  in  der  Ebene  vier  Punkte  A9  B,  C,  D  gegeben,  von 
denen  nicht  drei  in  gerader  Linie  liegen.  Alsdann  bezeichnen  wir  den 
Punkt  D  durch  A  +  B+t\  indem  wir  ihn  als  geometrische  Summe  der 
drei  Punkte  Ay  B,  C  ansehen. 

Die  Berechtigung  dieser  Bezeichnung  wird ,  wie  dies  anderswo  schon 
oft  geschehen  ist,  dadurch  nachgewiesen,  dass  diesem  Punkte  in  der 
That  in  Bezug  auf  die  drei  Summanden  die  wesentlichen  Eigenschaften 
der  Summe  zukommen.  Jeder  Punkt  der  Geraden  AB  wird  nun  durch 
XA  +  fiB,  wo  k  und  p  gewisse  Zahlwerthe  bedeuten,  zu  bezeichnen  sein. 
So  ist  der  Schnittpunkt  (AD,  BC)  offenbar  B  +  C,  und  es  ist  ebenso 
lockend,  wie  leicht,  die  aus  dem  Vierecke  AB  CD  entspringenden  Punkte 
—  die  Diagonalpunkte,  die  Schnittpunkte  der  Diagonalen  mit  den  Seiten 
u.  8.  w.  —  zu  bestimmen,  und  umgekehrt,  die  Punkte  2A  +  3B  +  4C 
u.  s.  w.  geometrisch  aufzusuchen.  Die  Gesammtheit  aller  Punkte  ctA 
+  ß B  +  yC,  wo  «,  ß,  y  zunächst  rationale  und  dann  in  selbstverständ- 
licher Beschränkung  ganze  Zahlen  bedeuten,  stellt  dann  das  geo- 
metrische Netz  dar.  Mag  hier  vorwegnehmend  bemerkt  werden,  dass 
das  Hineinspielen  eines  zablentheoretischen  Begriffes  sich  später  durch 
das  ungesuchte  Auftreten  des  Kettenbruchalgorithmus  dankbar  erweist. 
Der  Verfasser  bezeichnet  nun  den  Punkt  aA  +  ßß  +  yC  durch  das 
Symbol  |«0y|,  wobei  noch  die  Kleinigkeit  erwähnt  sein  mag,  dass  ich 
mir  gestatte,   seine  deutschen  Buchstaben  durch  griechische  zu  ersetzen. 

In  derselben  Weise,  wie  die  Addition,  wird  nun  die  Multiplication 
benutzt.  Da  erscheint  (S.  23)  die  Verbindungslinie  der  Punkte  B  und  C 
als  BC,  als  projectivisch-geometrisches  Product,  als  die  Ge- 
rade tf.     Da  für  diese  Art  „  Multiplication  M  nicht  alle  Gesetze  der  echten 
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Multiplication  gelten,  00  befindet  sich  der  mit  dem  Quaternionencalcul 
vertraute  Leser  hier  auf  anheimelndem ,  wenn  nicht  auf  heimischem  Boden. 
Nachdem  S.  24  flgg.  die  Bezeichnung  der  Punkte  und  Geraden ,  welche 
hieraus  entstehen ,  als  identisch  mit  der  aus  der  Addition  hervorgehenden 
nachgewiesen  ist,  kann  S.  27  die  interessante  Aufgabe  gelöst  werden: 

„Es  sind  im  geometrischen  Netae  die  vier  Punkte  gegeben: 
P^J  +  IB+C,    P2  =  2^-(7,    Pz  =  dA+B  +  2C,    />4  =  5^  —  B  +  C. 
Man   berechne  die  Bezeichnung  des  Punktes  P,   in  welchem  die  Gerade 
PXP%  von  der  Geraden  P9P4  geschnitten  wird." 

Der  Verfasser  giebt  zwei  Auflösungen,   von  denen  ich  die  letztere 
hier  mittheile. 

und 

Px  Pt  =  ( A  +  2  B + C )  v  2  A  —  C)  «=  4  BA  +  2  CA  —  A  C  -  2  B  C 

=  -2£6'+3&*-4^£  =  -2a  +  3&  +  4c, 
ferner 

/>g/>4  =  3a  +  76  —  8c. 

Daher 

/>=(-2a  +  3fc-4c)(3a  +  76-8c) 

=  9  b a  —  12  ca  —  14  ab  —  28  cb  +  16  n c  —  24  bc 
=  46r-2cfl  —  23aö  =  4^-  28£  —  236' 
(/'/>=(),  pp  =  0,   wie  S.  20  bewiesen^ 

Man  kann  diesem  Verfahren  Eleganz  und  Einfachheit  nicht  ab- 
sprechen.  Doch  gelingt  die  Lösung  der  Aufgabe,  wenn  man  ^  =  0, 
#  =  0,  C=0  als  die  Gleichungen  der  drei  Grundpunkte  eines  Linien- 
coordinaten8ystem8  ansieht,  wo  dann  der  Punkt  \aßy\  die  Gleichung 
aA  +  ßß  +  yC=0  hat,  eben  auch  sehr  leicht  und  es  ist  immerhin  noch 
fraglich,  ob  das  Ueberwiegen  des  Rechnungsmechanismus  nicht  eine  Ver- 
flachung des  geometrischen  Gedankens  zur  Folge  hat. 

Auf  S.  28  führt  der  Verfasser  eiuige  im  Folgenden  sehr  oft  ver- 
wendete Bezeichnungen  ein.  Der  Punkt  ctA  +  ßß  +  yC  und  die  Gerade 
aa  +  ßb  +  yc  erhalten  die  gemeinsame  symbolische  Bezeichnung  \aßy\. 
Hieraus  ergeben  sich  mehrere  Cousequenzen ,  die  für  kurze  Bezeichnung 
und  Rechnung  im  Folgenden  sich  als  fruchtbar  erweisen.  Verfasser  mag 
mit  der  Bemerkung  im  Rechte  sein,  dass  diese  Bezeichnung  nicht  leicht 
zu  einem  Irrthum  fähren  kann;  allein  ich  erlaube  mir  doch,  den  Leser 
auf  diese  Bezeichnung  besonders  aufmerksam  zu  machen,  da  mir  selbst 
ein  solches  Miss  verstehen  passirt  ist.  Die  Discussion  8.  30  und  31  konnte 
dagegen  bedeutend  kürzer  gefasst  werden,  während  die  wichtige  Be- 
ziehung S.  35  Z.  2  v.  0.  wohl  eine  schärfere  äussere  Hervorhebung  ver- 
dient hätte. 

Auf  S.  53  bewirkt  der  Verfasser  den  Uebergang  zu  den  Gebilden 
zweiter  Ordnung.  Bedeuten  Px  —  KftyJ,  P*  =  \*%ßiyJl  zwei  Punkte  (far 
Ebene,   so  soll  der  Punkt  !\ . P2  =  | at a9  ßk ß%  yx y% |  das   projectivisch- 
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arithmetische  Product  genannt  werden,  Hieraas  ergiebt  sich  von 
selbst,  wenn  «^  =  «3,  ^«/Jg,  y1=y8  das  projectivisch- arithmetische  Qua- 
drat, P2  und  ebenso  /*.  Der  Verfasser  liefert  eine  hübsche  Zeichnung, 
welche  die  Punkte  />,  P\  P\  P\  P~\  ...  P~6  zur  Anschauung  bringt.  Ich 
habe  nicht  unterlassen  können,  die  Gleichung  der  Curve,  auf  der  die 
Punkte  Pn  liegen,  aufzustellen. 

Die  weitere  Discussion  der  neu  eingeführten  „  Multiplication u  leitet 
nun  S.  62  zu  einem  System  von  dreizehn  Punkteinheiten,  denen  eben- 
soviel e  Linieneinheiten  gegenüberstehen.  Die  geometrische  Anschaulich- 
keit dieser  „complexen  Einheiten "  wird  vielleicht  auch  im  Kreise  der- 
jenigen Mathematiker  Freunde  finden ,  die  den  verwandten  Bestrebungen 
moderner  Algebraiker  ohne  sonderliche  Begeisterung  zuzusehen  ge- 
wöhnt sind. 

Den  Schluss  bilden  Betrachtungen  aus  der  Theorie  der  Kegelschnitte, 
die  eine  praktische  Verwerthung  des  neuen  Verfahrens  darbieten  sollen. 
Dieselben  gipfeln  im  Pascal'schen  Sechseck  und  dem  St  ein  er*  sehen 
Punkte  und  schliessen  mit  einem  hübschen  Zahleubeispiel  ab. 

Coesfeld,  im  Januar  1882.  K.  Schwering. 


Die  Rückläufigkeit  des  Baumes  ein  Xrrthum  und  Ursache  weiterer  Irr- 
thümer.  Von  Rudolf  Otto  Consentius.  Karlsruhe  und  Leipzig, 
Verlag  von  H.  Reuther.     1881. 

Der  Verfasser  des  vorliegenden  Werkchens  theilt  uns  in  der  Vor- 
rede mit,  dass  man  ihm  als  „vermeintlichem  Poeten  und  Schauspieler" 
wohl  nicht  den  Muth  zutrauen  werde,  in  der  Mathematik  die  Rolle  des 
Correctors  spielen  zu  wollen.  Dass  die  Abhandlung  nicht  in  einer  Fach- 
zeitschrift, sondern  als  Anhang  zu  den  „  Dichtungen u  des  Verfassers 
erschienen  ist,  hat  darin  seinen  Grund,  dass  der  Redacteur  einer  solchen 
Zeitschrift,  welche  bereits  einige  synthetische  Aufsätze  des  Verfassers 
aufgenommen  hat,  nach  verschiedenen  Correspondenzen  hin  und  her  dem 
Verfasser  abbrechend  schrieb:  die  Ausführungen  desselben  gäben  ihm  zu 
einer  solchen  Unzahl  von  Zweifeln  Anläse,  dass  er  Bedenken  trage,  sie 
abzudrucken. 

So  erzählt  die  Vorrede. 

Wer  ist  der  Redacteur? 

In  seiner  Ars  poetica  erzählt  Horaz  von  einem  weisen  Kritiker 
Quintilius.  Obschon  mir  dieser  Quintilius  lebhaft  einfiel,  habe  ich 
mir  doch  die  geringe  Mühe  genommen,  den  fraglichen  Redacteur  zu 
ermitteln;  und  da  Jahrg.  XXV  Heft  2  S.  119flgg.  dieser  Zeitschrift 
sich  zwei  kleinere  Mittheilungen  synthetischen  Inhalts,  „R.  0.  Consen- 
tiusu  unterzeichnet,  finden,  so  kann  nicht  zweifelhaft  sein,  Wer  ge- 
meint ist. 

Hirt.-lit  Abthlg.  d.  ZeiUohr.  f.  Math.  u.  Phys.  XXVII,  6.  14 
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Nun  möchte  ich  gern  beiden  Theilen  gerecht  werden. 

Es  würde  mich  freuen,  Herrn  Consentins  den  Beweis  zn  liefern, 
dass  seine  Ausführungen  von  den  Männern  der  Wissenschaft  nicht  als 
Umwälzung  kündende  Sturmvögel  gefürchtet  werden. 

Ich  würde  andererseits  mich  glücklich  schätzen ,  dem  mathematischen 
Publicum  —  auf  dieses  allein,  nicht  auf  die  Leser  von  Dichtungen,  selbst 
nicht  auf  die  gefühlvollen  Leserinnen  kommt  es  an  —  den  Beweis  zn 
liefern,  wie  sehr  der  Redacteur  des  dogmatischen  Theiles  dieser  Zeit- 
schrift im  Rechte  war,  dem  Vorbilde  des  weisen  Quintilius  zu  folgen. 

Beides  kann  aber  erreicht  werden,  wenn  der  Redacteur  des  litera- 
risch-kritischen Theiles  gestatten  will,  dass  der  erste  Hauptsats 
unseres  Verfassers,  mit  welchem  nach  seiner  Ueberzeugung  Alles  steht 
und  fallt,  nebst  seinem  Beweise  hier  abgedruckt  werde. 

„Hauptsatz. 

Die  beiden,  in  entgegengesetzter  Richtung  liegenden  unendlich  fer- 
nen Punkte  einer  Geraden  fallen  nicht  zusammen. 

Erster  Beweis.  Diese  beiden  Punkte  seien  Q+&  nnd  ()_».  Sind 
ein  Doppelverhältniss  von  vier  reellen  Punkten  A ,  By  (7,  D  einer  Geraden 
und  drei  dieser  Punkte  gegeben,  so  ist  die  Lage  des  vierten,  nicht  ge- 
gebenen Punktes  bestimmt.  Hieraus  und  weil  die  Doppelverhältnisse  {A, 
By  C,  Q+v)  und  (Ay  #,  C,  jß_oo)  gleich  sind,  zieht  man  den  Schluss,  dass 
0+od  und  Q-a*  zusammenfallen.  Dieser  Schluss  hört  aber  auf,  richtig  zu 
sein,  wenn  die  vierten  Punkte  unendlich  fern  sind.  Fielen  dieselben  zu- 
sammen, so  wäre  die  Gerade,  in  welcher  diese  Punkte  liegen,  notwendiger- 
weise eine  geschlossene  Figur.  Legen  wir  nun  durch  diese  Gerade  eine 
Ebene,  so  fragt  es  sich,  welche  Seite  der  Geraden  die  äussere  oder  innere 
Seite  der  geschlossenen  Figur  sei.  Da  kein  Grund  vorhanden  ist,  eine 
Seite  zn  bevorzugen,  so  müssen  wir  uns  darein  fügen,  dass  diese  Eine  Ge- 
rade zwei  geschlossene  Figuren  sind.  Da  man  aber  auch  die  gegebene  Ge- 
rade alsAxe  eines  Ebenenbüschels  betrachten  kann  und  die  Geradein  jeder 
seiner  Ebenen  liegt,  und  da  wiederum  kein  Grund  vorhanden  ist,  eine 
dieser  Ebenen  zu  bevorzugen ,  so  mues  man  sich  nochmals  darein  fügen, 
dass  in  jeder  derselben  ein  Paar  die  Gerade  darstellender  geschlossener 
Figuren  liege.  Es  giebt  demnach  auf  der  unendlich  fernen  Kugelfläche 
keinen  Punkt,  durch  welchen  nicht  irgend  eine  dieser  geschlossenen  Figu- 
ren, d.  h.  die  gegebene  Gerade  hindurchginge.  Nennen  wir  nun  einen 
beliebigen  dieser  Punkte  X  y  so  sind  für  beide  Q  die  Doppelverhältnisse 
(ABCQ)  und  (ABCX)  gleich.  Da  nun  aber  X  ein  beliebig  unendlich 
ferner  Punkt  ist,  so  fallen  nach  jenem  Schlüsse  alle  Punkte  der 
unendlich  fernen  Kugelfläche,  d.  h.  die  Kugelfläche  selbst  mit  Allem, 
was  sie  umschliesst,  also  dem  ganzen  unendlichen  Räume  in  einen  ein- 
zigen Punkt  zusammen,  woraus  man  siebt,  dass  jener  Schluss  ad  absur- 
dum führt." 
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So  der  Herr  R.  0.  Consent iu 3. 

Dem  habe  icb  nichts  weiter  hinzuzufügen,  als 'die  oben  bereits  erwähn- 
ten Horazischen  Verse  von.  Qnintilins: 

„  Quintilio  si  quid  recitares,  Corrige  sodes 

Hoc  ajebat  et  hoc... 

Si  defendere  delirium  quam  vertere  malles, 

Nullum  ultra  verbum  aut  operam  insumebat  inancm, 

Quin  sine  rivali  ...  tua  solus  amares" 

Coesfeld,  im  März  1882.  K.  ScnwKRiN«. 


Beiträge  zur  Theorie  der  quadratischen  Formen.  Inaugural -Dissertation 
von  L.  Goldschmidt. 
Dieselbe  löst  einige  von  Liouville  gestellte  zahlentheoretische  Auf- 
gaben, welche  sorgfältig  behandelt  und  zum  Theil  erweitert  werden.  Die 
von  Eisenstein  eingeführten  „ Gitterpunkte lt  namentlich  sind  vom  Ver- 
fasser mit  Sachkenntniss  und  Geschick  verwandt  worden. 

Der  erste  der  behandelten  Liouville' sehen  Sätze  ist  der  folgende: 
„Bezeichnet  n   irgend   eine  ganze  Zahl   und   nimmt  s  nacheinander 
die  ungeraden  Werthe  0  .    Q 

an,   ohne  n  zu  übersteigen,   während  andererseits   dem  Zeichen  #   die 
Werthe  r         0,  1,  2,  3,  4,  ... 

in  der  Weise  znertheilt  werden,  da  es  der  höchste,  zum  Quadrat  erhohen, 
n  nicht  übertrifft,  so  findet  die  Gleichung  statt: 

^(-i)^.Ä(i)-2?jr(^T»)5 

z.  B.  w  =  10: 

10-3  +  2-1  +  1  =  3  +  3  +  2  +  1." 

Coesfeld,  im  März  1882.  K.  Schwering. 


Einige  geometrische  Anwendungen  der  Orassmann'schen  Ausdehnungs- 
lehre.    Von  Dr.  Victor  Schlegel,  Oberlehrer  am  Gymnasium  in 
Waren.     Waren,  Druck  von  C.  Quandt.     1882.     31  S. 
Man  kennt  in  weiten  Kreisen  Herrn  Schlegel  als  den  thatkräftigen 
Schüler  Hermann  Grassmann's,   der  es  sich  als  Lebensaufgabe  vor- 
gesetzt   hat,    für    die    weitere  Verbreitung    und  Vertiefung   der    zu   des 
Meisters  Lebzeiten  so  wenig  gewürdigten  „Ausdehnungslehre"  zu  wirken. 
Dieser  Tendenz  entsprechen  einerseits  die  treffliche  Biographie  Grass* 
mann1  s  und  das  zweibändige  bei  Teubner  erschienene  Lehrbuch,  wel- 
ches  den  Gegenstand   in   einer  mehr  der  gebräuchlichen  mathematischen 
Darstellung  sich  annähernden  Form  behandelt,    andererseits  zahlreiche 
Abhandlungen    rein    wissenschaftlichen   Inhalts,    grossentheils    in    dieser 

14* 
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Zeitschrift  erschienen.  Hierher  gehört  denn  auch  das  vorliegende  Pro- 
gramm, von  welchem  jeder  Freund  Grass  mann 'scher  Methoden  mit 
Interesse  Einsicht  nehmen  wird.  Im  Wesentlichen  handelt  es  sich  darin 
um  mann  ich  faltige  geometrische  Anwendungen  jener  Methoden,  doch  sind 
auch  noch  einige  anderweite  Bemerkungen  in  Form  von  Anhängen  an- 
gefügt worden. 

Wir  erhalten  zunächst  zwei  einfache  Beweise  des  Satzes  von  Ste- 
wart (nicht  Steward)  über  Punkte,  welche  auf  Einer  Geraden  liegen, 
sodann  einen  Beweis  des  Satzes  von  Pappus  und  alsdann  die  Zurück- 
führung  gewisser  dem  Ausdehnungscalcul  eigentümlicher  Algorithmen 
zur  Darstellung  von  Drehungen  auf  Kreis*  und  Hyperbelfunctionen.  Eis 
folgen  weiter  einige  Sätze  über  die  Addition  von  Strecken  und  ein  Be- 
weis des  Pascal* sehen  Theorems,  der  sich  zur  Veranschaulichung  der 
grossen  von  der  Ausdehnungslehre  gebotenen  Vortheile  vielleicht  noch 
besser  eignet,  als  jenes  Verfahren  der  linealen  Erzeugung  eines  Kegel- 
schnittes, welches  Herr  Grassmann  in  seiner  bekannten  Selbstanzeige 
des  Werkes  von  1844  (Grunert's  Archiv,  VI.  Theil  S.  340)  als  schla- 
gendes Beispiel  gewählt  hatte.  Herr  Schlegel  beweist  dann  weiter  eine 
Reihe  von  Sätzen  über  Kreise  an  sich  oder  in  Verbindung  mit  dem  Dreieck, 
sowie  über  merkwürdige  Punkte  und  Linien  im  ebenen  Dreieck«  All- 
gemeinerer Natur  sind  die  Untersuchungen  über  „disharmonische"  Punkte- 
paare einer  Involution,  welche  Bezeichnung  diejenige  von  L.  Schendel 
(„anharmonisch  conjugirtu)  zu  ersetzen  bestimmt  ist,  und  über  die  Reali- 
tät eines  Doppel  Verhältnisses  von  vier  Punkten  in  der  Ebene,  wobei  der 
Verf.  Berührungspunkte  mit  den  bekannten  Arbeiten  von  Bjoerling 
und  Lie  über  die  geometrische  Darstellung  des  Imaginären  gewinnt.  Wir 
würden  Herrn  Schlegel  empfehlen,  diese  Betrachtungen  auch  auf  andere 
Flächen,  insbesondere  auf  die  Kugel ,  auszudehnen,  wie  dies  unter  ganz 
anderen  Gesichtspunkten  in  der  Schrift  von  Wedekind  (Studien  im 
binären  Wertbgebiet,  Carlsruhe  1876)  geschehen  ist.  Zum  Schluss  wird 
der  Zusammenhang  zwischen  Pa8cal*6cben  Sechsseiten  und  Brianehon- 
schen  Sechsecken  in  dem  Sinne  festgestellt,  dass  gewisse  Punkte  und 
Linien  des  einen  gewissen  Linien  und  Punkten  des  andern  dual  ent- 
sprechen. 

Der  erste  Anhang  rechtfertigt  die  vom  Verf.  für  die  Determinanten- 
form 

!«<,*,  —  <*i,k\ 

gebrauchte  Benennung  „congruente  Determinante"  gegen  einen  Einwurf 
des  Unterzeichneten.  Man  wird  Herrn  Schlegel' 8  Gründen,  die  sieh 
auf  den  geometrischen  Unterschied  zwischen  symmetrischen  und  con- 
gruenten  Figuren  stützen,  die  Berechtigung  nicht  abstreiten  können; 
allein  da  offenbar  angesichts  der  mancherlei  für  diese  „Delerminanls 
gauches  symelriques"   in   Deutschland  gebrauchten   Namen   (schief,  sym- 
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metral"  u.  s.  w.)  gerade  kein  Bedürfniss  zur  Erweiterung  der  Nomen- 
clatur  vorliegt,  so  seheint  ans  die  Einführung  eines  neuen  Kunstaus- 
druckes an  sieh  nicht  wünschenswert!) • 

Im  zweiten  Anhang  ist  von  einem  Algorithmus  die  Rede,  welchen 
R.  Lipschitz  im  91.  Bande  der  „Comptes  rendusu  entwickelt  hat,  um 
aus  ihm  gleichmässig  die  Quaternionenrechnnng  und  die  Theorie  der 
complexen  Zahlen  abzuleiten.  Es  werden  Beziehungen  zwischen  Lip- 
schitz* „ Primitivzeichen "  und  Grassmann's  allgemeinen  Einheiten 
und  Einheitsproducten  ermittelt. 

An  dritter  Stelle  begegnen  wir  einer  interessanten  Erörterung  der 
bislang  recht  unklaren  Angelegenheit  Cauchy-8t.  Venant- Grassmann.  An 
dem  Andenken  des  Ersteren  war  stets  der  schlimme  Verdacht  haften 
geblieben,  eine  Sendung  des  deutschen  Mathematikers  todtgesch wiegen 
und  gleichwohl  aus  derselben  den  Stoff  zu  seinen  „Clefs  alg^briques" 
eutnommen  zu  haben.  Nach  neueren  Forschungen,  wozu  einige  erst 
kürzlich  neu  aufgefundene  und  hier  abgedruckte  Originalbriefe  den  An- 
stoss  gegeben  haben ,  glaubt  der  Verf.  obigen  Verdacht  jedoch  nicht  mehr 
aufrecht  erhalten  zu  dürfen,  vielmehr  erscheint  ihm  die  Annahme  am  näch- 
sten zu  liegen,  dass  wirklich  die  französischen  Forscher  optima  fide  in 
einzelnen  Punkten  mit  Grassmann's  Ideen  sich  begegneten.  Steht  es 
doch  fest,  dass  St.  Venant  Begriffe  und  Bezeichnungen  benützte,  die 
von  Grassmann  bereits  im  Jahre  1840  verwendet,  durch  den  Druck 
aber  erst  volle  37  Jahre  später  bekannt  gemacht  worden  sind,  so  dass 
also  hier  eine  zweimalige  Erfindung  mit  Notwendigkeit  angenommen 
werden  muss. 

Endlich  giebt  uns  Herr  Schlegel  noch  ein  sehr  dankenswerthes 
„Verzeicbniss  von  Arbeiten,  in  welchen  Methoden  der  Ausdehnnngslehre 
benützt  oder  erörtert  sind1'.  Dasselbe  umfasst  von  Kysaeus  (1850)  bis 
zu  Lueroth's  Mechanik  (1881)  20  Nummern.  Beigefügt  muss  demsel- 
ben noch  werden  der  im  92.  Bande  des  Borchar dt* sehen  Journals 
publicirte  Aufsatz  von  Caspary  über  gewisse  in  der  Kegelschnittslehre 
vorkommende  Determinanten.  In  demselben  wird  eine  Reihe  von  Sätzen 
von  Hunyady,  Mertens  und  Pasch  überraschend  einfach  aus  den 
Grundlehren  Grassmann's  bewiesen,  so  dass  diese  Abhandlung  sich 
als  eine  werthvolle  Ergänzung  der  Schlegel' sehen  darstellt.  Beide 
mögen  allseitiger  Beachtung  anempfohlen  sein. 

Ansbach.  Dr.  S.  Güntüer 


Die  theoretische  Hydrodynamik,  nach  dem  Gange  ihrer  Entwickelung  in 
der  neuesten  Zeit  in  Kürze  dargestellt  von  Dr.  Felix  Auerbach, 
Privatdocent  an  der  Universität  zu  Breslau.  Von  dem  k.  venezia- 
nischen Institut  der  Wissenschaften  gekrönte  Preisschrift.  1881. 
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Es  ist  dem  Verfasser  gelungen,  in  diesem  nnr  150  Seiten  starken 
Werke  die  Entwickelang  der  Hydrodynamik  in  den  letzten  30  —  40  Jahren 
zwar  in  gedrängter,  nnr  das  wirklich  Bedeutungsvolle  ins  Auge  fassender 
Kürze,  aber  mit  grosser  Klarheit  und  Scharfe  der  Darstellung  zu  be- 
schreiben. Ausführlichere  Behandlung  kann  natürlich  nur  dem  principiell 
Hervorragendsten  zu  Theil  werden,  aber  durch  kürzere  Notizen  und 
hauptsächlich  durch  zahlreiche  Literaturangaben  findet  auch  das  minder 
Wichtige  Berücksichtigung.  Das  Buch  muss  als  höchst  geeignet  zur 
Orieutirung  über  den  heutigen  Stand  der  Wissenschaft  bezeichnet  werden 
und  dürfte  insbesondere  Studirenden  die  besten  Dienste  leisten. 

Der  Verfasser  zerlegt  seinen  Stoff  in  drei  Haupttheile.  Der  erste  ist 
den  Grundgleichungen  für  die  Bewegung  idealer  Flüssig- 
keiten gewidmet.  Der  Aufstellung  der  Grundgleichungen  in  der  Euler- 
schen  und  der  Lagrange' sehen  Form  und  dem  Hinweis  auf  die  von 
der  letzteren  gebotenen  Vortheile  folgt  eingehende  Besprechung  der 
Transformationen,  welche  diese  Grundgleichungen  erfahren  haben.  Hieran 
schliesst  sich  die  fundamentale  Frage  der  Zerlegung  der  Flüssigkeits- 
bewegung  und  ihre  Lösung  durch  Helmholtz  und  durch  Beltrami, 
sowie  Bemerkungen  über  die  Eigenschaften  des  Geschwindigkeitspoten- 
tials, dessen  Existenz  vorausgesetzt  wird  für  die  drei  ersten  Probleme, 
welche  im  zweiten  Theile  zur  Behandlung  kommen.  Dieselben  sind: 
1.  Strömung  und  Wellenbewegung  (unter  Voraussetzung  stationärer 
Bewegung);  2.  Ausflussund  Strahlbildung;  3.  Gemeinschaftliche 
Bewegung  fester  und  flüssiger  Körper.  Den  vierten  Abschnitt 
des  zweiten  Theiles  bildet  die  Theorie  der  Wirbelbewegungen. 
Dieser  zweite  Theil  ist  der  Natur  der  Sache  nach  der  umfangreichste 
des  Buches,  insbesondere  im  dritten  und  vierten  Abschnitte;  wir  müssen 
darauf  verzichten,  Details  zu  geben,  und  beschränken  uns,  auszugsweise 
anzuführen,  dass  bei  Besprechung  der  Contraction  von  Flüssigkeits- 
strahlen die  von  Helmholtz  und  Kirchhoff  angewandte  Methode  der 
ähnlichen  Abbildung  ausführlich  dargestellt  wird;  ebenso  im  dritten  Ab- 
schnitt die  relative  Bewegung  einer  Flüssigkeit  und  eines  Rotationskör- 
pers, dessen  Axe  stets  in  derselben  Ebene  ist  (Lösung  von  Kirchhoff 
mit  Zugrundelegung  des  Hamilton'schen  Principe);  ferner  finden  wir 
hier  die  interessanten  Forschungen  von  Kirchhoff  und  Bjerknes 
über  zwei  Körper,'  bez.  viele  Kugeln,  die  sich  in  einer  Flüssigkeit  be- 
wegen, und  im  vierten  Abschnitte  die  Arbeiten  von  Helmholtz,  Kirch- 
hoff, Beltrami  u.  s.  w.,  sowie  interessante  Special  falle  der  Bewegung 
von  Wirbelfäden  nach  Gröbli  und  Kirchhoff. 

Der  Unterschied  der  theoretischen  Ergebnisse  des  zweiten  Theiles 
und  der  Erfahrung  giebt  dem  Verfasser  den  Uebergang  zum  dritten 
Haupttheile:  Theorie  der  Reibung  der  Flüssigkeiten.  Nach  theo- 
retischen   Vorbereitungen,    die    Aufstellung    der    Bewegungsgleicbungen 
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durch  Navier,  Poisson,  de  8t.  Venant,  Stokes,  0.  £.  Meyer, 
Stefan  und  Kirch  hoff  betreffend,  werden  einige  bis  jetzt  gelöste  spe- 
cielle  Probleme  ziemlich  ausführlich  behandelt  (Pendelschwingungen  einer 
Kugel  und  einer  kreisförmigen  Scheibe  in  einer  Flüssigkeit,  Letzteres  ins- 
besondere mit  Rücksicht  auf  die  Bestimmung  der  Reibungsconstanten;  Be- 
wegung eines  Ellipsoids;  Pendelschwingungen  einer  mit  Flüssigkeit  gefüllten 
Hohlkugel;  Strömung  reibender  Flüssigkeiten  durch  cylindrische  Röhren). 
Es  sei  noch  besonders  hervorgehoben,  dass  der  Verfasser  stets  die 
sich  öfters  bietende  Gelegenheit  benützt,  um  auf  den  innigen  Zusammen- 
hang hydrodynamischer  und  elektrodynamischer  Probleme  hinzuweisen. 
Ebenso  ist  die  fortwährende  Betonung  principieller  Fortschritte 
der  Wissenschaft   und   ihre  scharfe  Trennung  vom  Nebensächlichen  sehr 

zu  rüumen-  Dietrich. 


Parabolische  Logarithmen  und  parabolische  Trigonometrie.     Eine  ver- 
gleichende Untersuchung  von  Dr.  Siegmund  Günther,  Professor 
am  K.  Gymnasium   zu  Ansbach   in  Bayern.     Leipzig,  Druck  und 
Verlag  von  B.  G.  Teubner.     1882. 
Im  XXVI.  Bande  dieser  Zeitschrift,  histor.-literar.  Abthlg.  S.  98  bis 
104,   haben   wir  Herrn  Günther* s  „Lehre  von  den  gewöhnlichen  und 
verallgemeinerten  Hyperbelfunctionen  "  besprochen.     Das  5.  Capitel  jenes 
Buches:  „Anwendung  der  Hyperbelfunctionen  auf  Fragen  der  Geometrie 
und    mathematischen   Physik",    stellte  auf  106   Seiten   fast  den  vierten 
Theil   des  ganzen   Bandes   dar.     Die  weitere,  sechs  Druckbogen   starke 
Abhandlung,  welche  uns  heute  vorliegt,   ist  etwa  als  Anhang  zu  jenem 
5.  Capitel    au  betrachten.     Wer  jenes  Werk   besitzt,    wird  vermutblich 
auch   die  neue  Schrift  sich  anschaffen;   wer  diese  lesen  will,   muss  Vor- 
kenntnisse sieh   erwerben,  welche   in  dem  älteren  Bande  vereinigt  sind, 
welche  aber  allerdings  auch  der  neuen  Schrift  und  zwar  in  neuer  Ent- 
wickelungsweise  au  entnehmen  sind« 

Die  Hauptquelle,  aus  welcher  Herr  Günther  den  Keim  seines 
Stoffes  entnahm,  bilden  nunmehr  bereits  an  30  Jahre  alte,  aber  in  Deutsch- 
land fast  unbekannt  gebliebene  Aufsätze  des  Engländers  James  Boot h. 
Die  geschichtlichen  Neigungen  des  Verfassers  führen  ihn  na  tu  r  gemäss 
dazu,  derartige  Gegenstände,  wir  wollen  nicht  sagen  aufzusuchen,  aber 
aufzufinden,  und  es  bildet  dann  ein  weiteres  kennzeichnendes  Merkmal 
seiner  Forschungs weise,  den  Gegenstand  dadurch  abzurunden  und  ihm 
eine  mehr  als  nur  scheinbar  neue  Gestalt  zu  geben,  dass  er  verwandten 
Bestrebungen  in  den  von  einander  entlegensten  Zeiten  nachspürt  und 
das  unbewu8st  oder  bewusst  Gemeinsame  in  den  Arbeiten  verschiedener, 
einander  gegenseitig  oft  unbekannter  Schriftsteller  hervorzuheben  weiss. 
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Heute  nimmt  er  seinen  Ausgangspunkt  von  dem,  was  er  Cnrven- 
Analogie  nennt,  d.  h.  Vergleichungen  von  Raumgebilden,   deren  Aus- 
dehnungen in  gegenseitiger  Beziehung  stehen.     Wenn  er  zuerst  Nikon, 
einen  Pergamenier  von  durchaus  unbekannter  Lebenszeit,  uns  nennt,   der 
in    einer  Inschrift   den  Satz   rühmt,   dass  ein  Würfel  und  dessen   Innen- 
kugel  Oberflächen  und  Volumina  proportional  besitzen,  so  hätte  er  auch 
des  Hypsikles  gedenken  können,  der  im  4.  und  6.  Satze  seines  Buches 
von  den  regelmässigen  Körpern  Gleiches  von  dem  Dodekaeder  und  dem 
Isokaeder  aussagt,   welche   der  gleichen  Kugel  einbeschrieben  sind.     Er 
hätte   auch  die  Gedanken  seiner  Leser  auf  die  Sätze  hinlenken  können, 
welche  selbst  durch  mehrere  Jahrhunderte  sich  entwickelnd  Umfang  and 
Inhalt    eines    regelmässigen   Sehnen-    wie  Tangenten -2n- Ecks   zu    den 
gleichen  an  den  n-  Ecken  gemessenen  Grössen  in  Beziehung  setzen.   Doch 
diese  Sätze  mögen   zu  denen  zählen,  an  welchen  der  Verfasser  absicht- 
lich   mit    den    Worten    vorübergeht:    mit   Leichtigkeit  Hessen   sich   noch 
zahlreiche   andere  Belege   für  die  Existenz   einer  solchen  vergleichenden 
Geometrie  beibringen;  ein  wirkliches  höheres  Interesse  gewinne  dieselbe 
jedoch  erst  dann ,  wo  sie  die  Curvenlehre  erreiche.     Mit  Recht  wird  hier 
die    sogenannte   symbolhalio  spiralis   et  parabolae  an    die  Spitze   gestellt, 
welche   Gregor  ins    a  St.  Vincentio   erdachte  und  in  seinen  in  Rom 
gehaltenen  Vorlesungen  zuerst  bekannt  machte,   worauf  Cavalieri  den 
gleichen  Gegenstand  mittels  seiner  Indivisibilien  bearbeitete.     Es  handelt 
sich  dabei  um  die  Flächenräume,  welche  durch  eine  Parabel  und  gerade 
Linien,   sowie   durch   eine  Archimedische  Spirale  und   eine  Gerade   be- 
grenzt sind,   und   welche  unter  gewissen  Voraussetzungen  für  die  Con- 
stanten der  beiden  Curven  einander  gleich  sind.    Roberval  und  Pascal 
verglichen   alsdann,  wie  Herr  Günther  weiter  berichtet,   Bogenlängen 
eben   jener    beiden    Curven.      Unter    den  Schülern    des   Gregorius    a 
St.  Vincentio   in   der  Aufsuchung  gleicher  Quadraturen  verschiedener 
Curven    oder  vielmehr  —  denn    darin  liegt  der  praktische  Werth  dieser 
Methode  —  in   der  Aufsuchung  neuer  Curven   von   gleicher  Quadratur 
mit  einer   gegebenen,   aber  unmittelbar  nicht  leicht  quadrirbaren  Curve 
vermissen   wir  Leibnitz.     In   den  Acta  eruditorum  von  1691  pag.  438 
(abgedruckt  in  der  durch  C.  J.  Gerhardt  auf  Kosten  der  Berliner  Aka- 
demie veranstalteten  Ausgabe  der  mathematischen  Schrifter  Leibnitzens, 
Bd.  V  S.  257,  aber  irrig  als  aus  den  Acta  Erudit.  von  1692  bezeichnet) 
sagt  Leibnitz,   er  habe  1672,  fast  ein  Fremder  auf  dem  Gebiete  der 
feineren   Geometrie,    in   Paris    Christian    Huygens    kennen    gelernt, 
einen  Gelehrten,   welchem   nächst  Galilei  und  Descartes  sowohl  die 
Wissenschaft,   als   er  persönlich  am  meisten  verdanke.     Leibnitz  fährt 
fort :  „  Huius  cum  legerem  librum  de  Horologio  Oscillatorio ,  adiungeremque  Dei- 
ionvillaei  (i.  e.  Pascalii)  Epistolas,    et  Gregorii  a   £.   Vincentio   opus,    subito 
lucem   haust  et  mihi  et  aliis  quoque  gut  me  in  Ms  novum  norant  inexpectaiam, 
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guod  mox  speciminibus  datis  ostendi."  Allerdings  hat  er  in  einem  andern 
Aufsätze  von  1683  (Gerbardt'sche  Ausgabe  V,  232)  auch  gesagt:  „Com- 
mmiscebae  tnnngulum,  guod  in  omni  curva  vocavi  characlerislica  cujus  latus 
esseni . , .  quaniitates  differenliales :  unde  statim  innumera  thcoremala  nullo  negolio 
condebam,  quorutn  pariem  postea  apud  Gregorios  et  Barrovium  deprehendi." 
Diese  Stelle  hatte  wohl  Chasles  im  Auge,  als  er  in  seiner  Geschichte 
der  Geometrie  (deutsche  Ausgabe  8.  87)  bemerkte,  Leibnitz  möge  durch 
die  Betrachtung  der  Figuren  in  dem  Werke  des  Gregorius  auf  sein 
aus  unendlich  kleinen  Linienelementen  gebildetes  triangulum  characteristi- 
cum  geführt  worden  sein.  Wir  sind  nicht  ganz  dieser  Meinung.  Ohne 
das  Gewicht  der  Stelle  von  1683  zu  verkennen,  legen*  wir  doch  auch 
einigen  Nachdruck  auf  die  in  den  siebziger  Jahren  durch  Leibnitz  ver- 
fassten  Abhandlungen,  um  die  Stelle  von  1691  richtig  zu  verstehen. 
Dann  erkennen  wir  aber,  dass  es  mindestens  auch  die  Curven  -  Analogie 
ist,  um  dieses  von  Herrn  Günther  eingeführten  nicht  ungeeigneten 
Wortes  uns  zu  bedienen,  welche  Leibnitz  zu  Anfang  der  siebziger 
Jahre  in  dem  Werke  des  Gregorius  kennen  lernte  und  welche  er  sofort 
in  wirksamster  Weise  verwerthete.  In  Paris  schrieb  bekanntlich  Leib- 
nitz die  Abhandlung  Quadratura  Arithmeticä,  welche  1675  vollendet  in 
dieser  ersten  Gestalt  nie  veröffentlicht  worden  ist.  Ein  Auszug  aus  der- 
selben, Compendium  Quadraturae  Arithmeticae ,  vielleicht  um  1678  oder 
1679  angefertigt,  fand  sich  unter  den  Leibnitz1  sehen  Handschriften 
in  Hannover  vor.  Er  ist  in  der  schon  erwähnten  Gerhardt' sehen  Aus- 
gabe abgedruckt  Bd.  V  S.  99 — 112,  und  auf  ihn  verweisen  wir  unsere 
Leser,  insbesondere  auf  Propositio  7,  S.  100 — 101,  wo  klar  und  deutlich 
ein  Sector,  welcher  durch  eine  Curve  und  zwei  von  einem  Punkte  aus- 
gehende Leitstrahlen  begrenzt  ist,  seiner  Fläche  nach  mit  einem  gemischt- 
linigen  Paralleltrapeze,  dessen  eine  Seite  eine  neue  Curve  (figura  resec- 
tarum  oder  curva  nova)  ist,  verglichen  wird.  Andere  Stellen  aus  Ver- 
öffentlichungen der  Jahre  1684,  1686,  1693  vergl.  in  eben  jenem 
Bd.  V  S.  123,  228,  299.  Wir  unterlassen  es,  Herrn  Günther  auf  seinen 
weiteren  Streifzügen  durch  das  Zeitalter  der  sich  ausbildenden  Infinitesi- 
malrechnung zu  begleiten,  verweilen  auch  nicht  mit  ihm  bei  den  ideen- 
reichen, aber  unrichtigen  Arbeiten  von  Brendel,  sondern  kommen  sofort 
zu  James  Booth. 

Dieser  Schriftsteller  beschäftigte  sich  vielfach  mit  einer  Curve  dritten 
Grades,  welcher  er  den  von  Herrn  Günther  übernommenen  Namen  der 
logoeyklischen  Curve  gab,  während  französische  Gelehrte  die  gleiche 
Curve  als  Strophoide   zu  behandeln  gewohnt  waren.     Ihre  Gleichung 

ist  (o?2  +  y8)(2a  —  x)  =  a*x  oder   in  Polarcoordinaten   q  =  — 5-.     Sie 

cosu 

besitzt  eine  Schleife,   an  welcher  ein  Doppelpunkt,  von  dem  aus  zwei 

symmetrische  Zweige  ins  Unendliche  sich  erstrecken,  und   ein  Scheitel- 
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punkt  von  selbst  erkennbar  sind.  Für  die  angegebenen  Gleichungen 
dient  der  Doppelpnnkt  als  Anfangspunkt  der  Coordinaten.  Verlegt  maa 
dagegen  den  Anfangspunkt  nach  dem  Scheitelpunkte  der  Curve  und  fahrt 
die  Hilfsgrösse  u  durch  die  Kennern  der  Lehre  von  den  Hyperbelfune- 

u  e 

tiouen   geläufige  Gleichung  taug ■=-  =  lang «r-  ein,  so  wird  die  Polargleieb- 

ang  r  =  a(co£M  +  fln«)«  Jeder  vom  Scheitelpunkt  ausgehende  Leitstrahl 
schneidet  die  Curve  in  zwei  zusammengehörigen  Punkten.  Die  Normalen 
an  zusammengehörige  Punkte  schneiden  sich  auf  einer  Parabel,  der  so- 
genannten adjungirten  Parabel,  deren  Beziehungen  zu  der  logocyklischeo 
Gurve  selbst  mit  Hilfe  der  Hyperbel funetionen  enthaltenden  Gleichung 
entwickelt  werden.  Diese  Bemerkung  soll  nur  in  aller  Kürze  verständ- 
lich machen,  was  die  Einleitung  über  Curvenanalogie  und  die  in  einem 
2.  Capitel  zusammengefassten  Haupteigenschaften  der  Hyperbelfunctionen 
bezweckt.  Auf  die  angedeuteten  Beziehungen  näher  einzugehen  unter- 
lassen wir,  indem  wir  ausdrücklich  auf  die  Günther' sehe  Schrift  hin- 
weisen. Die  Leser  derselben  werden  sich  überzeugen,  dass  die  hier  voll- 
zogene Einführung  von  Hyperbelfunctionen  mehr  als  ein  blosser  Rech- 
nungsbehelf ist  und  dass  es  Herrn  Günther  mittels  ihrer  gelungen  ist, 
symbolische  Formeln  von  Booth  in  wahre  Gleichungen  umzusetzen. 

Camtob. 


Dr.  Kurd  Lasswitz,  Die  Lehre  von  den  Elementen  während  des  Ueber- 
ganges  von  der  scholastischen  Physik  zur  Corpusculartheorie. 
Programm  des  herzogl.  Gymnasium  Ernestinum  zu  Gotha  auf 
Ostern  1882  (Progr.  Nr.  679).  4°.  21  S. 
Die  physikalischen  Grundanschauungen  von  dem  Wesen  der  Materie 
und  deren  Zusammensetzung  bat  im  Laufe  der  Zeiten  vielfach  gewechselt. 
Alle  diese  in  einer  Zeitepoche  vorgekommenen  Wandlungen  aufzeichnen, 
hiesse  eine  Geschichte  der  Physik  und  der  Chemie  in  den  beiden  gemein- 
samen Theilen  während  der  betreffenden  Periode  niederschreiben,  und 
mit  einem  solchen  weit  ausgreifenden  Plane  scheint  Herr  Lasswitz 
etwa  für  die  Jahrhunderte  von  Lionardo  da  Vinci  bis  Leibnitz  6ich 
zu  tragen.  Eine  erste  Probe,  zugleich  einen  ersten  Beweis  seiner  Be- 
fähigung zu  derartigen  Forschungen  hat  der  Verfasser  in  der  Viertel- 
jahrsschrift für  wissenschaftliche  Philosophie  III ,  408  —  434 ,  in  der  Ab- 
handlung „Die  Erneuerung  der  Atomistik  in  Deutschland  durch  Daniel 
Sennert"  niedergelegt,  und  was  er  jetzt  als  ungemein  interessante  Pro- 
grammbeilage veröffentlicht,  ist  ein  zweites  Musterstück,  gleich  geeignet, 
die  Begierde  nach  dem  Genüsse  des  Ganzen  zu  reizen,  welches  Herr 
Lasswitz  uns  nicht  länger  vorenthalten  sollte.  Wir  sind  überzeugt, 
dass   es  ihm  nicht  schwer  fallen  kann,   einen  Verleger  für  die  grössere 
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Arbeit  zu  finden,  und  würden  uns  ungemein  freuen,  wenn  etwa  unsere 
hier  ausgesprochene  Anerkennung  des  bis  jetzt  Gebotenen  ihm  das  Suchen 
noch  erleichtern  könnte.  Die  heute  uns  vorliegende  Programmabhand- 
lung bezeichnet  durch  ihre  Ueberschrift  den  darin  behandelten  Gegen- 
ständ mit  hinreichender  Schärfe,  die  es  überflüssig  macht,  ihn  hier  noch 
zu  erläutern.  Nur  die  Persönlichkeiten  nennen  wir,  deren  Ansichten  über 
die  Elemente  der  Körper  quellenmässige  Darstellung  finden.  Agrippa 
von  Nettesheim,  Paracelsus,  William  Gilbert,  endlich  van  Hel- 
mont  sind  es  neben  anderen  weniger  ausführlich  behandelten  Gelehrten, 
von  deren  Ansichten  ein  klares  Bild  gewonnen  wird,  Männer  von  bahn- 
brechender Wirksamkeit  auf  verschiedenen  Wissensgebieten,  von  der 
praktischen  Arzneikunde  bis  zur  speculativen  Philosophie,  so  dass  auch 
ein  Interesse  an  Herrn  Lasswitz'  Forschungen  bei  Lesern  der  ver- 
schiedensten Berufszweige  ein  durchaus  gerechtfertigtes  sein  wird.  Ist 
es  uns  gestattet,  unserer  Anzeige  noch  eine  leise  Mahnung  an  den  Ver- 
fasser beizufügen,  so  besteht  diese  darin:  er  möge  sich  mit  den  Unter- 
suchungen bekannt  machen,  welche  Herr  K o p p  in  dem  3.  Stücke  seiner 
Beiträge  zur  Geschichte  der  Chemie  (Braunschweig  1875)  unter  dem 
Titel:  „Ansichten  über  die  Aufgabe  der  Chemie  und  über  die  Grund- 
bestandtheile  der  Körper  bei  den  bedeutenderen  Chemikern  von  Geber 
bis  G.  E.  Stahl"  veröffentlicht  hat.  Cantor. 


Arithmetik  und  Algebra  nebst  einer  Geschichte  dieser  Disciplinen,  für 
Gymnasien  und  Realschulen  bearbeitet  von  E.  Bbrgold,  Professor 
am  Gymnasium  in  Freiburg  i.  B.  Karlsruhe,  Verlag  von  H.  Reuther. 
1881.     XXII,  200  8. 
„Die  nächste  Veranlassung  zur  Herausgabe  dieses  Buches"  —  mit 
diesen  Worten  beginnt  die  Vorrede  —  »war  die  Absicht,   den  Schülern 
einen  kurzen  Abriss  der  Geschichte  der  behandelten  Disciplinen  zu  geben, 
wie  er  in   unserer  Zeit  auch   für  mathematische  Lehrfächer  nicht  mehr 
fehlen   sollte.'4     Referent  braucht  nicht  erst  zu  sagen,   wie   sehr  diese 
Ansicht  von   ihm  getheilt  wird.     Nur  Eines  ist  allerdings  not h wendig: 
dass  der  Abriss  der  Geschichte  aus  guten  zweiten  Quellen  geschöpft  sei, 
vorausgesetzt,  dass  der  Verfasser  nicht  bis  zu  den  ersten  Quellen  selbst 
aufsteigen  konnte  oder  wollte,  was  in  der  That,  um  von  anderen  Grün- 
den abzusehen,  schon   als  viel  zu   zeitraubend  nicht  jedermanns  Sache 
sein  kann.     Nun  erklärt  aber  Herr  Bergold  am  Schlüsse  der  Vorrede: 
„Für  den  Geschichtsabriss  wurden  folgende  Werke  benutzt:   Kästner, 
Geschichte  der  Mathematik  (1796);  Klügel,  Mathematisches  Wörterbuch 
(1803  flgg.);  Suter,  Geschichte  der  mathematischen  Wissenschaften  (1873). 
Auch  hat    eine  schätzenswerthe  Programmarbeit,  Treutlein,   Die  Ge- 
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schichte  unserer  Zahlenzeichen  u.  s.  w.  (1875),  wesentliche  Dienste  ge- 
leistet." Im  August  1881  kennt  und  benutzt  der  Verfasser  weder  Trent- 
1  ein 's  spätere  Abhandlungen  Ueber  das  Rechnen  im  XVI.  Jahrhundert 
(1877)  und  Ueber  die  deutsche  Coss  (1879),  noch  irgend  eine  der  nicht 
ganz  seltenen  geschichtlichmatheraatischen  Schriften  von  Curtze,  Fried- 
lein, Günther,  H an kel,  Matt hiessen  oder  dem  Referenten,  um  nur 
einige  deutsche  Namen  von  selbstständigen  Forschern  zu  nennen !  Er  bat 
die  mannigfachen  Unterlassungssünden  durch  eine  einzige  Unterlassungs- 
tugend zu  mildern  gewusst.  Herr  Bergold  hat  wenigstens  Höfer, 
Histoire  des  mathdmatiques  (1874),  nicht  benützt,  sich  also  die  in  diesem 
Buche  enthaltenen  Fehler  nicht  angeeignet.  Cantok 


Lehrbuch  der  Planimetrie,  mit  Rücksicht  auf  Wo  ekel' s  Sammlung  geo- 
metrischer Aufgaben  neu  bearbeitet  von  Th.  E.  Schroeder,  Pro- 
fessor   der   Mathematik    und   Physik    am    königl.   Gymnasium    zu 
Nürnberg.     III.  Aufl.  der  Planimetrie  von  Fischer.     Mit  6  Figu- 
ren tafeln.     Nürnberg  1882,  Verlag  der  Friedrich  Komischen  Buch- 
handlung.    VIII,  288  S. 
Das  uns  unterbreitete  Buch  ist  ein  Schulbuch,  d.  h.  für  den  unmit- 
telbaren Gebrauch    des  Schülers   bestimmt,   wenn   auch   die  Leitung   des 
Lehrers,  wie  immer,  vorbehalten  und  ihr  ein  gewisser  Spielraum  Überlassen 
bleibt.     Das  Buch  setzt,  wie  der  Titel  es  auch  ausspricht,  die  Mitbenutz- 
ung eines  andern  Buches  voraus,  der  gleichfalls  durch  Herrn  Schroeder 
herausgegebenen,   ursprünglich  Wo  ekel1  sehen  Geometrie  der  Alten,    in 
einer   Sammlung  von   850   Aufgaben.     Mit  diesen   beiden  Bemerkungen 
ist  der  Maassstab  gegeben ,  welcher  anzulegen  ist.     Wir  haben  zu  fragen, 
ob   dem  Schüler  nicht  zuviel  zugetraut  werde,   und  haben,    deuken  wir, 
diese  Frage  mit  Nein  zu  beantworten.  .  Herr  Schroeder  setzt  allerdings 
denkfaule   Schüler  nicht  voraus,   aber   das   soll   der  Mathematiker  auch 
nicht;   und   wenn   er   ebensowenig  auf  einen  faulen  Lehrer  rechnet,  so 
stimmen   wir  erst  recht  damit  überein.     Wir  selbst  möchten,  wenn  wir 
Knaben   zu   unterrichten    hätten,   keines  Buches  uns   bedienen,   welches 
uns  überflüssig  machte.     Der  Weg ,  auf  welchem  die  Planimetrie  hier  ent- 
wickelt ist,   stimmt  soviel  als  möglich  mit  dem  der  Alten  überein.     Be- 
weise, deren  Erfinder  Jahrtausende  vor  uns  lebten,  werden  häufig  theils 
vollständig  angegeben,  theils  angedeutet.     Dass  wir  auch  damit  uns  ein* 
verstanden   erklären    werden,    bedarf  kaum   der   Erwähnung.     Ist   doch 
jedes  geschichtliche  Datum   ein  Ruhepunkt  für  den  Geist  und  eine  An* 
regnng    für   das  Interesse,    und   insbesondere  der  Grieche  ist  dem  mit 
klassischer  Speise  genährten  Gymnasialschüler  ein  heimathlich  bekannter 
Entdecker.     Wenn  wir  an  der  Art,  wie  Herr  Schröder  seine  geschieht- 
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lieben  Bemerkungen  einflicht,  eine  leise  Ausstellung  uns  gestatten  möch- 
ten, so  bezieht  sich  dieselbe,  so  wunderbar  eine  solche  Bemängelung 
klingen  mag,  auf  die  ängstliche  Gewissenhaftigkeit  im  Anführen  jüngster 
Quellen.  Was  geht  es  den  Schüler  an,  ob  die  Bemerkung,  dieser  oder 
jener  Satz  rühre  von  diesem  oder  jenem  Entdecker  her,  von  Bret- 
schneider,  Fried  lein,  Günther,  dem  Referenten  u.  A.  gemacht 
worden  ist?  Vor  ihm  will  doch  Herr  Schroeder  sich  weder  rechtferti- 
gen, noch  der  Verantwortlichkeit  für  die  geschichtlichen  Behauptungen 
entladen.  Lehrern  gegenüber  konnte  aber  eine  solche  entlastende  Be- 
rufung füglich  iii  der  Vorrede  ausgesprochen  werden.  Im  Körper  des 
Buches,  wo  uns  S.  29,  4J,  54,  56,  65,  80,  97,  131,  137,  149,  171,  180, 
237  solche  Verweisungen  aufgefallen  sind,  können  sie  nach  unserem 
Dafürhalten  pädagogisch  nur  schädlich  wirken,  im  günstigsten  Falle  über- 

flü88iS  sein-  Cäntor. 


Illustrirtes  Hand-  und  Hilfsbuch  der  Flächen-  und  Körperberechnung. 
Für  den  Schul-  und  Selbstunterricht  bearbeitet  von  H.  Schuberth, 
Lehrer  an  der  Stadt  Gewerk-  und  Sonntagsschule  in  Siegen.    Mit 
150  vollständig  berechneten,   der  Praxis  entnommeneu  Aufgaben 
und  177  Figuren  auf  9  lithographirten  Tafeln.     Berlin  1881,  Ver- 
lag von  J.  Horrwitz.     163  S. 
Der  Verfasser   steht    mit    den   Worten    seiner  Vorrede    in    einigem 
Gegensatze  zu  dem  Titel  des  Buches.     Dort  meint  er,   die  vorliegende 
Arbeit  könne  mit  grösstem  Vortheile  dem  Unterrichte  in  der  berechnen- 
den Geometrie  als  Grundlage  und  dem  Lehrer  zur  Vorbereitung  für  seine 
Unterrichtsstunden  dienen,  hier  nennt  sich  das  Buch  für  den  Schul-  und 
Selbstunterricht  bearbeitet.     Wir  glauben,  dass  das  Vorwort  die  Absicht 
mit  grösserer  Treue   ausspricht.     Herr  Schuberth   hat   für  den  Lehrer 
geschrieben,    und    zwar    für    den   Lehrer   an   einer  Gewerbeschule,    der 
Schüler  zu   unterrichten  hat,  welchen  die  Sprache  der  Baugewerbe  und 
der  praktischen  Maschinenlehre  geläufig  ist,  und  welchen  Aufgaben  von 
mitunter   nicht    sofort    einleuchtender  Auflösung    im  Leben   schon  vor- 
gekommen   sein   mögen,    ihnen  so   das  Interesse  an   einer  Wissenschaft 
eröffnend,  welche  vom  einzig  theoretischen  Gesichtspunkte  aus  kaum  ver- 
möchte, ihre  Aufmerksamkeit  zu  fesseln.     Der  Lehrer  einer  solchen  An- 
stalt wird  aus  dem  Gange  des  Schuberth 'sehen  Buches  Mancherlei  für 
seine  Zwecke  sich  aneignen  können,  Manches  wird  er  auch  nachsichtslos 
beseitigen  müssen.     So  z.  B.  wird  er  nicht  Hypothenuse,  sondern  richtig 
Hypotenuse  schreiben  lassen,  so  oft  das  Wort  vorkommt;  er  wird  S.  43 
nicht  l  +  co*i4  =  2  cos%^B  setzen   und  dann  B  fortwährend  gebrauchen, 
sondern   von    1+ cos A  =  2  cos2^ /4  die  nöthige  Anwendung  machen;    er 
wird  nicht  mit  S.  48  sagen,  ein  Antiparallelogramm  sei  dasjenige  Paral- 
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lelogramm,  bei  welchem  die  Seitenlinien  von  gleicher  Lange  nnd  unter 
gleichen  Winkeln  nach  entgegengesetzter  Richtung  geneigt  sind;  ebenso- 
wenig wird  er  mit  8.  88  von  doppelt  gekrümmten  Flächen  reden  nnd  die 
Kugelfläche  als  solche  bezeichnen,  weil  sich  auf  derselben  in  keiner 
Richtung  eine  gerade  Linie  flehen  lasse;  kurzum,  er  wird  bei  der  Be- 
nutzung des  Buches  fortwährend  mit  Vorsicht  verfahren,  um  sich  der 
nicht  seltenen  Druckfehler  und  stylistischen  Ungenauigkeiten  zu  erwehren. 
Wohl  aber  wird  er  bald  bemerken,  dass  diese  Mängel  nur  verhUtniss- 
mässig  geringe  sind  gegenüber  von  den  vortrefflich  gewählten  Beispielen 
und  den  meistens  sehr  deutlichen  nnd  lehrreichen  Zeichnungen.  Er  wird 
also  das  Buch,  wie  uns  scheint,  im  Ganzen  gern  benutzen  und  anch 
keinen  Anstoss  daran  nehmen,  dass  manche  Regeln  der  Längen-,  Fial- 
chen-, Körperansmessung  nur  angegeben  und  nicht  abgeleitet  sind. 

Cantor. 


Ueber  einige  Arten  der  Ansstenervertiohernng,  insbesondere  die  Militto- 
dienstversichernng,  von  Dr.  Augost  Amthor.  Separatabdrnck 
aus  dem  Programm  des  Gymnasiums  zum  heiligen  Kreuz  in  Dres- 
den. Ostern  1882.  4°.  46  S. 
Wenn  Herr  Amthor  durch  seine  im  Jahrg.  1880  dieser  Zeitschrift 
abgedruckte  Abhandlung  Über  das  Rinderproblem  des  Archimedes  sich 
als  unerschrockener  Rechner  zu  erkennen  gegeben  hat,  so  hat  er  in  der 
uns  vorliegenden  Programmbeilage  die  gleiche  Eigenschaft  in  erhöhtem 
Maasse  bewährt.  Der  mathematische  Gedanke,  welcher  allem  mit  3er 
Lebensdauer  zusammenhängenden  Versicherungswesen  zu  Grunde  liegt, 
ist  gewiss  ein  ungemein  einfacher,  aber  der  Weg  von  diesem  Gedanken 
gleicher  Leistung  und  Gegenleistung  für  alle  einer  Versicherungsciasse 
angehörigen  Individuen  unter  Reduction  aller  Summen  auf  einen  nnd 
denselben  Zeitpunkt  und  unter  Miteinrechnung  der  erwachsenden  Betriebs- 
kosten bis  zur  Ableitung  der  ihm  entsprechenden  Buchstaben  formein  ist 
schon  ein  recht  mühseliger,  und  nun  gar  erst  die  Einsetzung  der  durch 
die  Statistik  gelieferten  bestimmten  Zahlenwerthe  erfordert  eine  Sicher- 
heit im  Rechnen,  welche  der  Unfehlbarkeit  nahestehen  muss.  Grund 
genug  für  viele  Mathematiker,  den  Fragen  praktischer  Wahrscheinlich- 
keitsrechnung fern  zu  bleiben,  und  da  andererseits  zur  Prüfung  derarti- 
ger Rechnungen  immerhin  etwas  Mathematik  erforderlich  ist,  die  den 
Berufsrechnern  meistens  fehlt,  so  ist  es  doppelt  dankenswerth,  wenn 
Persönlichkeiten,  die  in  beiden  Sätteln  gerecht  sind,  sich  zum  allgemei- 
nen Wohle  opfern.  Fehlt  es  doch  neben  Versicherungsanstalten  auf 
richtiger  Grundlage  auch  nicht  an  solchen,  welche  die  Leichtgläubigkeit 
und  Unwissenheit  zu  missbrauchen  gegründet  scheinen  und  deren  Schäd- 
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lichkeit  das  Publicum,  auf  dessen  absichtliche  oder  unabsichtliche  Aus- 
beutung es  hinausläuft,  nur  dem  Mathematiker  allenfalls  glaubt,  wenn 
es  auch  ein  leichtes  Kriterium  zur  ersten  eigenen  Prüfung  an  der  Hand 
hätte,  darin  bestehend,  dass  alle  wie  immer  gearteten  Lebensversiche- 
rungssatzungen falsch  sind ,  welche  die  Leistungen  für  eine  Versicherungs- 
classe  durch  eine  andere  mit  aufbringen  lassen,  ohne  dass  Gegenseitig- 
keit darin  stattfände;  vergl.  z.  B.  die  Satzungen  der  sogenannten  Reichs- 
versicherungsbank in  Bremen. 

Dass  Herr  Amt  hör  diesem  einfachsten  Gedanken  unentwegt  treu 
bleibt,  brauchen  wir  nicht  erst  zu  sagen;  wokl  aber  dürfte  es  nicht  un- 
angemessen sein,  auf  eine  kleine  absichtliche  Ungenauigkeit  hinzuweisen, 
welche  den  Gegenstand  einer  brieflichen  Unterredung  zwischen  dem 
Verfasser  und  uns  gebildet  hat. 

Die  Zahl  der  gleichzeitig  Geborenen,  welche  zur  Militärdienstver- 
sicherung sich  melden,  betrage  a0,  und  von  diesen  erreichen  an  das  ntQ} 
beispielsweise  aw  das  20.  Lebensjahr,  mithin  das  Alter,  in  welchem  erst- 
malig die  Frage  nach  Einstellung  in  das  stehende  Heer  oder  nach  Be- 
freiung, beziehungsweise  Ueberweisung  zur  Ersatzreserve,  oder  auch  nach 
vorläufiger  Zurückstellung  zur  Entscheidung  kommt,  eine  Frage,  die  für 
die  Zurückgestellten  bei  Erreichung  des  21.  Lebensjahres  in  allen  drei 
Unterabtheilungen ,  bei  Erreichung  des  22.  Lebensjahres  mit  den  beiden 
ersten  Möglichkeiten  sich  erneuert.  Die  seltenen  Fälle  noch  späterer 
Entscheidung  sind  bei  der  Berechnung  ausgeschlossen.  Die  Bedingungen 
der  Versicherung  sind  in  dem  Normalfalle  folgende:  die  Prämienzahlung 
des  Versicherten  erfolgt  jährlich  bis  zum  31.  December  des  Jahres,  in 
welchem  der  Versicherte  das  20.  Lebensjahr  vollendete.  Stirbt  der  Ver- 
sicherte vor  Erreichung  der  Militärzeit,  so  verfallen  die  gezahlten  Prä- 
mien der  Anstalt.  Die  versicherte  Summe  wird  in  vier  Jahresraten  zahl- 
bar mit  dem  Augenblicke  der  Einstellung  des  Versicherten  in  das  Heer 
oder  die  Flotte;  sollte  der  Versicherte  innerhalb  der  gesetzlichen  drei- 
jährigen Dienstzeit  sterben,  so  ist  damit  die  Zablungspflicbt  der  Anstalt 
für  keinen  Theil  der  versicherten  Summe  aufgehoben.  Wird  der  Ver- 
sicherte von  der  Dienstpflicht  befreit  oder  der  Ersatzreserve  überwiesen, 
so  werden  drei  Viertel  der  gezahlten  Prämien  ohne  Zinsen  zurückver- 
gütet. Nimmt  man  nun  an,  es  werden  dt,  </8,  </s  Versicherte  im  20.,  21., 
22.  Lebensjahre  eingestellt  und  ft,  f%%  f9  in  eben  diesen  Jahren  frei  oder 
der  Ersatzreserve  überwiesen,  so  baut  sich  aus  diesen  Jahren  die  Summe 
der  Leistungen  auf,  zu  welchen  die  Versicherungsgesellschaft  verpflichtet 
ist.  Zwischen  den  Zahlen  a>  d,  f  findet  dabei  folgender  Zusammenhang 
statt.  Im  20.  Lebensjahre  wird  über  d,  und  fx  endgiltig  bestimmt.  Zurück- 
gestellt  werden    a 20  —  dl  —  fx ,    von   welchen    —  (PiQ—dx  —  A)  ^as  nächste 

fl20 

Lebensjahr  erreichen.     Aus  diesem  trifft  die  Entscheidung  d%  und  f%%  zu- 
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rückgestellt  werden   —  {Piq  — dx  — fö  —  d%  — f%  und   von   diesen   erreichen 
ö»o 

~|~(a«o— "*i — /l)"""^"""/«     ^afl  f°lge,|de  Lebensjahr,  in  welchem  über 

sie,  d.  h.  über  ds  und  f5  entschieden  wird.     Mithin  ist 

di  +  r3  =  af\af(aia-dl-fl)-dt-ft]^aSi-^(dl+r,)-af(di  +  fi)l 

«21  «-«80  J  "80  "*\ 

beziehungsweise 

«20  ö21  «22 

oder  auch 

«20  =  K+/'«)  +  ?SK  +  /2)+^K+^ 
a%\  «2* 

Die  hier  auftretenden  Brüche  sind  nahezu  ~^=  1,01  und  -^=  1,02,  so 

ö2i  "2* 

dass  sich  ergiebt 

^^äl+ri+di+fa+da+f9+d-^+d-^. 

Statt  dieser  richtigen  Werthe  hat  Herr  Amthor  solche  d  und  /  an- 
genommen, welche  ftw  =  dt+ft  +  d2+f2  +  «*3  +  /s  entsprechen,  hat  also 
absichtlich  die  d  und  f  vergrössert.  Mit  dieser  Vergrößerung  wächst 
nämlich  ersichtlich  die  Summe  der  der  Gesellschaft  zugemutheten  Leist- 
ungen, wachsen  folglich  auch  die  Versicherungsprämien,  wächst  endlich 
die  Solidität  der  Versicherungsgesellschaft,  das  Haupterforderniss ,  auf 
welches  zu  sehen  ist.  Cantob. 


Aufgaben  zum  Rechnen  mit  Systemzahlen  von  Oberlehrer  Karl  Hunratii. 

Programm    des    Gymnasiums    zu   Hadersleben    für    das   Schuljahr 

1881-1882.  4°.  20  S. 
Der  Verfasser  hat  gewiss  Recht,  wenn  er  dem  vortrefflichen  Joh. 
Heinr.  Traug.  Müller  darin  beipflichtet,  es  sei  im  Rechenunterrichte 
darauf  zu  achten ,  dass  nicht  das  Gedächtniss  dem  Verstände  vorauseile! 
und  dieses  werde  am  besten  dadurch  erreicht,  dass  man  den  Schüler  die 
an  dekadischen  Zahlen  erlernten  Operationen  an  einem  andern  Zahlen- 
system auszuführen  nöthige.  Herr  Hun rat h  ist  noch  ziemlich  weit  dar- 
über hinausgegangen,  indem  er  bestimmte  Beispiele  an  Zahlen  sehr  ver- 
schiedener, nicht  blos  eines  Systems  zu  rechnen  giebt  und  auch  das 
allgemeine  System  mit  der  Grundzahl  «  in  Betracht  zieht,  also  eigentlich 
schon  algebraische  Analysis  mit  seinen  Schülern  treibt.  In  welcher  Classe 
er  die  Zeit  zu  solcher  umfassenden  und  an  sich  vortrefflichen  Geistes- 
übung findet,  beziehungsweise  wie  reif  die  Schüler  bereits  sind,  mit  wel- 
chen  er  sie  vornimmt,  bat  er  leider  nicht  bemerkt.    Jedenfalls  scheint 
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uns  der  Versuch  interessant,  und  mancher  Lehrer,  der  ihn,  wenn  auch 
wohl  in  etwas  bescheideneren  Grenzen,  nachzumachen  wünschen  möchte, 
wird  sich   freuen,   in   diesem  Programm  Material  zum  Voraus  gesammelt 

aufinden-  Oantor. 


Uebungsbuch  für  den  Unterricht  in  der  Arithmetik  und  Algebra.    Nach 
der  Aufgabensammlung   von  Heis  für  höhere  Bürgerschulen,  Ge- 
werbeschulen,   Progymnasien    und    Realschulen   IL   Ordnung    be- 
arbeitet von  Dr.  Ludwig  Mattuiessen  ,  o.  ö.  Professor  der  Physik 
an   der  Universität   zu  Rostock,   früher  Professor   und  Oberlehrer 
der   Mathematik    und   Physik  am   Königl.   preuss.  Gymnasium   in 
Husum.     Köln  1882,  bei  M.  Du  Mont- Schauberg.     VI,  252  S. 
Wenn    eine    Aufgabensammlung    gleich    der    von    Heis    bereits    in 
56  Auflagen  Verbreitung  gefunden  hat,   so   verstummt  dieser  allseitigen 
Anerkennung  gegenüber  jedes  Einzellob,  wie  jeder  Einzeltadel.    Nur  eine 
Bemängelung  scheint  aus  dem  Kreise  der  Lehrer  an  den  Schulen  etwas 
niedrigerer  Rangstufe  laut  geworden  zu  sein ,  dass  nämlich  für  die  Schüler, 
welche  sie  zu  unterrichten  haben,  die  Heis'sche  Sammlung  doch  einigor- 
massen   schwierig  erscheine,   dass  es  wünschenswerth  sei,   die  leichteren 
Aufgaben  zu  vermehren  ohne  die  Weglassung  jener  höheren  Partien,  zu 
welchen    nur   eine  stufenmässigere  Einführung  hinleiten  solle.     Die  Ver- 
lagshandlung   hat    zur   Erfüllung   dieses  Wunsches   sich    an   Prof.   Mat- 
thiessen  gewandt,  sicherlich  an  die  richtige  Persönlichkeit.     Sein  1881 
in  3.  Auflage   erschienener  Commentar   zur  Heis'schen    Sammlung   ver- 
bürgt  die   genaueste  Kenntniss  des   zu   überarbeitenden   Werkes;    seine 
frühere  Thätigkeit   an  Mittelschulen   Hess   ihn    die  Bedürfnisse  derselben 
aus   eigener   Anschauung   erkennen;   seine   eigenen  Leistungen   auf  dem 
Gebiete   der  reinen,   wie   der  angewandten  Mathematik   können   als  Ge- 
währleistung  dafür   dienen,    dass   er   nicht  leichter  mit   seichter  zu  ver- 
wechseln  der  Mann   ist.    -Und   somit  können   wir  getrost   die   Hoffnung 
aussprechen,   es   werde   die  umgearbeitete  Sammlung  ihren  Zweck  nicht 
minder   erfüllen,   als  dieses  seit  Jahren  für  die  ursprüngliche  Sammlung 
sich  bewahrheitet  hat.  Cantob 

Anfangsgründe  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene  für  die  oberste 
Stufe  der  höheren  Schulen  und  zum  Selbstunterricht  bearbeitet 
von  Dr.  William  Abendroth,  Professor  am  Gymnasium  zum  heil. 
Kreuz  in  Dresden.  Mit  68  Holzschnitten.  134  S.  Leipzig  1882, 
Verlag  von  S.  Hirzel. 
Etwa  das  zehnte  Lehrbuch  über  die  gleichen  Gebiete ,  welches  inner- 
halb der  letzten  drei  Jahre  in  dieser  Zeitschrift  zur  Besprechung  gelangt 
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ist!  Sind  die  Herren  Verfasser  nicht  der  Meinung,  das  sei  etwas  zu  viel? 
Wir  zweifeln  kaum,  dass  wir  eine  meistens  zustimmende  Antwort  auf 
unsere  Frage  erhalten  werden;  nur  sind  wir  ebenso  wenig  im  Zweifel, 
ein  Jeder  werde  das  Zuviel  auf  „die  Anderen *'  beziehen!  Das  hat  ja 
bis  zu  einem  gewissen  Grade  seine  Berechtigung.  Wer  immer  beim  Un- 
terrichte das  Lehrbuch  eines  Andern  zu  benutzen  hat,  findet  zuverlässig 
Mängel  darin,  welche  er  vermieden  wünscht;  schreibt  er  dann  selbst  ein 
Lehrbuch,  so  wird  er,  wenn  er  objectiv  genug  denkt,  schon  bei  der 
zweiten ,  vielleicht  bereits  bei  der  erstmaligen  Benutzung  erkennen ,  dass 
er,  jene  früheren  Mängel  vermeidend,  andere  sich  zu  Schulden  kommen 
lies6.  Und  die  Moral  davon?  Die  lautet  nach  unserem  Dafürhalten  also: 
Es  giebt  kein  absolut  gutes  Lehrbuch ;  es  giebt  heutzutage  wenige  absolut 
schlechte;  darum  vermeide  man  die  letzteren  und  halte  sich  an  irgend 
ein  beliebiges  mittelgutes  Buch,  am  liebsten  an  ein  und  dasselbe  in 
möglich  vielen  Unterrichtsanstalten,  denn  je  mehr  ein  Buch  benutzt  wird, 
desto  häufiger  folgen  sich  die  Auflagen ,  desto  genauer  kann  es  sieh  den 
in  Zeitschriften  u.  s.  w.  laut  gewordenen  Wünschen  entsprechend  auf  der 
ITöbe  des  Zeitbedürfnisses  halten. 

Wenn  wir  diesen  Mahnruf  gegen  den  Schul partikularismus,  der  uns 
schon  einige  Zeit  auf  dem  Herzen  lag,  ganz  zufälligerweise  gerade  bei 
Gelegenheit  der  Abendroth 'sehen  Analytischen  Geometrie  ausstossen, 
so  mag  der  Herr  Verfasser  uns  denselben  nicht  verübeln.  Nicht  gegen 
ihn  besonders  ist  er  gerichtet.  Wir  geben  sogar  gern  zu,  dass  wir  sein 
Buch  mit  einigem  Vergnügen  durchlesen  haben,  dass  wir  es  in  seiner 
Klarheit,  welche  wissenschaftlicher  Auffassung  nicht  im  Wege  steht,  für 
brauchbarer  halten,  al6  manche  der  wenige  Jahre  älteren  Vetter  und 
Basen;  aber  bis  zur  Anerkennung  der  Notwendigkeit,  dass  es  geschrie- 
ben werden  musste,  können  wir  uns  nicht  versteigen.  Cantor 


A  Treatise  on  the  theory  of  determinants  with  graduated  sets  of  exer- 
cises   for  use  in   Colleges  and   schools  by  Thomas  Müir,   M.  A., 
F.  R.  S.  E.j   mathematical  master  in   the  high  school  of  Glasgow. 
London  1882.     Macmillan  and  Co.     240  pag. 
Dieses  Buch,   welches   die  Vorrede  als  sogen,  texi-book  bezeichnet, 
welches   also   die  Bestimmung  hat,    den  Schülern  statt  schriftlicher  Auf- 
zeichnungen  zu   dienen,   zerfällt  in   fünf  Abtheilungen:  eine  Einleitung 
(S.  5  —  23),  ein  Capitel  über  Determinanten  im  Allgemeinen  (S.  24 — 148), 
ein  solches  über  Determinanten  besonderer  Art  (S.  149—227),   eine  ge- 
drängte geschichtliche  Uebersicht  (S.  228  —  234),  endlich  eine  Zusammen- 
stellung der  Auflösungen    zu   den   an   den   verschiedensten   Stellen    ein- 
gestreuten Uebungsaufgaben  (S.  235 — 240). 
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Die  Einleitung   geht   von   der  Definition    ans:    man    nenne   aek 
+  dhc  +  gbf—gec  —  dbk  —  ahf  eine  Determinante  und  schreibe  dafür 

a  b  c 

d  e  f  .     Dann  wird  rückwärts  gesseigt ,  wie  von  dem  Symbole  ausgehend 

g  hk 

die  Determinante  sich  herstellen  lasse,  indem  man  die  positiven  Glieder 
von  der  Diagonale  aek  aus  erhält,  wozu  die  Verbindung  von  je  einer 
nächsten  und  entfernteren  Parallelen  auf  beiden  Seiten  dieser  Diago- 
nale, also  dh  verbunden  mit  c  und  bf  verbunden  mit  gr,  hinzutritt, 
während  die  negativen  Glieder  in  ähnlicher  Weise  aus  der  zweiten  Diago- 
nale ceg  und  deren  Parallelen  sich  ableiten.  Aus  dieser  rein  empiri- 
schen Definition  und  mechanischen  Bildungs weise  werden  nicht  weniger 
empirisch  und  mechanisch  eine  Anzahl  von  Determinantensätzen  gefolgert; 
so  der  Satz  von  der  Vervielfachung  einer  Determinante  mit  einer  Zahl 
durch  Vervielfachung  einer  Zeile  oder  einer  Columne,  so  die  Vertausch- 
barkeit  von  Zeilen  und  Columnen,  so  das  Verschwinden  der  Determi- 
nante bei  Gleichheit  zweier  Reihen,  so  die  Zerlegung  der  Determinante 
in  Producte  der  Elemente  einer  Reihe  in  je  eine  Unterdeterminante  und 
die  Anwendung  auf  die  Auflösung  linearer  Gleichungen.  Schliesslich 
wird  der  Schüler  mit  dem  Begriffe  der  Inversionen  bekannt  gemacht  und 
wird  wieder  empirisch  gezeigt,  dass  eine  von  der  Inversionszahl  Gebrauch 
machende  Zeichenregel  dieselben  Vorzeichen  für  die  Glieder  der  Deter- 
minante liefere,  wie  vorher. 

Das  Capitel  über  Determinanten  im  Allgemeinen  findet  somit 
den  Schüler  bereits  im  Besitz  einer  gewissen  Summe  von  Kenntnissen, 
was  angenehm  ist ;  zugleich  aber  auch  —  und  das  ist  die  grosse  Schatten* 
seite  der  Einleitung  —  verwöhnt  durch  leichte,  um  nicht  zu  sagen  leicht- 
fertige Inductionen,  und  deshalb  vielleicht  weniger  geneigt,  die  Not- 
wendigkeit einer  strengeren  Darstellung  einzusehen,  wie  dieselbe  ihm 
jetzt  geboten  wird.  Dieses  Capitel  bringt  nämlich  die  in  allen  Lehr- 
büchern enthaltenen  Sätze  streng  bewiesen,  auch  solche,  welche  in  der 
Einleitung  zu  vorläufiger  Kenntniss  gebracht  waren.  Die  Reihenfolge 
der  Sätze  ist  von  der  anderer  Lehrbücher  mitunter  verschieden,  und  es 
erscheint  didaktisch  sehr  gerechtfertigt,  dass  Herr  Muir  (S.  147)  in  einem 
besondern  Paragraphen  darauf  aufmerksam  macht,  dass  die  Umkehrbar- 
keit der  meisten  Sätze  der  Determinantenlehre  so  weit  gehe,  dass,  was 
dem  einen  Schriftsteller  Definition  v^ei ,  von  dem  andern  als  Lehrsatz 
bewiesen  werde  und  umgekehrt.  Beispielsweise  bringt  Herr  Muir  das 
Laplace'sche  Theorem  von  den  Determinanten  mit  Rechtecke  bildenden 
Nullelementen  erst  nach  der  Multiplication  der  Determinanten  mit  ein- 
ander, und  die  Grassmann 'sehen  alternirenden  Einheiten,  auf  welche 
Herr  Scott  sein  ganzes  Lehrbuch  ähnlichen  Inhalts  gegründet  hat,  er- 
scheinen ganz  vorübergehend  S.  146.     Dabei  ist  der  sehr  sinnentstellende 
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Druckfehler  *#-<«  =  Mr  statt  *r*«  =  — Mr  leider  übersehen  worden.  Viel- 
leicht  als  nicht  ganz  consequent  möchte  bezeichnet  werden,  das«  in 
diesem  Capitel  schon  gelegentlich  Determinanten  besonderer  Art  auf- 
treten, z.  B.  S.  88  solche,  deren  in  der  Hanptdiagonale  befindlichen  Ele- 
mente sämmtlich  =0  sind;  sie  beantworten  die  Frage  nach  denjenigen 
Permutationsformen  aus  n  Elementen,  in  welchen  kein  Element  an  seiner 
Normalstelle  sich  befindet,  eine  Frage,  die  vermuthlich  zuerst  von  dem 
Referenten  Bd.  II  8.  410  dieser  Zeitschrift  (1857)  aufgeworfen  wurde. 
Für  diese  Determinanten  hat  Herr  Sylvester  den  Namen  der  Null- 
axialen  oder  wirbellosen  Determinanten  in  Vorschlag  gebracht. 

Mit  sonstigen  Determinanten  besonderer  Art  beschäftigt  sich 
der  folgende  Abschnitt  des  Buches.  Unter  Namen  und  mit  Bezeichnungen, 
welche  in  England  allerdings  üblich  sind,  in  Deutschland  aber  nur  zum 
geringsten  Theile  sich  einzubürgern  vermochten,  erscheinen  hier  ver- 
schiedene Gattungen.     Zuerst   die    Continuants  (Kettenbruchdeterminan- 


ten).     Wenn    dabei  S.  151  von   der  Umformung  von     0   c. 


«!  bx  0   0 
<m  «2  bt  * 
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die  Rede  ist,  welche  gelinge,  indem  man 


die    erste   Columne   mit und   die  erste  Zeile  mit  —  cx,   die  zweite 

ci 

Columne  mit und   die  zweite  Zeile  mit  —  c%  u.  s.  w.  vervielfache, 

c% 

so    beruht   diese   Angabe   auf  einem   unbegreiflichen  lrrthum.     Die  Ver- 
wandlung erfolgt  vielmehr,  indem  man  die  zweite  Columne  mit  —  cx  und 

die  zweite  Zeile  mit ,    die  dritte  Columne  mit  clc2  und  die  dritte 


Zeile  mit    ,    die   vierte  Columne    mit  —  cxc%c^  und  die  vierte  Zeile 

cic% 


mit 


u.  s.   w.   vervielfacht.      Altern  ante   werden   Determinanten 


fM  f*(y)  f*{y).> 


genannt,    die   durch   Vertauschung  zweier   Varia- 


bein, etwa  x  und  y,  den  entgegengesetzten  Werth  annehmen  und  sich 
dadurch  als  alternirende  Functionen  kundgeben.  Es  folgen  die  sym- 
metrischen Determinanten   und   die  skerv  determinanis  (symmetrale  Oeter- 
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minanten),  letztere  mit  ihren  Beziehungen  zu  den  Pfaffians.  Die  als 
cyclosymmetrische  Determinante  besonders  interessante  Untergattung  der 
symmetrischen  Determinante  tritt  als  Circulant  auf.  Die  Jacobians 
(Jacobi's  Fnnctionaldeterminante)  findet  Beachtung,  und  ebenso  auch 
II esse's  Inflexionsdeterminante,  der  die  Engländer  den  Namen  Hessian 
beizulegen  pflegen.  Ja,  um  noch  einen  'weiteren  Namen  hat  Herr  Muir 
diese  Patronymika  vermehrt.  Er  nennt  Wronskian  die  Determinante, 
deren  Zeilen   aus  Functionen  einer  Variabein  und  deren  aufciuandcrfol- 

t/i    vi     y3 


gendc  Ableitungen  gebildet  sind,  also 


äyx    dy* 

dx      dx 
dx2    dx* 


dx 
dx* 


=  W,^,,^,^). 


Wir  könnten  uns  in  diesem,  wie  in  den  anderen  Fällen  immer  noch 
leichter  mit  den  Namen,  als  mit  den  Bezeichnungen  befreunden,  welche 
einen,  wie  uns  scheint,  höchst  überflüssigen  Ballast  an  Gedäcbtnissstoff 
dem  Schüler  aufladen. 

Ueber  die  geschichtliche  Darstellung  der  Entwickclung  der 
Determinantenlehre  können  wir  rasch  hinweggehen.  Herr  Muir  selbst 
betrachtet  dieselbe  keineswegs  als  eine  erschöpfende  und  verweist  dafür 
auf  seine  ausführliche  Abhandlung,  welche  im  Octoberheft  1881  des 
Quarterly  Journal  of  Mathematics  zum  Abdruck  gekommen  ist. 

Die  sehr  zahlreichen  Uebungsaufgaben  tragen  zur  Brauchbarkeit  des 


Werkes  bei. 


Cantor. 


Bibliographie 

vom  1.  Juli  bis  15.  August  1882. 


Periodische  Schriften. 
Physikalische  Abhandlungen  der  königl.  preuss.  Akademie  d.  Wisse  nscb. 

Ans  dem  Jahre  1881.     Berlin,  Dümmler.  8  Mk. 

Bulletin  de  l'Acaddmie  des  sciences  de  St.  P&ersbourg.     Tome  28,  Nr.  1. 

Leipzig,  Voss.  pro  compl.  9  Mk. 

Mdmoires  de  l'Acaddmie  des  sciences  de  St.  Pe'tersbourg.    7.  Serie.    Tome 

30,  Nr.  3  —  5.     Leipzig,  Voss.  9  Mk.  20  Pf. 

Beobachtungen    der    meteorologischen   Stationen   im   Königreich   Bayern. 

4.  Jahrg.,  1.  Heft,  herausgegeben  von  W.  v.  Bezold  und  C.  Lang. 

München,  Ackermann.  pro  compl.  18  Mk. 

Jahresbericht  der  grossberzogl.  badischen  meteorologischen  Centralstation. 

Nr.  13,  f.  d.  J.  1882.     Karlsruhe,  Braun.  1  Mk.  50  Pf. 

Journal  für  reine  und  angewandte  Mathematik ,  begr.  v.  Cbbllb,  heraus- 
gegeben v.  C.  L.  Kronecker  und  W.  Weibrstrass.    93.  Bd.  l.Heft. 

Berlin,  G.  Reimer.  pro  compl.  12  Mk. 

Jahrbuch   über  die  Fortschritte  der  Mathematik.     12.  Bd.  Jahrg.  1880, 

l.Heft,  herausgegeben  von  Ohrtmann.     Berlin,  G.Reimer.     7  Mk. 
Fortschritte  der  Physik  im  Jahre  1877.  33.  Jahrg.,  redig.  v.  B.  Sohwalbb. 

3.  Abth.:  Physik  der  Erde.     Berlin,  H.  Reimer.  10  Mk.  50  Pf. 
im  Jahre  1880.     36.  Jahrg.,   redig.  v.  Neesen.     1.  Abth.:  Allgem. 

Physik  und  Akustik.     Ebendas.  7  Mk. 

Bibliotheca  historico  -  naturalis ,   physico  -  chemica  et  mathematica,  ed.  F. 

Frenkel.      31.  Jahrg.   2.  Heft,    Juli  -  December   1881.      Göttingen, 
'Vandenhoeck  &  Ruprecht.  1  Mk.  80  Pf. 

Geschichte  der  Mathematik  und  Physik. 
Heller,  A.,  Geschichte  der  Physik  von  Aristoteles  bis  auf  die  neueste 

Zeit.     1.  Bd.:  Von  Aristoteles  bis  Galilei.     Stuttgart,  Enke.    9  Mk. 

* 

Beine  Mathematik. 

Krazbr,  A.,  Theorie  der  zweifach  unendlichen  Thetareiben  auf  Grund 
der  Riemann'schen  Thetaformel.     Leipzig,  Teubner.     3  Mk.  60  Pf. 

Prym,  F.,  Untersuchungen  über  die  Riemann'sche  Thetaformel  und  Cha- 
rakteristikentheorie.    Ebendas.  6  Mk. 


Bibliographie.  199 


Netto,  E. ,  Substitutionentheorie  und  ihre  Anwendung  auf  die  Algebra. 
Leipzig,  Teubner.  6  Mk.  80  Pf. 

Hbun,  K.,  Die  Kugelfunctionen  and  Lamd'schen  Functionen  als  Deter- 
minanten. (Dissert.)  Göttingen,  Vandenhoeck  &  Ruprecht.  1  Mk.  60  Pf. 

Hocrvar,  F.,  Zur  Integration  der  Jacobi'schen  Differentialgleichung 
Ldx+Mdy  +  N(xdy  —  y  <**)  =  <>•    (Akad.)    Wien,  Gerold.    40  Pf. 

Pick,  A.,  Ueber  die  Integration  hyperelliptischer  Differentiale  durch 
Logarithmen.     Ebendas.  40  Pf. 

Gegknbaürr,  L.,  Das  Additionstheorem  derjenigen  Functionen,  welche 
bei  der  Entwickelung  von  exi  nach  den  Näherungsnennern  regulärer 
Kettenbrüche  auftreten.     (Akad.)     Wien,  Gerold.  25  Pf. 

Klimpkrt,  R.,  Kurzgefasstes  Handbuch  der  Arithmetik  und  Algebra. 
Düsseldorf,  Schwann.  3  Mk. 

Wallbntin,  F.,  Lehrbuch  der  Arithmetik  für  die  Obercl.  d.  Gymn.  u. 
Realsch.     Wien,  Klinkhardt.  3  Mk. 

Simon y,  O.,  Ueber  eine  neue  Reihe  mathematischer  Erfahrungssätze. 
(Akad.)     Wien,  Gerold.  1  Mk.  50  Pf. 

Nrhls,  Cii.,  Ueber  graphische  Rectification  von  Kreisbögen  und  ver- 
wandte Aufgaben.     Hamburg,  Jenichen.  1  Mk.  50  Pf. 

Fikdler,  W.,  Cyklographie  oder  Construction  der  Aufgaben  über  Kreise  « 
und  Kugeln  und  elementare  Geometrie  der  Kreis-  und  Kugelsysteme. 
Leipzig,  Teubner.  9  Mk. 

Rridt,  F.,  Die  trigonometrische  Analysis  plani  metrisch  er  Construction6- 
aufgaben.     Ebendas.  1  Mk.  20.  Pf. 

Zeuthbn,  H.,  Grnndriss  einer  elementar -geometrischen  Kegelschnitts- 
lehre.    Ebendas.  2  Mk. 

Dziobbk,  O. ,  Neue  Beiträge  zur  Theorie  des  Pascal' sehen  Sechsecks. 
Berlin,  Dümmler.  1    •  1'.  20  Pf. 

Zimmermann,  O. ,  Vermischte  Aufgaben  und  Lehrsätze  über  Kegelschnitte 
und  Curven  III.  O.  mit  1  Doppelpunkt.     Berlin,   Friedländer  &  S. 

1  Mk. 

Drasch,  H.,  Beitrag  zur  synthet.  Theorie  der  Curven  III.  0.  mit  1  Dop- 
pelpunkt.    (Akad.)    Wien,  Gerold.  1  Mk. 

Lb  Paigb,  C,  Ueber  conjugirte  Involutionen.     Ebendas.  15  Pf. 

Schmidt,  E. ,  Handbuch  zur  Discussion  von  Curven  und  Oberflächen. 
Hamburg,  Behre.  3  Mk. 

Alle,  M.,  Beiträge  zur  Theorie  des  Doppelverhältnis6es  und  der  Kaum- 
collineation.     (Akad.)     Wien,  Gerold.  30  Pf. 

Eschebich,  G.  v.,  Die  Construction  algebraischer  Flächen  aus  der  Anzahl 
der  sie  bestimmenden  Punkte  mittelst  reeiproker  Flächenbündel. 
Ebendas.  20  Pf. 

Weyk,  E.,  Ueber  gemeinschaftliche  Bisecanten  algebraischer  Raumcurven. 
Ebendas.  15  Pf. 


200  Historisch  -  literarische  Abtheilung. 


Angewandte  Mathematik.  i 

Petersen,  J.,    Lehrbuch    der  Statik    fester   Körper.     Deutsche  Ausgabe 

von  R.  v.  Fischer-  Bbnzon.     Kopenhagen,  Host  &  S.     3  Mk.  60  Pf. 
Mach,  E.,  Ueber  GnebhanPs  Darstellung  der  Aequipotentialcurven.  (Akad.) 

Wien,  Gerold.  20  Pf. 

Stefan,   J.,    Ueber   die   Kraftlinien   eines   um    eine  Axe   symmetrischen 

Feldes.     Ebendas.  30  Pf. 

Hohmann,  F.,  Beschreibung,  Theorie  und  Gebrauch  des  Präcisions-  Polar- 

planimeters.     Erlangen,  Deicheit.  2  Mk, 

Klausek,  IL,  Die  Vermessungskunde.  Reichenberg,  Schöpfer.  2Mk.  40  Pf. 
Beer,  A.,    Einleitung   in  die  höhere  Optik.     '/.Aufl.,  bearbeitet  von    V. 

v.  Lang.     Braunschweig,  Vieweg.  9  Mk. 

Becka,  G.,  üeber  d.Bahn  des  Planeten  Ino(173).  (Ak.)  Wien,  Gerold.  20  Pf. 
Gruss,  G.,  Ueber  die  Bahn  der  Lorcley  (165).     Ebendas.  25  Pf. 

Physik  und  Meteorologie. 

LECnER,  E. ,  Ueber  Ausstrahlung  und  Absorption.   (Akad.)    Wien,  Gerold. 

90  Pf. 

Obermayer,  A.  v. ,  Versuche  über  die  Diffusion  von  Gasen.  II.  Abth. 
Ebendas.  30  Pf. 

Wesbndonck,  H.,  Untersuchungen  über  die  Spectra  der  Kohlenstoffver- 
bindungen.    (Dis8ert.)     Berlin,  Mayer  &  Müller.  1   Mk.  80  Pf. 

Glausiub,  R.,  Ueber  die  verschiedenen  Maasssysteme  zur  Messung  elek- 
trischer und  magnetischer  Grössen.     Leipzig,  Barth.  60  Pf. 

Wiedemann,  G.,  Die  Lehre  von  der  Elektricität.     Zugleich  3.  Aufl.  der 

Lehre  vom  Galvanismus   und   Elektromagnetismus,     i.  Bd.     Braun-  j 

schweig,  Vieweg.  20  Mk. 

Wild,  II.,  Das  magnetische  Ungewitter  vom  30.  Jan.  bis  1.  Febr.  1881. 
(Petersb.  Akad.)     Leipzig,  Voss.  2  Mk. 

Stefan,  J.,  Ueber  die  magnetische  Schirmwirkung  des  Eisens.  (Akad.) 
Wien,  Gerold.  50  Pf. 

Wächter,  F.,  Ueber  die  materiellen  Theile  im  elektrischen  Funken. 
Ebendas.  50  Pf. 

Wassmuth,  A. ,  Ueber  die  speeifische  Wärme  stark  magnetisirten  Eisens 
und  das  mechanische  Aequivalent  einer  Verminderung  des  Magne- 
tismus durch  Wärme.     Ebendas.  20  Pf. 

Lippicu,  F.,  Ueber  polaristrobometrische  Methoden.  Ebendas.    1  Mk.  40  Pf. 

Lindemann,  E.,  Zur  Beurtheilung  der  Veränderlichkeit  rother  Sterne. 
(Petersb.  Akad.)     Leipzig,  Voss.  50  Pf. 

Wüllnbr,  A.,  Lehrbuch  der  Experimentalphysik.  1.  Bd.:  Allgemeine 
Physik  und   Akustik.     4.  Aufl.     Leipzig,  Teubner.  10  Mk. 


Historisch-literarische  Abtheilung. 


Zu  F.  KLein's  Schrift  „Ueber  Riemann's  Theorie  der 
algebraischen  Functionen".* 

Von 

Prof.  Dr.  M.  Noether 

in  Erlangen. 


Hier  liegt  eine  Schrift  vor,  welche  den  Stempel  des  Originalen  trägt: 
aus  Vorlesungen  hervorgegangen,  führt  sie  anch  den  Leser  mit  einem 
Wurfe  in  das  Innere  des  Gebiets  lebendig  ein.  Sie  stellt  den  Kenner 
der  Theorie,  oder  anch  den  Physiker,  der  sich  mit  der  Potentialtheorie 
oder  der  Stromvertheilnng  beschäftigt  hat,  unmittelbar  auf  einen  Punkt, 
von  dem  aus  er  die  Gedanken  der  Theorie  sich  einheitlich,  wie  von  selbst, 
aus  einander  entwickeln  sieht  und  die  Tragweite  und  den  Umfang  der 
Methoden  von  vornherein  Überblicken  kann. 

Aber  hat  sich  dieTheorie  der  algebraischen  Functionen 
auch  historisch  bei  Riemann  selbst  von  diesem  Punkte  aus 
entwickelt?  Hier  ist  die  Stelle,  wo  der  Kritiker  einzugreifen  bat,  und 
nicht  etwa  bei  der  Frage,  ob  Herr  Klein  bei  der  ausserordentlich  knap- 
pen Behandlung  seines  Gegenstandes  Lücken  gelassen  hat.  Solche  sind 
sicher  vorhanden ,  ohne  aber  dem  Buche  etwas  von  seinem  anregenden 
Werthe  zu  nehmen ;  der  Verf.  überlässt  eben  die  Ausführung  der  Details 
späteren  Schriften  oder  beruft  sich  dafür  auf  die  vorhandenen  Arbeiten. 
Wir  beschäftigen  uns  daher  wesentlich  nur  mit  der  Idee  der  Schrift,  und 
um  so  mehr,  als  sie  einen  der  interessantesten  Punkte  in  der  Geschichte 
der  neueren  Mathematik,  der  noch  wenig  geklärt  ist,  berührt. 

Des  Verf.  Gedankengang  ist  der:  Man  kennt  die  physikalische  Deu- 
tung der  Function  u  +  vi  eines  complexen  Arguments  *  +  yt;  u  wird  das 
Geschwindigkeitspotential  für  die  stationäre  Strömung  einer  incompres- 


*  „Ueber  Riemann's  Theorie  der  algebraischen  Functionen  und 
ihrer  Integrale.  Eine  Ergänzung  der  gewöhnlichen  Darstellungen.  Von  Felix 
Klein,  o.  ö.  Professor  der  Geometrie  a.  d.  Universität  Leipzig."  Leipzig,  B.  G. 
Teubner.    1882.    VIII  u.  82  S.  gr.  8°. 
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sibeln  Flüssigkeit  in  der  xy- Ebene,  t>=Consi.,  bez.  t*=Consf.  werden 
die  Strömlinge-,  bez.  Niveaucurven.  Das  Studium  der  Strömungen  unter 
gegebenen  Bedingungen  liefert  also  auch  umgekehrt  Definitionen  von  Func- 
tionen compl exen  Arguments.  Nun  ist  Rie mann  einerseits  sicher  durch 
die  Physik  hindurchgegangen;  andererseits  beschränkte  sich  R.,  wie  der 
Verf.  einer  Aeusserung  Prym's  entnimmt,  nicht  auf  ebene  Flächen, 
sondern  soll  auf  beliebig  gegebenen  krummen  Flächen  Functionen  des 
Ortes  studirt  haben.  Auf  solchen  geschlossenen  Flächen  aber,  welche  man 
8i ch  nur  als  einblättrig  zu  denken  braucht,  kann  man  leicht  einförmige 
Strömungen  (solche,  bei  welchen  in  jedem  Punkte,  einzelne  ausgenom- 
men, die  Geschwindigkeiten  eindeutig  gegeben  sind)  bewirken  und  studiren, 
also  auch  hierdurch  Functionen  des  Ortes  auf  diesen  Flächen  definiren. 
Zwischen  irgend  zwei  complexen  Functionen  des  Ortes,  zwei  einförmigen 
Strömungen  entsprechend,  besteht  dann  die  Beziehung,  dass  jede,  im 
gewöhnlichen  Sinne,  eine  Function  der  andern  ist:  Abhängigkeiten,  deren 
Eigenschaften  man  aber  physikalisch  von  vornherein  übersehen  kann. 

In  diesem  Gedankengange  verschwindet  zunächst  die  Schwierigkeit 
der  mehrfach  überdeckten  Flächen;  vielmehr  sieht  man,  dass  zwei  con- 
form  auf  einander  abbildbare  Flächen  für  die  Theorie  der  auf  ihnen  zu 
studirenden  Functionen  des  Ortes  gleichbedeutend  6ind,  und  man  erkennt, 
indem  man  eine  solche  Function  in  der  Ebene,  ausbreitet,  die  Bedeutung 
der  mehrblättrigen  ebenen  Flächen.  Ferner  tritt  die  Wichtigkeit  der  auf 
mehrfach  zusammenhängenden  Flächen  existirenden  geschlossenen  Cur- 
ven,  welche  die  Fläche  nicht  in  getrennte  Bereiche  zerlegen,  unmittel- 
barer hervor.  Indem  man  dieselben,  wenn  man  etwa  elektrische  Strömungen 
betrachtet,  zum  Sitze  constanter  elektromotorischer  Kräfte  macht,  über- 
siebt man,  dass  unendlich  vieldeutige  Ortsfun ctionen  existiren,  mit  Pe- 
riodicitätsmoduln;  und  da  bei  mehrfach  zusammenhängenden  Flächen 
dann  Strömungen  ohne  einzelne  Pole  (unwesentliche  Singularitätsstellen 
für  die  Function,  d.  h.  algebraische  oder  logarithmische,  die  letzteren  mit 
der  Residuensumme  0)  hergestellt  werden  können,  ergiebt  sich  die  Exi- 
stenz der  allenthalben  endlichen  Ortsfunctionen.  Weiterhin  kann  man 
die  Bedeutung  der  Zahl  p  erkennen  und  die  Zahl  der  Constanten  einer 
auf  einer  solchen  Fläche  existirenden  eindeutigen  Function  des  Ortes, 
mit  gegebenen  nur  unwesentlichen  Un Stetigkeiten  voraussehen.  Und  end- 
lich erkennt  man  —  und  dieses  ist  das  Ziel  aller  Betrachtungen  — :  dass 
für  die  geschlossene  Fläche  zwischen  je  zwei  eindeutigen  Ortsfunctionen 
wy  z  mit  nur  unwesentlichen  Unstetigkeiten  eine  algebraische  Gleich- 
ung f(w,z)  =  Q  vom  Geschlecht  p  besteht,  wobei  alle  betrachteten  Orts- 
functionen oder  deren  Differentialquotienten  rationale  Functionen  von  w 
und  z  werden. 

So  entsteht  die  Riem an n'sche  Theorie  der  algebraischen  Functionen 
und  ihrer  Integrale:    die   Integrale   zweiter  Gattung  erscheinen  als  die 
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ursprünglichen  Functionen,  aus  denen  sich  die  algebraischen  Functionen 
additiv  zusammensetzen;  für  alle  diese  Functionen  erhält  man  die  not- 
wendigen und  hinreichenden  Bestimmungsstücke.  — 

Man  kann  nicht  anders  sagen,  als  dass  der  innere  Zusammenhang 
dieses  Ideenganges  des  Verf.  bestechend  wirkt;  und  es  sind  auch  wesent- 
lich innere  Gründe,  die  den  Verf.  zu  seiner  Auffassung  führen.  Die 
von  ihm  angeführten  Belege  —  die  so  weitgehend  aufgefasste  Bemerkung 
des  Herrn  Prym,  die  Bedingungen,  unter  denen  R.  in  Göttingen 
arbeitete,  die  allgemeinen  physikalischen  (naturphilosophischen)  Specula- 
tionen  R.'s,  die  Schlussworte  seiner  Dissertation  —  lauten  alle  zu  wenig 
bestimmt,  um  als  Argumente  gelten  zu  können.  Auch  ist  jetzt  kaum 
mehr  zu  erwarten,  dass  noch  persönliche  Erinnerungen  an  R.  solches 
Material  liefern  könnten,  das  in  dieser  Frage  über  Vermuthungen  hinaus- 
zugehen gestattete. 

Dagegen  liegt  über  diese  Frage  noch  ein  Material  vor,  das  vom  Ver- 
fasser gar  nicht  erwähnt  ist:  das  sind  einige  in  den  Schriften  von  R. 
selbst  enthaltene  bezügliche  Aensserungen.  Ich  will  deren  Bedeutung 
hier  untersuchen. 

Der  Abschlags  der  Dissertation  Riemann's  —  Grundlagen  für  eine 
allgemeine  Theorie  der  Functionen  einer  veränderlichen  complexen 
Grösse  — ,  deren  erste  Ideen  R.  1847,  wohl  seit  er  Di  rieh  let  in  Berlin 
hörte,  erfasste  (Werke  S.  512),  fällt  in  den  Herbst  1851.  In  Nr.  21 
der  Dissertation  erklärt  nun  R.,  dass  die  in  Nr.  20  derselben  bezeichnete 
Anwendung  seiner  allgemeinen  Sätze  —  über  die  Definition  einer  Func- 
tion durch  von  einander  unabhängige  Bestimmungsstücke  —  die  bei 
ihrer  Aufstellung  zunächst  beabsichtigte  gewesen  sei.  Diese 
specielle  Anwendung  aber  bezieht  sich  nach  Nr.  20  auf  nichts  Anderes, 
als  auf  die  durch  eine  endliche  Anzahl  von  Grössenoperationen  au  sdrtick- 
baren  Abhängigkeitsgesetze,  insbesondere  auf  die  Theorie  der  alge- 
braischen Functionen  und  ihrer  Integrale.  Hierzu  kommt  in  der 
Einleitung  zur  Theorie  der  Ab  ersehen  Functionen  die  wichtige  Aeusse- 
rung  (Werke  S.  95):  dass  R.  auf  die  algebraischen  Theile  (genau  so  weit, 
als  Klein  dieselben  in  dem  oben  mitgetheilten  Gedankengange  ent- 
wickelt) „im  Herbste  1851  und  zu  Anfang  1852  durch  Untersuchungen 
über  die  conforme  Abbildung  mehrfach  zusammenhängender  Flächen  ge- 
führt wurde.'4 

Zur  Vervollständigung  ist  noch  hinzuzufügen,  dass  R.  in  Nr.  21  der 
Dissertation  eine  einfache  Abbild ungsaufgabe  behandelt  und  in  der  letz- 
ten Nr.  22  ausspricht,  dass  die  allgemeinste  Aufgabe  der  conformen  Ab- 
bildung zweier  beliebiger  Flächen  auf  ähnliche  Weise,  unter  Benutzung 
der  G au ss 'sehen  Untersuchungen,  behandelt  werden  könne.  — 

Zunächst  entnehme  ich  nun  aus  dem  ganzen  Entwickelungsgange 
Riemann's,  vor  Allem  aus  dem  Einflüsse  von  Gauss,  Dirichlet  und 
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Weber,  dass  die  physikalischen  Gesichtspunkte  auf  die  Ideenentwicke- 
lung  R.'s  geradezu  bestimmend  wirkten;  aber  nicht  etwa  auf  die  Ideen 
bezüglich  specieller  Functionen,  sondern  auf  die  bezüglich  der  Defini- 
tion der  Functionen  einer  complexen  Variablen  überhaupt. 
Die  Grundidee,  die  Einsicht,  auf  was  die  Fortsetzung  einer  Function, 
die  in  einem  endlichen  Stücke  der  Ebene  gegeben  ist,  beruhe,  musste 
ihm  durch  die  Potentialtheorie  geliefert  sein,  in  welcher,  in  einer  um  1 
grösseren  Dimension,  die  Functionen  wesentlich  durch  die  partielle  Dif- 
ferentialgleichung und  durch  unabhängige  Grenzbedingungen  definirt  wer- 
den. Für  R.  blieb  also  noch  hauptsächlich  die  Einführung  der  Un Stetig- 
keiten der  Function  in  die  Bestimmun g86tücke  und  die  Anwendung  des 
Dirichlet'schen  Princips  auf  diese  Fälle. 

Von  experimentellen  oder  theoretischen  Untersuchungen  über  statio- 
näre Ströme  existirte  damals,  ausser  den  hierher  zu  rechnenden  Gaus  8- 
sehen  Untersuchungen  über  den  Erdmagnetismus,  hauptsächlich  nur  die 
Kirchh off  sehe  Arbeit  über  die  stationären  elektrischen  Strömungen  in 
einer  Platte  bei  aufgesetzten  Polen  (Pogg.  Ann.  64,  1845  und  67,  1846). 

Sicher  ist  ferner,  dass  R.  das  Problem  der  Bestimmung  einer  Func- 
tion sogleich  geometrisch,  als  Problem  der  con formen  Abbildung  einer 
gegebenen  Fläche  auf  einer  zweiten ,  auffasste.  Hierfür  spricht  die  ganze 
Anlage  der  Dissertation,  insbesondere  die  oben  angeführten  Stellen,  deut- 
lich; und  wir  mögen  dabei  dahingestellt  sein  lassen,  auf  welchem  Wege, 
ob  rein  geometrisch,  ob  durch  Integralbetrachtungen,  R.  auf  seine  Ein- 
theilung  der  Flächen  nach  der  Ordnung  des  Zusammenhanges  und  deren 
Zerschneidung  gekommen  ist.  Jedenfalls  waren  hiernach  die  Beispiele, 
welche  R.  sich  bildete,  sowohl  von  frei  im  Räume  schwebenden  krum- 
men Flächen,  als  von  solchen,  die  über  die  Ebene  einfach  oder  mehrfach 
ausgebreitet  sind,  wie  dep  von  p  +  1  geschlossenen  sich  nicht  schneiden* 
den  Curven  begrenzten  ebenen  Flächen  T7,  hergenommen. 

Ebenso  erscheint  als  sicher,  dass  R.  sich  diese  Probleme  direct  redu- 
cirte  durch  conforme  Abbildung  jeder  solchen  begrenzten  Fläche  auf  die 
mehrfach  überdeckte  Halbebene;  eine  Auffassung,  welche  ihm  die  Poten- 
tialtheorie und  das  Dirichle t'sche  Princip  an  die  Hand  gaben,  analog 
der  einfachen  Abbild ungsaufgabe  in  Nr.  21  der  Dissertation. 

Endlich  ergeben  die  oben  angeführten  Stellen,  dass  R.  bei  dieser 
Operation  in  der  Theorie  der  algebraischen  Functionen,  die  er  von  vorn- 
herein zu  begründen  in  Aussicht  nahm,  seine  Hauptresultate  fand. 

Vergleicht  man  diese  Daten  mit  der  El  eingehen  Darstellung,  so 
erscheinen  an  dieser  folgende  Punkte  wohlbegründet:  Einmal  waren  die 
physikalischen  Gesichtspunkte  für  die  Grundanschauung  R.'s  massgebend 
geworden;  zweitens  beschäftigte  sich  R.  mit  den  allgemeinsten  Flächen 
von  beliebigem  Zusammenhange,  krummen  und  ebenen,  einfach  und 
mehrfach   überdeckten,   geschlossenen   und  berandeten;   drittens  wird  R. 
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der  Zusammenhang  zwischen  Station  areu  Strömungen  einer  incompressib- 
len  Flüssigkeit  in  der  Ebene  und  der  Function  einer  complexen  Variab- 
len, wie  auch  die  Thatsache,  dass  bei  conformer  Abbildung  Strömungs- 
curven  in  solche  übergehen,  also  die  Möglichkeit  der  Definition  einer 
„complexen  Function  des  Ortes41  auf  beliebiger  Fläche,  deutlich  gewesen 
sein;  und  endlich  lieferte  ihm  die  partielle  Differentialgleichung,  wie  in 
der  Physik  das  Princip  der  Ueberlagerung  der  Strömungen ,  so  das  Prin- 
cip  der  additiven  Zusammensetzung  seiner  Functionen  aus  einzelnen  ein- 
facheren. 

Als  nicht  zu  erweisen  ergiebt  sich  aber,  dass  R.  die  geschlossenen 
Flächen  vor  den  berandeten ,  mit  Ausnahme  der  geschlossenen  die  ganze 
Ebene  mehrfach  überdeckenden  Fläche,  in  seinen  Betrachtungen  wesent- 
lich bevorzugt  habe.  Weiter  wird  es,  indem  man  bedenkt,  dass  damals 
erst  der  verhältnissmässig  einfache  Fall  von  Kirchhoff  untersucht  war, 
wenig  wahrscheinlich,  dass  R.  die  experimentelle  Anordnung  für  alle  ein- 
förmigen Strömungen ,  mit  allen  Unstetigkeiten ,  deutlich  eingesehen  habe. 
Und  wenn  man  auch  diese  beiden  Dinge  zugeben  sollte,  erscheint  es 
doch  als  kaum  möglich,  dass  R.,  wie  es  jetzt  Klein  skizzirt,  die  Theorie 
jener  Strömungen  und  der  entsprechenden  Ortsfunctionen  auf  solchen 
Flächen  bi6  zur  allgemeinsten  Theorie  der  zugehörigen  algebraischen 
Gleichung  durchgeführt  habe. 

Ich  erkenne  daher,  die  Klein'sche  Auffassung  beschränkend,  nur 
den  im  Allgemeinen  leitenden  Charakter  der  physikalischen  Anschau- 
ung und  die  Bedeutung  der  conformen  Abbildung  nur  soweit  an,  dass 
R.  von  der  allgemeinsten  Abbildungs  frage  (Schlussnummer  der  Disser- 
tation) ausging,  ohne  dass  die  vollkommene  Erledigung  dieser  Frage, 
auch  nur  in  Bezug  auf  die  geschlossenen  krummen  Flächen,  für  seine 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  Vorbedingung  gewesen  wäre.  Viel- 
mehr denke  ich  mir  die  Folge  der  Entstehung  so: 

Vorausging  die  Darstellung  der  algebraischen  Function  als  eindeutige 
Function  des  Ortes  in  einer  die  ganze  Ebene  mehrfach  überdeckenden 
geschlossenen  Fläche  T.  Die  geometrischen  Betrachtungen,  welche  R.  zu 
seinen  Zerschneidungen  der  mehrfach  zusammenhängenden  Flächen  in 
Ebene  oder  Raum  führten ,  wurden  von  ihm  auch  auf  diese  mehrblättrigen 
ebenen  Flächen  T  angewandt,  wobei  Betrachtungen  der  conformen  Ab- 
bildung leitend  mitwirkten.  Sodann  betrachtete  R.  die  einfachsten  mehr- 
fach zusammenhängenden  Flächen ,  und  ich  denke  mir  hier,  einmal  wegen 
der  Anschaulichkeit,  sodann  weil  die  gewöhnliche  partielle  Differential- 
gleichung ohne  Weiteres  angewandt  werden  kann,  eine  solche  über  die 
Ebene  einfach  ausgebreitete  Fläche  S,  welche  von  mehreren  geschlossenen 
sich  nicht  schneidenden  Curven  (vielleicht  speciellen  Curven,  wie  Krei- 
sen) begrenzt  wird.  Eine  solche  Fläche  wurde  —  und  hierbei  leiteten 
die  physikalischen  Gesichtspunkte,  die  Potentialtheorie  und  das  Dir  ich- 
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let'sche  Princip  —  auf  die  mehrblättrige  Halbebene  abgebildet;  und  hier- 
nach ergab  sich  leicht  die  Einsicht  in  den  algebraischen  Charakter  der 
Beziehung  zwischen  zwei  eindeutigen  Ortsfanctionen  in  der  enteren 
Fläche  —  analog,  wie  es  Klein  für  seinen  Fall  skizzirt. 

Die  Wahrscheinlichkeit  dieses  Ganges  wird  noch  erhöht,  wenn  nun 
die  grosse  Analogie  beachtet,  die  derselbe  mit  dem  von  Herrn  Schottky 
in  seiner  Dissertation  und  seiner  Arbeit  über  conforme  Abbildung  mehr- 
fach zusammenhängender  Flächen  in  Crelle's  J.  Bd.  83  genommenen 
Gange  hat.  — 

Es  seien  noch  einige  Worte  über  den  dritten  Abschnitt  der  Klein- 
sehen  Schrift  hinzugefügt,  wenn  auch  derselbe  die  hier  bebandelte  Frage 
nicht    berührt.      Dieser  Abschnitt  giebt  Untersuchungen   über   conforme 
Abbildungen  Ton  beliebigen  Flächen,  welche  als  Ausführungen  der  An- 
deutungen  Riemann's    in    der  Schlussnummer    der  Dissertation    anzu- 
sehen   sind.     Dabei  schliesst    der   Verf.   wohl    im   Wesentlichen    an  die 
Resultate  der  oben  citirten  Schottky  'sehen  Schrift  au,  geht  aber  durch 
Betrachtung    der   allgemeinsten   Flächen    und    ihre  Anknüpfung   an  die 
Theorie    der  algebraischen   Functionen   über  diese   Resultate   bedeutend 
hinaus.     Insbesondere  ist  hierbei  auf  die  Betrachtung  der  symmetri- 
schen Flächen  und  ihre  Eintheilung  aufmerksam  zu  machen  —  Flächen 
nämlich,  welche   eine  conforme  Abbildung  in  sich  unter  Umlegung  der 
Winkel  gestatten,  und  zu  denen  z.  B.  solche,  schon  in  der  Schottky- 
sehen  Arbeit  auftretenden,  geschlossenen  Flächen  gehören,  welche  aus 
den  berandeten  entstehen,  indem  man  beide  Seiten  einer  solchen  zu  einer 
Gesammt  fläche   vereinigt.     Aber  gerade  bei  diesen  Untersuchungen,  wie 
am  Anfange  des  §  21,  wäre  eine  grössere  Ausführlichkeit  dankenswerth 
gewesen.  —  In  einer  Anmerkung  auf  S.  67  wird  noch  dem  Zweifel  Raum 
gelassen,   ob   eine  Fläche  vom  Geschlecht  p>l  nicht  unter  Umständen 
durch  unendlich  viele  discrete  conforme  Abbildungen  in  sich  übergehen 
könne.     Diese  Möglichkeit  bleibt  jetzt  ausgeschlossen ,  sowohl  durch  den 
algebraischen  Beweis,  welchen  ich  im  20.  u.  21.  Bd.  der  Math.  Ann.  ge- 
geben   habe,   als  durch   im  19.   und  20.  Bd.  der  Math.  Ann.  enthaltene 
Noten    von    Klein    über    eindeutige    Functionen    mit    linearen 
Transformationen  in   sich.     Gerade  der  letztere  Umstand  verdient 
hier  Erwähnung,  weil  er  auf  ein  neues  Gebiet  hinweist,   dessen  Ideen 
bei    allen  Forschern    wesentlich   an   den  Riemann'schen  aufgewachsen 
sind,   das   ferner  eng  mit   der  von   mir  angenommenen  Entstehung  der 
Theorie  der  algebraischen  Functionen  aus  einem  speciellen  Abbildungs- 
problem zusammenhängt  (vergl.  insbesondere  die  nachgelassenen  Formeln 
Riemann's,  Werke  Nr.  XXV,  S.  413),   nnd   das  in  seiner  Verbindung 
der  geometrischen  Betrachtungen,  der  algebraischen  Functionen  und  der 
linearen  Differentialgleichungen    eines  der  wichtigsten  der  neueren  Ans- 
lysis  zu  werden  verspricht. 
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Beitrag  zur  Geschichte  der  Mathematik. 

Von 

Dr.  Eduard  Mahler 

in  Wien. 


In  der  historisch -literarischen  Abtheilung  der  Zeitschrift  für  Mathe- 
matik und  Physik  (Bd.  XX  S.  163)  drückt  Herr  Cantor  auf  Grund  einer 
Talmudstelle*  die  Vermutbung  aus,  die  Zahl  je  =  3  sei  orientalischen 
Ursprungs.  Nach  weiteren  Auseinandersetzungen  über  diese  Talmudstelle 
sagt  Herr  Cantor:  „Dann  folgen  noch  weitere  sehr  schwer  verständliche 
Auseinandersetzungen  über  Flächeninhalte  des  Kreises ,  des  umschriebenen 
und  des  eingeschriebenen  Quadrates,  für  deren  Erläuterung  wir  sehr 
dankbar  wären.  Mögen  Gelehrte,  deren  Sprachkenntnisse,  von  mathe- 
matischem Wissen  unterstützt,  ihnen  die  Fähigkeit  verleihen,  jenes  Ma- 
terial zu  überschauen  und  zu  sichten,  sich  der  für  sie  wohl  nicht  über- 
mässigen Mühe  unterziehen.  Eine  Frage,  welche  gleichfalls  von  sol- 
cher Seite  her  beantwortet  werden  müsste,  ist  die  nach  dem  Alter  der 
betreffenden  Talmudstelle." 

Ich  habe  mich  nun  dieser  Aufgabe  unterzogen ,  aber  nicht  blos  diese 
Talmudstelle,  sondern  alle  damit  in  Zusammenhang  stehenden  und  auf 
diesen  Gegenstand  Bezug  habenden  Stellen  gesichtet  und  gefunden,  dass 
dieselben  für  die  Geschichte  der  Mathematik  von  grösster  Bedeutung  sind. 
Nicht  nur  die  Zahl  n  =  3  bat  —  wie  dies  sämmtliche  auf  den  Kreis  Be- 
zug habenden  Stellen  beweisen  —  orientalischen  Ursprung,  auch  das 
Zerlegen  eines  Flächenstückes  in  unendlich  viele  unendlich  kleine  Ele- 
mente, das  Summiren  von  unendlich  vielen  unendlich  kleinen  Flächen- 
streifen ,  somit  das  Wesen  der  Integralrechnung  findet  sich  daselbst  vor,  was 
doch  für  die  Geschichte  der  älteren  Mathematik  gewiss  von  Wichtigkeit  ist. 


Der  Inhalt  der  erwähnten  Talmudstelle  ist  folgender: 
Rabbi  Jochanan    sagt,   eine  Succha   mit  kreisförmiger  Basis  soll 
24  Ellen  im  Umfange  auf  8  Ellen  in  der  Breite  haben,   und  begründet 
dies  mit  den  Worten: 

A)   „Jedes  Kreisrund,   das  im  Umfange  3  Spannen  hat,   hat  in 
der  Breite  1  Spanne/4 
Gegen  diese  Worte  des  Rabbi  Jochanan  polemisirt  die  Gemarah, 
indem  sie  fragt: 


*  Saccha,  fol.  7,  2. 
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B)  „Um  wieviel  ist  ein  Quadrat*  grösser  als  ein  Kreis?  um  \\ 
nun,  dann  wären  ja  12  genug?" 

Hierauf  wird  erwidert,  daas  Rabbi  Jocbanan  nicht  einen  einem 
Quadrat  eingeschriebenen  Kreis,  sondern  einen  diesem  Quadrat  umschrie- 
benen Kreis  gemeint  habe ,  und  dieser  steht  zum  Quadrate  in  dem  Ver- 
hältnisse wie  3:2,  denn: 

C)  „  Ein  einem  Quadrate  eingeschriebener  Kreis  ist  um  \  kleiner 
als  das  Quadrat;  ein  diesem  Kreise  eingeschriebenes  Quadrat 
bat  die  Hälfte  des  ersten  Quadrates/1 


Wir  entnehmen  dem  bisher  Vorgebrachten,  dass  bei  den  Gemara- 
histen  allgemein  it  =  3  als  Verh Alt n isszahl  zwischen  Umfang  und  Durch- 
messer eines  Kreises  galt.  Wir  entnehmen  aber  auch«  dass  die  Gema- 
rahisten  bereits  die  Thatsache  erkannten,  dass  Fläche  eines  einem  Kreise 
umschriebenen  Quadrates  zur  Fläche  dieses  Kreises  in  dem  Verhältnisse 
4:n  (ff  =  3  vorausgesetzt)  steht  [B)  und  C)]  und  dass  die  Fläche  eines 
einem  Kreise  eingeschriebenen  Quadrates  halb  so  gross  ist,  als  die  Fläche 
des  diesem  Kreise  umschriebenen  Quadrates  [siehe  C)]. 

Es  scheint  aber  auch ,  dass  sie  die  Begriffe  Kreisumfang  und  Kreis- 
fläche mit  einander  verwechselten,  oder  wenigstens  glaubten,  dass  Ver- 
hältnisse, die  zwischen  der  Fläche  eines  Kreises  und  der  eines  Quadra- 
tes bestehen,  auch  für  die  Umfange  gelten;  denn  anfangs  wird  nur 
vom  Umfange  eines  Kreises  und  Quadrates  gesprochen  [siehe  A)], 
während  der  Satz  C),  der  die  Worte  des  Rabbi  Jocbanan  vertheidigt, 
um  so  Rabbi  Jochanan  mit  Rabbi  in  Einklang  zu  bringen,  sich 
durchaus  nur  auf  Fläche  beziehen  kann,  da  nur  die  Fläche  eines 
Quadrates  zur  Fläche  eines  ihm  umschriebenen  Kreises  in  dem  Verhält- 
nisse 2: ff  oder  —  ä  =  3  vorausgesetzt  —  2:3  steht;  keineswegs  stehen 
aber  die  Umfange  in  diesem  Verhältnisse  zu  einander.  Auch  ist  die 
Fläche  eines  einem  Kreise  umschriebenen  Quadrates  zweimal  so  gross, 
als  die  Fläche  eines  diesem  Kreise  eingeschriebenen  Quadrates;  keines- 
wegs gilt  dies  aber  für  die  Umfange  dieser  Quadrate. 

Erst  die  Baleh  Tosfeth**  erkannten  die  Thatsache,  dass  von  Fläche 
auf  Umfang  nicht  zu  schliessen  sei,  und  begründen  ihre  diesbezügliche 

*  Rabbi  (d.  i.  Rabbi  J  eh  ad  ah  Hannassi,  auch  Rabbenuhhakodausch 
genannt)  sagt,  ein  Succha  in  Form  eines  Quadrates  soll  eine  Seitenlange  von 
4  Ellen  haben. 

**  Die  Baleh  Tosfeth  waren  nächst  Raschi  die  hervorragendsten  und  bedeu- 
tendsten Commentatoren  des  babylonischen  Talmuds;  sie  lebten  4900-  6 100  n.  E. 
d.  W.,  d.  i.  1140-  1840  n.  Chr.  Geb.  Wer  der  Verfasser  jener  Tosfeth -8teUe  ist, 
ist  nicht  erwähnt,  aber  im  Allgemeinen  ist  es  Rabbi  Jitzchak  (Ri  genannt), 
der  deshalb  auch  Rabbi  Jitzchak  Baal  Tosfeth  heisst.  Er  studirte  in  Cor- 
dova  und  galt  in  ganz  Spanien  als  hervorragende  Persönlichkeit.    Er  lebte  4890 


Beitrag  zur  Geschiebte  der  Mathematik.  209 

Anschauung  damit,  dass  der  Umfang  eines  Kreises,  dessen  Diameter 
=  4  ist,  gleich  ist  dem  Umfange  eines  Quadrates  mit  der  Seitenlänge 
3,  während  die  Flächen  dieser  beiden  Figuren  nicht  gleich  sind. 

Interessant,  ja  von  grösster  Wichtigkeit  für  die  Geschichte  der  Ma- 
thematik ist  der  Beweis,  den  die  Bai  eh  Tosfeth  für  den  Satz  liefern, 
dass  Fläche  eines  Quadrates  zur  Fläche  des  ihm  eingeschriebenen  Kreises 
in  dem  Verhältnisse  4:k  oder  (n  =  3  vorausgesetzt)  4:3  steht. 

Denken  wir  uns  — •  sagen  die  BalehTosfeth  —  einen  Punkt  und 
um  diesen  einen  unendlich  kleinen  unendlich  dünnen  kreisförmigen  Faden 
gelegt;  unendlich  nahe  um  diesen  sei  ein  zweiter  unendlich  dünner  kreis- 
förmiger Faden  gelegt,  um  welchen  wieder  unendlich  nahe  ein  dritter 
unendlich  dünner  kreisförmiger  Faden  gehen  soll  u.  s.  f.,  bis  man  eine 
kreisförmige  Fläche  erhält,  deren  Durchmesser  1  Spanne  beträgt;  dann 
hat  der  Umfang  3  Spannen.  Nun  denke  man  sich  einen  Schnitt  geführt 
vom  Bande  der  Kreisfläche  bis  zum  Mittelpunkte  hin  und  die  einzelnen 
Fäden  in  ihrer  Reihenfolge  vom  äuse ersten  bis  zum  innersten  in  Geraden 
ausgestreckt  übereinander  gelegt,  so  erhält  man  ein  gleichschenkliges 
Dreieck,  dessen  Basis  3  Sp.  und  dessen  Höhe  £  8p.  beträgt.  Nun  führe 
man  wieder  einen  Schnitt  von  der  Spitze  dieses  Dreiecks  bis  gegen  die 
Mitte  seiner  Basis  hin,  so  erhält  man  zwei  rechtwinklige  Dreiecke,  die 
längs  ihren  Hypotenusen  über  einander  gelegt  ein  Rechteck  geben,  dessen 
Basis  \\  Sp.  und  dessen  Höhe  \  Sp.  ist  und  das  durch  zwei  passende 
Querschnitte  in  drei  Quadrate  von  der  Seitenlänge  =£Sp.  zerfällt. 

Nun  denke  man  sich  unendlich  viele  unendlich  dünne  Fäden  von 
der  Länge  =  1  Sp.  unendlich  nahe  an  einander  gelegt,  bis  man  ein 
Quadrat  von  einer  Seitenlänge  =  1  Sp.  erhält,  so  kann  dies  als  ein 
vorigem  Kreise  umschriebenes  Quadrat  aufgefasst  werden.  Nachdem  aber 
dieses  Quadrat  durch  passenden  Quer-  und  passenden  Längenschnitt  in 
vier  Quadrate  von  der  Seitenlänge  =  ^  Sp.  zerfallt,  so  ist  der  Beweis 
geliefert. 


Dies  ist  der  Gang  des  Beweises,  den  die  Baleh  Tosfeth  lieferten; 
wenn  er  auch  in  der  Voraussetzung  re  =  3  gipfelt,  so  ist  derselbe  doch 
nennenswerth  und  für  die  Geschichte  der  Mathematik  von  grösster 
Wichtigkeit,  da  er  das  Summiren  von  unendlich  vielen  unendlich 
kleinen  Elementen ,  das  Zerlegen  eines  Flächenstückes  in  unendlich  viele 
unendlich  kleine  Flächenstreifen,  also  das  Wesen  des  Integrirens  bringt. 

Von  Interesse  mag  auch  die  Bemerkung  sein ,  die  die  Baleh  Tosfeth 
auf  den  Satz  der  Gemarah: 


bis  4980  n.  E.  d.  W.,  d.  i.  1130—1220  n.  Chr.  Geb.    Einige  behaupten,  der  ßi  sei 
im  Jahre  4868,  d  i  1108  n.  Chr.  Geb.,  im  Alter  von  90  Jahren  gestorben. 
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D)  „Jeder  Elle  in  der  Richtung  der  Seitenlange  eines  Quadrat« 
entsprechen  1$  Elle  in  der  Richtung  der  Diagonale " 
machen. 

Denken  wir  uns  —  sagen  die  Baleh  Tosfeth  —  ein  Quadrat  mit 
der  Seitenlänge  =10  Einheiten,  so  hat  dasselbe  einen  Inhalt  von  100 
Quadrateinheiten.  Durch  einen  passenden  Quer-  und  passenden  Längen- 
schnitt kann  man  das  Quadrat  in  vier  Quadrate  von  5  Einheiten  Seiten- 
lange zerlegen.  Wäre  nun  der  Satz  der  Gemarah  richtig,  so  würde  die 
Diagonale  eines  solchen  Quadrates,  welche  gleichzeitig  die  Seite  des  dem 
gegebenen  Quadrate  eingeschriebenen  Quadrates  ist,  7  Einheiten  und 
somit  das  eingeschriebene  Quadrat  49  Quadrateinheiten  haben,  während 
es  in  der  That  50  Quadrateinheiten  hat. 

Was  die  weitere  Frage  nach  dem  Alter  der  betreffenden  TalmudsteHe 
betrifft,  so  giebt  uns  das  Buch  „Sepher  badaurauthu  (Buch  der  Ge- 
schlechter), das  die  Männer  aufzählt,  die  sich  an  der  Discussion  einer 
bestimmten  Hallachah  (rituelles  Gesetz)  betheiligten,  und  die  Zeit  an- 
giebt,  in  der  dieselben  hervorragend  wirkten,  einige  Aufklärung.  Nach 
den  Angaben  dieses  Buches  soll  Rabbi  Jochanan  im  Jahre  3948  n.  E. 
d.  W.  (d.  i.  188  n.  Chr.  Geb.)  Nassi  (d.  i.  Fürst)  geworden  sein;  also 
stammt  die  im  Eingange  erwähnte  Hallachah  jedenfalls  aus  dem  2.  Jahr- 
hundert n.  Chr.  Geb. 

Schliesslich  erachte  ich  es  als  angenehme  Pflicht,  an  dieser  Stalle 
meinem  vielgeliebten  Vater,  dem  ehrwürdigen  Herrn  Salam.  Mahler 
(Rabbiner  in  Pressburg),  meinen  innigsten  Dank  für  die  Mähe  auszu- 
sprechen, die  er  sich  gelegentlich  einer  Rücksprache  bezüglich  dieser 
Talmudstelle  nahm.  Auch  glaube  ich,  diesen  Dank  im  Namen  aller 
Fachgenossen  abstatten  zu  dürfen. 


Recensionen. 


Schlegel,  Victor,  Lehrbuch  der  elementaren  Mathematik.  4  Hefte. 
Wolfenbüttel,  bei  Zwissler. 

Die  grosse  Zahl  der  mathematischen  Lehrbücher,  welche  in  der  letz- 
ten Zeit  erschienen  sind,  spricht  dafür,  dass  das  Bedürfniss  nach  Um- 
gestaltung des  mathematischen  Unterrichts  von  sehr  vielen  Lehrern 
gefühlt  wird,  dass  aber  über  die  Art  der  Umgestaltung  keine  Einigung 
erreicht  ist.  Dabei  ist  es  besonders  erfreulich,  dass  Männer,  welche  in 
der  Wissenschaft  selbst  bereits  Tüchtiges  geleistet  haben,  ihre  Zeit  und 
Mühe  der  Abfassung  von  Lehrbüchern  widmen.  Schon  aus  diesem  Grunde 
muBS  das  Erscheinen  des  vorliegenden  Werkes  freudig  begrüsst  und  das- 
selbe einer  eingehenderen  Besprechung  gewürdigt  werden.  Referent  be- 
dauert, durch  äussere  Umstände  an  der  früheren  Abfassung  der  Anzeige 
gehindert  zu  sein. 

Herr  Schlegel  will  dem  Unterricht  nicht  einen  Leitfaden,  sondern 
ein  Lehrbuch  zu  Grunde  gelegt  wissen,  und  vertheidigt  seine  Ansicht 
mit  schwerwiegenden  und,  wie  uns  scheint,  unwiderleglichen  Gründen. 
Weil  aber  der  mathematische  Unterricht  vor  Allem  „mathematische  Bil- 
dung anstrebt,  bestehend  in  klarer  Erkenntniss  des  innern  Zusammen- 
hanges und  der  Bedeutung  der  mathematischen  Wahrheiten,  in  Ueber- 
sicht  über  das  Ganze  und  Einsicht  in  die  einzelnen  Theile",  so  soll  auch 
das  Lehrbuch  „vor  Allem  der  wissenschaftlichen  Seite  ihr  Recht  werden 
lassen,  ohne  sich  ängstlich  an  Pensa  zu  klammern".  Demgemäss  wird 
die  strengste  Eintheilung  im  Ganzen  und  im  Einzelnen,  vielfach  im  An- 
schlags an  Grassmann,  durchgeführt.  Die  Definition  der  Mathematik 
und  die  Begrenzung  der  einzelnen  Zweige,  womit  das  erste  Heft  beginnt, 
ist  vielleicht  selbst  für  einen  Primaner  noch  zu  schwer,  gehört  aber 
gewiss  zum  Besten,  was  hierüber  bis  jetzt  geleistet  ist.  Von  den  auf- 
gestellten vier  Zweigen  enthält  das  erste  Heft  die  Arithmetik  und  die 
Combinatorik ;  jede  zerfällt  in  eine  reine  und  angewandte,  die  reine 
Arithmetik  wieder  in  die  Lehre  von  den  einfachen  und  den  zusammen- 
gesetzten Zahlen.    Die  erste  behandelt  die  sieben  Grundrechnungen ,  und 
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zwar  zuerst  für  die  ganzen  positiven  oder,  wie  der  Verfasser  sagt,  die 
absoluten  Zahlen.  Erst  nachdem  diese  Lehren  Tollständig  erschöpft  sind, 
treten  die  „relativen"  Zahlen:  die  Null  and  die  negativen,  die  Eins  and 
die  umgekehrten,  sowie  die  irrationalen  Zahlen  hinzu.  Die  complexen 
Zahlen  kommen  in  diesem  Abschnitte  noch  nicht  vor,  sondern  schliessen 
sich  den  quadratischen  Gleichungen  an.  Die  Lehre  von  den  zusammen- 
gesetzten Zahlen  zerfällt  in  die  fünf  Abschnitte :  Polynome,  Proportionen, 
Gleichungen,  Reihen  und  Kettenbrüche.  Ich  gehe  auf  die  Einzelheiten, 
sowie  auf  die  Combinatorik  nicht  näher  ein,  obwohl  manche  Eigentüm- 
lichkeit lobend  zu  erwähnen  wäre;  nur  glaube  ich  auf  die  gemeinschaft- 
liche Methode  zur  Lösung  der  Gleichungen  zweiten,  dritten  und  vierten 
Grades  aufmerksam  machen  zu  müssen;  der  einfache  Grundgedanke,  näm- 
lich die  Einführung  einer  linearen  gebrochenen  Function  der  Unbekann- 
ten, muss  dem  Schüler  sofort  klar  werden  und  sein  dauernder  Besitz 
bleiben,  während  die,  auch  mitgetheilten ,  mehr  künstlichen  Methoden 
erfahrungsmässig  leicht  wieder  vergessen  werden. 

Das  zweite  Heft  behandelt  die  Geometrie,  nämlich  denjenigen  Theil 
der  Raumlehre ,  welcher  den  in  den  Gebieten  der  Geraden  und  der  Ebene 
vorkommenden  Gebilden  gewidmet  ist.  Wie  später  in  der  Stereometrie 
finden  wir  die  Eintheilung:  reine  und  rechnende  Geometrie.  Die  Berech- 
tigung dieser  Eintheilung  möchten  wir  sehr  bezweifeln;  die  Darstellung 
des  Flächenraumes  als  eines  Productes  von  Strecken  und  die  Kreisrech- 
nung sind  unseres  Erachtens  auf's  Engste  mit  der  „  reinen  "  Geometrie 
verbunden  und  finden  in  derselben  ihre  naturgemässe  Stellung.  Die 
reine  Geometrie  zerfällt  in  eine  Geometrie  der  bewegten  und  der  ruhen- 
den Gebilde.  Nachdem  in  der  Einleitung  der  Begriff  der  Richtung  vor- 
ausgesetzt und  darauf  die  Parallelentheorie  begründet  ist,  wird  die  Be- 
wegung meisterhaft  durchgeführt;  dieselbe  dient  nicht  nur  zur  wesentlichen 
Vereinfachung  der  Beweise,  sondern  bietet  auch  ein  ganz  vorzügliches 
Eintheilungsprincip ,  und  wir  bedauern  nur,  uns  dieser  Begründung  der 
Parallelensätze  nicht  anschliessen  zu  können.  Die  Geometrie  der  ruhen- 
den Gebilde  baut  sich  auf  der  Projectivität  und  diese  auf  der  perspecti- 
vischen  Lage  auf.  Kurz,  aber  klar  und  einfach  werden  Congruenz, 
Affinität,  Aehnlichkeit  und  Collineation  unterschieden,  jedoch  werden  nur 
die  beiden  letzten  genauer  behandelt.  Da  zunächst  die  ähnlichen  Drei- 
ecke einen  gemeinsamen  Eckpunkt  zum  Aehnlichkeitspunkt  haben,  so 
ergeben  sich  ihre  Eigenschaften  mit  besonderer  Einfachheit.  Daran  echliesst 
sich  die  Aehnlichkeit  bei  verkehrt- perspectivischer  Lage,  die  Lehre  von 
den  ähnlichen  Polygonen  und  die  Anwendung  auf  Kreise.  Die  Mehrzahl 
der  bei  der  Collineation  behandelten  Sätze  könnte  vielleicht  ebenso  gut 
der  Aehnlichkeitslehre  zugeordnet  werden. 

Auch  das  dritte  Heft:  die  ebene  Trigonometrie,  nebst  einer  (auch 
einzeln   verkäuflichen)   vierstelligen   Logarithmentafel,   bietet,  theilweige 
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im  Anschluss  an  Grassmann,  viele  Eigen thümlichkeiten ,  welche  gross- 
tentheils  für  Vorzüge  erklärt  werden  müssen.  Zwar  können  wir  es  nicht 
hilligen ,  dass  zuerst  der  Cosinus  spitzer  Winkel  allseitig  behandelt 
und  sogar  das  Additionstheorem  für  denselben  abgeleitet  wird,  ehe  die 
übrigen  Functionen  definirt  sind.  Wir  verkennen  die  Bedeutung  der 
Gründe  nicht,  welche  der  Verfasser  für  diese  Behandlung  anführt,  glauben 
aber,  dass  die  Wichtigkeit  dieser  Functionen  gerade  in  ihrer  Verbindung 
beruht.  Abgesehen  hiervon,  hat  uns  dieser  Abschnitt  sehr  gut  gefallen. 
Nachdem  die  Functionen  des  spitzen  Winkels  vollständig  erschöpft  sind, 
wird  der  Cosinus  eines  beliebigen  Winkels,  dessen  Schenkel  gleich  lang 
sind,  definirt  als  die  „Projection  eines  Schenkels  auf  den  andern,  divi- 
dirt  durch  den  andern".  Die  anderen  Functionen  ergeben  sich  durch 
einfache  Rechnung,  und  neben  den  hohen  wissenschaftlichen  und  päda- 
gogischen Vorzügen,  welche  dieser  Methode  eigen  sind,  fällt  es  wenig 
ins  Gewicht,  dass  auf  die  Anschaulichkeit  für  die  anderen  Functionen 
verzichtet  werden  muss.  Im  Weitern  enthält  dieses  Heft  eine  gründliche 
Theorie  der  einfacheren  unendlichen  Reihen,  bei  den  Dreiecksberechnungen 
genaue  Berücksichtigung  der  Radien  der  Kreise,  die  trigonometrische 
Lösung  der  quadratischen  und  kubischen  Gleichungen  und  unter  den 
Aufgaben  Grassmann's  Verfahren,  rationale  schiefwinklige  Dreiecke  zu 
bestimmen,  nebst  einer  Tafel  von  je  100  rationalen  rechtwinkligen  und 
schiefwinkligen  Dreiecken. 

Das  vierte  Heft ,  die  Stereometrie  und  sphärische  Trigonometrie  ent- 
haltend,.  reiht  sich  den  früheren  würdig  an.  Namentlich  muss  hervor- 
gehoben werden,  dass  es  dem  Verfasser  gelungen  ist,  die  Eintheilung 
und  die  Beweisverfahren  genau  dem  im  zweiten  Hefte  befolgten  Gange 
nachzubilden,  ein  Umstand,  welcher  unbedingt  einen  wesentlichen  Vor- 
zug vor  der  gebräuchlichen  Behandlungsweise  bildet.  Nur  die  Stereo- 
metrie der  ruhenden  Gebilde  ist  mit  Recht  weggelassen.  Gleichwie  das 
zweite  Heft  im  Anhange  eine  elementare  Theorie  der  Kegelschnitte  bietet, 
welche  sich  auf  die  Grundeigenschaft  der  Brennstrahlen  gründet,  so  ist 
dem  vierten  Hefte  eine  elementare  Beschreibung  der  Flächen  zweiten 
Grades  beigegeben. 

Schliesslich  müssen  wir  noch  erwähnen,  dass  der  gebotene  Stoff 
äusserst  reichhaltig  ist,  dass  das  erste  und  dritte  Heft  zum  Schluss  eine 
Uebersicht  über  alle  Formeln  und  Regeln  enthält,  häufig  verbunden  mit 
Anleitungen  zur  Rechnung,  dass  dem  zweiten  und  vierten  Hefte  reichliche 
Aufgabensammlungen  beigegeben  sind  und  dass  ein  Anfangs-  und  ein 
alphabetisches  Schlussregister  in  jedem  Hefte  genau  über  den  Inhalt 
orientirt. 

Was  nun  die  Form  anbetrifft,  so  ist  die  starre  euklidische  Behand- 
lung, in  welcher  jeder  Satz  für  sich  ein  kleines  Ganze  bildet,  vollständig 
verlassen.     Wie  in   den  Beweisen   die  Bewegung  in  ihrem  ganzen  Ver- 
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laufe  beschrieben  wird,  so  schreitet  anch  die  Entwicklung  in  stetigem 
Gange  fort  und  der  Lehrsatz  erscheint  stets  als  das  letzte  Glied  in  einer 
äusseret  knappen,  aber  doch  klaren  Darlegung.  Nor  wenn  die  Beweise 
des  Verfassers  sich  wesentlich  von  den  gebräuchlichen  unterscheiden, 
sind  die  letzteren  in  Anmerkungen  beigegeben. 

Wir  sehen,  es  sind  hier  ganz  einschneidende  Aenderungen  in  der 
Anordnung  des  Stoffes,  in  der  Beweisführung  und  in  der  Darstellungs- 
weise vorgenommen.  Die  Frage,  ob  der  Herr  Verfasser  zuweilen  nicht 
zu  weit  gegangen  ist,  vermögen  wir  nicht  zu  entscheiden.  Gewiss  sind 
die  in  den  Vorreden  entwickelten  Ansichten  vollständig  richtig,  wenn  sich 
auch  über  Einzelnes  noch  rechten  läset.  Aber  wie  der  Unterricht  selbst, 
so  muss  auch  das  Lehrbuch  auf  die  menschlichen  Schwächen  Rücksicht 
nehmen;  vor  Allem  muss  das  Verstand niss  erleichtert  werden,  und  wenn 
dabei  der  systematische  Aufbau  nicht  ganz  gewahrt  werden  kann,  so 
darf  in  dieser  Hinsicht  dem  Lehrer  am  ehesten  etwas  überlassen  werden. 
So  möchten  wir  den  Verfasser  bitten ,  diejenigen  Gesetze  der  Arithmetik, 
welche  nur  für  positive  ganze  Zahlen  gelten,  ausser  lieh  kenntlich  zu 
machen,  damit  sie  der  Schüler  von  den  allgemein  giltigen  Gesetzen  unter- 
scheiden könne.  Die  irrationalen  Zahlen  sind  unserer  Ansicht  nach  zu 
kurz  behandelt;  namentlich  hätten  wir  eine  Begründung  der  Möglichkeit 
gewünscht,  mit  irrationalen  Zahlen  zu  rechnen,  da  wir  hierin  wesentlich 
ein  Rechnen  mit  Ungleichheiten  erblicken. 

Einige  Beweise  haben  wir  trotz  des  eifrigsten  Bemühens  nicht  ver- 
stehen können,  z.  B.  den  Beweis  des  Satzes  (H.  II  S.  21):  Werden  zwei 
Gerade  von  einer  Anzahl  Parallelen  geschnitten,  so  verhalten  sich  die 
Strecken  auf  der  einen  Geraden,  wie  die  auf  der  andern;  ebenso  den 
ersten  Beweis  für  den  Fundamentalsatz  der  Stereometrie  (H.  IV  S.  21), 
während  der  zweite  unrichtig  ist.  In  H.  II,  S.  86,  Satz  189,  wird  ohne 
Beweis  angenommen,  dass  congruente  Polygone  immer  durch  Drehung 
um  einen  Punkt  zur  Deckung  gebracht  werden  können.  Aebnliche  Be- 
denken haben  wir  bei  den  Beweisen  der  Sätze  201,  255,  123  und  172; 
in  den  letzten  Fällen  gilt  der  Beweis  nicht  für  alle  Lagen  der  Gebilde. 

Diese  kleinen  Ausstellungen  können  dem  Werthe  des  Ganzen  keinen 
Abbruch  thun.  Kein  Lehrer  darf  es  unterlassen,  in  die  eigenthümlichen 
Methoden  und  Gruppirungen  des  Buches  einzudringen,  und  sehr  viele 
werden  mit  dem  Referenten  erkennen,  wie  grosse  Förderung  dieses  Buch 
unter  der  Leitung  eines  tüchtigen  Lehrers  dem  Unterricht  zu  gewähren 
vermag. 

Brilon.  Dr.  Killing. 


Recensionen.  2 1 5 

Scbendkl,  Leopold,  Beiträge  zur  Theorie  der  Functionen.    Halle,  bei 
H.  W.  Schmidt. 

Das  vorliegende  Werkchen  darf  auf  eine  um  so  freundlichere  Auf- 
nahme rechnen,  da  der  Herr  Verfasser,  soviel  wir  wissen,  noch  in  Japan 
weilt*  und  durch  diese  schöne  Arbeit  das  Band,  welches  ihn  mit  den 
Mathematikern  seines  Vaterlandes  verbindet,  noch  fester  knüpft. 

Der  Inhalt  steht  in  nahem  Zusammenhang  mit  dem  dreier  Abband- 
lungen, welche  der  Verfasser  in  Borchardt's  Journal  (Bde.  80,  82,84) 
veröffentlicht  hat.  Namentlich  ist  es  die  letzte,  unter  demselben  Titel 
erschienene  Abhandlung,  welche  hier  weiter  ausgeführt  ist,  und  das  dort 
aufgestellte  allgemeine  Gesetz,  welches  lehrt,  wie  man  eine  Function 
durch  eine  Reihe  mit  dem  allgemeinen  Gliede  (x  +  y)(x  +  Qy)(*'\-q*y) ... 
...  (#  +  0tt*-,y)  darstellen  könne,  liegt  auch  den  Entwickelungen  dieser 
Arbeit  zu  Grunde.  Wie  diese  Reihe  eine  Verallgemeinerung  der  Taylor* 
sehen  darstellt,  so  steht  mit  ihr  eine  Verallgemeinerung  der  Differential- 
quotienten, der  Binomialcoefficienten  u.  A.  in  engster  Verbindung.  Diese 
neuen  Betrachtungen,  deren  Keime  sich  allerdings  in  früheren  Arbeiten 
finden,  lassen,  wie  das  Werkchen  zeigt,  zahlreiche  Anwendungen  zu, 
namentlich  auf  die  Darstellung  der  elliptischen  und  der  Kugelfunctionen. 

Die  Beweise  kommen  ihrem  Wesen  nach  meistens  nur  auf  eine  Veri- 
fication  hinaus.  Darum  begnügt  sich  der  Verfasser  auch,  zu  zeigen,  dass 
die  gewonnenen  Resultate  den  gestellten  Bedingungen  formell  genügen, 
ohne  auf  Convergenzbedingungen  u.  dergl,  näher  einzugehen.  Das  war 
indessen  um  so  weniger  nothwendig,  als  die  erhaltenen  Formeln  meistens 
bekannt  sind  und  das  Interesse  vor  Allem  durch  den  Zusammenhang  mit 
der  neuen  Theorie  und  durch  die  besonders  einfache  Herleitung  bedingt 
wird.  Auf  S.  25  und  26  entwickelt  der  Verfasser  eine  neue  Auffassung 
der  unendlichen  Reihe,  nach  welcher  dieselbe  als  eine  stetige  Folge  von 
Elementen  angesehen  und  deshalb  'mit  einer  Geraden  verglichen  wird. 
Wir  haben  uns  indessen ,  abgesehen  von  der  Künstlichkeit  dieser  Auffas- 
sung, nicht  überzeugen  können,  dass  dieselbe  besondern  Vortheil  biete; 
wir  glauben  doch  nicht,  dass  er  die  Darstellung  einer  beliebigen  Func- 
tion der  Lage  eines  Punktes  in  einem  Gebiete  von  v  Dimensionen  durch 
harmonische  Kugelfunctionen  von  v  Dimensionen  hiermit  zusammenstel- 
len will. 

Brilon.  Dr.  Killing. 

J.  C.  Maxwell,   An   elementary  Treatise   on  Electricity.      Edited  by 
W.  Garnett.     Oxford  1881.     208  8. 
Das  Werk  ist  ein  Fragment  aus  dem  Nachlass  Maxwell's,  welches 
durch  Abschnitte  seines  grössern  Werkes  über  Elektricität  und  Magnetis- 

*  Herr  Schendel  ist  inzwischen  nach  Europa  zurückgekehrt.    (D.  Red.) 
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mus  von  dem  Heransgeber  möglichst  ergänzt  wurde,  so  dass  eine  ▼oll» 
ständige  Abhandlung  Über  die  elektrischen  Erscheinungen  entstanden  ist, 
soweit  diese  nicht  auf  der  Wechselwirkung  zwischen  bewegten  elektri- 
schen Massen  beruhen. 

In  der  fragmentarischen  Vorrede  $ea  Verfassers  sagt  derselbe,  dass 
er  seither  die  Ueberlegenheit  der  Methode  Faraday's  über  diejenige  der 
Orfinder  der  mathematischen  Theorie  der  Elektricität  erkannt  habe.  Dem- 
gemäss  findet  man  in  dem  Werke  manche  Gesetze  an  der  Hand  von 
Experimenten  nachgewiesen ,  die  man  gewohnt  ist  nur  als  Resultate  ana- 
lytischer Operationen  angeführt  zu  sehen. 

Nachdem  der  Verfasser  an  einzelnen  Versuchen  die  Wirkungen  der 
Elektricität  gezeigt  und  einige  Apparate  erklärt  hat,  beschäftigt  er  sich 
eingehend  mit  dem  Potential  und  leitet  Sätze  über  dasselbe  her.  Dabei 
stellt  er  interessante  Betrachtungen  an  über  Potential,  Temperatur  und 
über  Pressung  in  Flüssigkeiten,  indem  er  auf  Uebereinstimmung  und 
Abweichung  hinweist.  Auch  sucht  er  verschiedene  Sätze  Green 's  auf 
elementare  Weise  plausibel  zu  machen.  Eingehend  beschäftigt  er  sich 
mit  der  Untersuchung  des  elektrischen  Feldes;  er  untersucht  die  Gleich. 
flächen  und  Kraftlinien  und  giebt  geometrische  Constructionen  derselben 
an,  die  auf  elementarer  Grundlage  beruhen.  Verschiedene  interessante 
Beispiele  sind  auf  Steindrucktafeln  dem  Werke  beigegeben.  Weiter  unter- 
sucht der  Verfasser  die  F ara day' sehen  Inductionsröhren  (Kraftlinien- 
röhren) und  zieht  die  elektrischen  Bilder  in  Betracht.  Die  Fortpflanzung 
der  Elektricität  (Strom)  in  Leitern,  Elektrolyten  und  Nichtleitern  wird 
eingehend  untersucht.  Sowohl  die  Wärmeerzeugung  durch  Elektricität, 
als  auch  die  Erzeugung  von  Elektricität  durch  Wärme  wird  besprochen. 
Hieran  reihen  sich  die  Erzeugung  und  Erhaltung  elektrischer  Ströme, 
sowie  die  Messung  derselben.  Mit  der  Untersuchung  des  elektrischen 
Widerstands  schliesst  das  Werk  ab."  Pilgrim 


Der  Hydromotor  von  Dr.  Fleischer.     Kiel  1882. 

Die  Physik  des  Hydromotors  von  Dr.  Fleischer.    Kiel  1882. 

In  zwei  kleinen  Schriften  giebt  der  Verfasser  Auskunft  über  die 
Einrichtung  und  Theorie  seiner  Erfindung,  den  Dampfdruck  unmittelbar 
auf  eine  Wassersäule  einwirken  zu  lassen ,  um  Fortbewegung  und  Steue- 
rung von  Schiffen  aller  Art  zu  erzielen.  Es  wird  dabei  die  lebendige 
Kraft  des  Ausflusswassers  nach  Analogie  der  Reactionsmaschinen  verwer- 
tet Der  Verfasser  rechnet  auf  grösseren  NutzefFect  und  Ersparniss  an 
Gewicht,  Raum  und  Unterhaltungskosten.  p  Tech 
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Eottok,  Die  Deviationstheorie.     Berlin,  Reimer.     1881. 

Der  Verfasser  giebt  eine  vollständige  Theorie  der  Einwirkung  des 
Schiffsmagnetismns  auf  die  Compassnadel ,  hauptsächlich  zum  Gebrauch 
an  Navigationsschulen.  Bedeutet  ö  den  Deviationswinkel  der  Nadel  und 
£  den  Winkel  des  magnetischen  Meridians  mit  der  Kursrichtung,  so 
lässt  sich  6  als  Function  der  Sinus  und  Cosinus  von  £  und  2£  aus- 
drücken. Die  Coefficienten ,  die  dabei  auftreten,  werden  durch  Beobach- 
tungen von  i  für  verschiedene  £  bestimmt,  wie  an  einigen  Beispielen 
gezeigt  wird.  Da  dieselben  von  der  Intensität  des  Magnetismus  abhängen, 
so  werden  die  Aenderungen  der  Deviation  von  Ort  zu  Ort  ausführlich 
dargelegt.  Ferner  wird  die  Deviationsänderung  bei  einer  Seitenneigung 
des  Schiffes  berechnet. 

Nachdem  auf  diese  Weise  die  Deviation  nach  allen  Seiten  hin  be- 
stimmt ist,  wird  gezeigt,  wie  man  den  Fehler  durch  passende  Aufstellung 
von  Magneten  beseitigen  kann.  Endlich  wird  nachgewiesen,  wie  man 
das  Deviationsmagnetometer  zu  allen  nöthigen  Messungen  verwenden 
kann.  Die  klare  Darstellung,  die  einfache  Behandlung  und  die  Ueber- 
sichtlichkeit  rechtfertigen  vollkommen  die  Erwartung  des  Verfassers,  bei 
den  Fortschritten  im  Eisenschiffbau  einem  Bedürfniss  nach  einer  solchen 
Arbeit  entgegenzukommen.  p  Zech 


Neumann,  Vorlesungen  über  die  Theorie  des  Magnetismus.  Leipzig, 
Teubner.  1881. 
Die  im  Sommer  1857  von  dem  berühmten  Physiker  in  Königsberg 
gehaltenen  Vorträge  Über  Magnetismus  werden  hier  von  seinem  Sohne, 
dem  Leipziger  Professor  der  Mathematik,  veröffentlicht.  Es  wird  darin 
die  Theorie  der  magnetischen  Induction  gegeben ,  die  allgemeinen  Diffe- 
rentialgleichungen aufgestellt,  einige  Beispiele  aufgestellt  und  zum  Schluss 
das  allgemeine  Problem  der  magnetischen  Induction  auf  die  Ermittelung 
einer  „charakteristischen  Function •'  zurückgeführt.  p  £ECH# 


Erbb8,  Gnmdriss  der  Physik  für  höhere  realistische  Lehranstalten. 
Leipzig,  Veit.  1882. 
Der  Verfasser  ist  den  Physikern  als  Mitarbeiter  am  zweiten  Theile 
des  Lehrbuchs  der  Physik  von  Fliedner  bekannt.  Er  giebt  hier  einen 
Gnmdriss  der  Physik ,  welcher  als  Lehrbuch  für  Schüler  von  Realschulen 
erster  Ordnung  und  von  höheren  Gewerbeschulen  dienen  soll.  Wir  be- 
sitzen auf  diesem  Gebiete  schon  eine  ganze  Reihe  von  Lehrbüchern,  so 
dass  ein  Bedürfniss  für  ein  neues  nicht  vorliegt,  um  so' weniger,  wenn 
es  sich  ganz  auf  dem  hergebrachten  Wege  der  Behandlung  des  Stoffes 

ffijt-Ut.  Abttalg.  d.  Zeitiohr.  f.  Math.  «.  Fhj«.  XXVII,  6.  17 
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bewegt.  Allerdings  glaubt  der  Verfasser  den  Anforderungen  der  neueren 
Wissenschaft  Rechnung  getragen  zu  haben ,  er  verweist  z.  B.  auf  die  Ein- 
führung des  „absoluten44  Systems  statt  des  „irdischen".  (Unter  dem 
letzten  ist  natürlich  das  Conventionelle,  wie  es  Herwig  genannt  hat,  zn 
verstehen;  die  Bezeichnung  „irdisch44  ist  wenig  glücklich.)  In  dem  gan- 
zen Buche  finden  sich  aber  nur  S.  32  einige  Sätze  darüber,  die  einen 
klaren  Unterschied  nicht  begründen,  da  von  den  Einheiten  und  Dimen- 
sionen der  Einheiten  Nichts  gesagt  ist.  An  anderen  Stellen,  z.  B.  bei 
der  Schwingungsdauer  (§§  184  und  274),  ist  keine  Bücksicht  darauf  ge- 
nommen. Es  ist  dem  Verfasser  kein  Vorwurf  darüber  zu  machen:  für 
die  Stufe,  auf  die  das  Buch  berechnet  ist,  passt  wohl  die  volle  Einfah- 
rung  des  absoluten  Maasses  nicht.  Ebenso  wenig  scheinen  die  Beuleaui- 
schen  Aufstellungen  über  Maschinen  hierher  zu  gehören.  Auch  kann 
man  eine  Abhandlung  der  Meteorologie  auf  15  Seiten  eine  „eingehende41 
wohl  nicht  nennen,  wie  es  der  Verfasser  thut. 

Doch  von  alledem  Hesse  sich  absehen :  was  an  Stoff  vorgebracht  wer- 
den  soll,  hängt  von  der  Individualität  des  Lehrers  und  der  Art  der 
Schüler  ab;  jedenfalls  aber  kann  man  heutzutage  Exactheit  in  Aufstel- 
lung der  Begriffe  verlangen.  Ich  habe  früher  Gelegenheit  gehabt,  darauf 
aufmerksam  zu  machen,  wieviel  Verstösse  in  dieser  Richtung  bei  den 
gewöhnlichen  Lehrbüchern  noch  immer  vorkommen,  und  finde  auch  im 
vorliegenden  Falle  nichts  Besseres.  Sucht  man  sich  über  die  Begriffe 
Masse,  Gewicht,  Schwere  zu  orientiren,  so  findet  man  S.  7  die  Masse 
mit  Hilfe  des  Druckes  auf  die  Unterlage  definirt  und  diesen  Druck  8.  8 
als  Gewicht  bezeichnet.  Im  Folgenden  wird  dann  (S.  30)  die  Masse  als 
die  Summe  des  Trägen  am  Körper  bezeichnet  und  das  Gewicht  mit  An- 
ziehung der  Erde  oder  Schwerkraft  identificirt  und  daraus  abgeleitet ,  dass 
die  Masse  gleich  Gewicht  dividirt  durch  die  Erdbeschleunigung  sei.  Wenn 
dann  noch  der  Satz  kommt :  „  Gleiche  Massen  haben  an  allen  Orten  der 
Erde  gleiche  Gewichte",  so  wird  man  wohl  nicht  weiter  nach  klaren 
Worten  suchen  und  sich  auch  nicht  wundern ,  dass  der  Verfasser  sich 
die  Schwere  gegen  den  Erdmittelpunkt  gerichtet  denkt,  die  Anziehung 
dagegen  nicht  (vergl.  S.  6  und  120),  während  vorher  beide  gleich  gesetzt 
wurden.     Sieht  man   sich   nach   den  Schwingungen  um,   z.  B    nach  der 

Formel  für  die  Schallgeschwindigkeit  (S.  247),  so  findet  man   ay  —  und 

r    d 

wird  auf  §  163  verwiesen:  was  a  sein  soll,  steht  dort  nicht,  und  wenn 
man  auf  §  81  zurückgeht,  auf  welchen  wieder  verwiesen  wird,  so  findet 
man  abermals  zwei  verschiedene  Formeln  ohne  Andeutung,  woher  diese 
Verschiedenheit  kommt,  und  die  Definition  einer  Kraft,  die  deutlich 
zeigt,  dass  dem  Verfasser  die  absoluten  Maasse  noch  fremd  sind.  —  Die 
Ausstattung  des  Buches  ist  sehr  zu  loben.  p  ~ 
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Aufgaben  ans  der  analytischen  Geometrie  der  Ebene,  von  Dr.  Adolf 
Hochheim,  Professor.  Heft  I.  Die  gerade  Linie,  der  Funkt,  der 
Kreis.  A.  Aufgaben,  79  S.  B.  Auflösungen,  102  S.  Leipzig 
1882 ,  bei  B.  G.  Teubner. 
Wenn  in  jeder  Wissenschaft  das  Wissen  von  dem  Können  bis  zu 
einem  siebern  Grade  zu  unterscheiden  ist,  wovon  jenes  durch  den  theo- 
retischen Unterricht  eines  Lehrers,  dieses  nur  durch  eigene  Thätigkeit 
des  Schülers  erworben  werden  kann,  so  ist  diese  Unterscheidung  in  der 
Mathematik  ganz  besonders  zu  machen.  Es  kommt  hinzu,  dass  hier  das 
Können  neben  dem  Wissen  durchaus  unentbehrlich  ist,  und  zwar  in  um 
so  höherem  Grade,  als  das  betreffende  Gebiet  der  Mathematik  häufiger 
in  andere  eingreift;  das  haben  die  Verfasser  der  vielverbreiteten  Uebungs- 
bücher  über  Algebra,  über  Geometrie,  Über  Differential  -  und  Integral- 
rechnung wohl  eingesehen.  Eine  Aufgabensammlung  der  analytischen 
Geometrie  ist  unseres  Wissens  seit  der  von  Ludwig  Immanuel  Mag- 
nus (Berlin  1833)  nicht  erschienen.  Die  Verfasser  der  meisten  umfang- 
reicheren Lehrbücher  ersetzten  den  nicht  zu  leugnenden  Mangel  durch 
eingestreute,  meistens  an  das  Ende  der  einzelnen  Capitel  verwiesene 
Aufgaben,  die,  an  sich  ganz  vortrefflich,  nur  den  Umstand  gegen  sich 
hatten,  einzig  von  dem  Besitzer  des  ganzen  Werkes  benutzt  werden  zu 
können«  Herr  Hochheim  hat  darum,  wie  uns  scheint,  das  Gefühl  für 
ein  wirkliches  Bedürfniss  an  den  Tag  gelegt,  indem  er  Aufgaben  zur 
analytischen  Geometrie  und  Auflösungen  derselben  in  je  einem  besondern 
Heftchen  der  Oeffentlichkeit  übergab.  Für's  Erste  sind  Aufgaben  über 
Gerade,  Funkte  und  Kreislinie  gewählt.  Da  naturgemäss  vom  Einfache- 
ren zum  Verwickelteren  fortgeschritten  wird,  so  mag  die  durch  den  Titel 
verrathene  Anordnung  des  Stoffes  zunächst  überraschen,  sie  erklärt  sich 
aber  dadurch,  dass  bei  den  auf  Punkte  bezüglichen  Aufgaben  die  An- 
wendung von  Liniencoordinaten  vorausgesetzt  ist,  welche  erst  nach  ge- 
nügender Debung  im  Gebrauche  der  Punktcoordinaten  bei  Sätzen  über 
die  Geraden  erlernt  zu  werden  pflegt.  Bei  den  Kreisaufgaben  sind  wieder 
ausschliesslich  Punktcoordinaten  benutzt;  wer  also  auf  die  Einübung 
dieser  sich  beschränken  will,  wird  die  Aufgaben  314  —  366  (S.  45 — 52 
der  Aufgaben,  S.  60 — 70  der  Auflösungen)  überschlagen.  An  irgend 
ein  bestimmtes  Lehrbuch  schliesst  die  Sammlung  nicht  an.  Sie  setzt  nur, 
wie  aus  dem  soeben  Bemerkten  leicht  erschlossen  werden  kann,  voraus, 
dass  die  modernen  Methoden  der  analytischen  Geometrie  dem  Benutzer 
bekannt  sind«  Die  Sammlung  wird  also  beispielsweise  neben  den  Lehr- 
büchern von  Joachimsthal  und  Hesse  ihre  Dienste  nicht  versagen. 
Zur  Beurtbeilung  des  Werthes  einer  jeden  Aufgabensammlung  ist  natur- 
gemäss auch  die  Zuverlässigkeit  der  angegebenen  Auflösungen  in  Betracht 
zu  ziehen.  Nach  dieser  Richtung  haben  wir  die  uns  vorliegenden  Heft- 
chen  noch  nicht  prüfen    können.     Herr  Hoch  heim  bat  sich  übrigens 

17* 
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gerade  mit  analytisch  -  geometrischen  Abhandlungen  von  zu  vorteilhafter 
Seite  bekannt  gemacht,  als  dass  nicht  die  Vernrathung  im  Voraus  dafür 
spräche ,  er  werde  gewusst  haben  Rechenfehler  zu  vermeiden. 

Cantor. 


Re*cre*ations  mathe*matiquea  par  M.  Edouard  Lucas.  Paris«  Gauthier- 
Villars,  Imprimeur-Libraire.     1882.    XXIII,  251  8. 

Von  Herrn  Lucas,  dem  auch  in  Deutschland  besonders  durch  seine 
Theorie  der  Bernoulli'schen  Zahlen  und  der  einfach  periodischen  Func- 
tionen wohlbekannten  französischen  Mathematiker,  erschienen  seit  einigen 
Jahren  in  der  Zeitschrift  „La  revue  seien tifique"  kleine  in  loaem  Zu- 
sammenhang stehende  Aufsätze  unter  obigem  Titel.  Dieselben  erscheinen 
nunmehr  in  neuer  Redaction  und  mit  niebt  unwesentlichen  Erweiterungen 
abermals  in  Buchform.  Die  Bezeichnung  mathematischer  Ergötzungen 
war  in  früheren  Zeiten  eine  ganz  übliche;  in  Frankreich  selbst  gab,  nach- 
dem Bachet  de  Mäziriac  mit  seinen  „Probleme*  plaisante  et  d&ec- 
tables"*  die  Bahn  eröffnet  hat,  Ozanam  seine  gleichbenannte  inhalts- 
reiche Schrift  heraus ,  und  wir  Deutsche  können  uns  der  „  Deliciae 
mathematico - philosophicae "  des  Altdorfer Professors  Schwenter  rühmen, 
welche  allerdings  auch  nach  einem  französischen  Vorbilde  gearbeitet  sind, 
dabei  aber  des  Originellen  und  Verdienstlichen  recht  viel  enthalten.  Man 
wird  von  vornherein  annehmen  dürfen,  dass  dieses  neue  Buch  einen 
höheren  Standpunkt  einnimmt,  als  alle  seine  Vorgänger,  und  in  der  That 
kann  die  Aufschrift  hier  nicht  mehr  wörtlich  genommen  werden :  es  sind 
ausschliesslich  ernste  wissenschaftliche  Aufgaben,  mit  welchen  sich  der 
Verf.  beschäftigt,  und  nur  die  Einkleidung  dieser  Aufgaben  ist  es  noch, 
welche  an  bekannte  Spielzeuge,  Räthsel  und  Scherzfragen  erinnert.  Die 
mathematischen  Hilfsmittel,  welche  zur  Verwendung  gelangen,  gehören 
hauptsächlich  der  elementaren  Zahlentheorie,  der  Combinationslehre  nnd 
jener  Gattung  räumlicher  Probleme  an,  welche  der  Franzose  als  „g&>- 
me*trie  de  position",  der  Deutsche  aber  vielleicht  zutreffender  als  „Ana- 
lyeis  situs u  zu  bezeichnen  pflegt. 

Die  Einleitung  enthält  eine  Reihe  geschichtlicher  Nachweisungen 
über  solche  ältere  Untersuchungen,  deren  Gegenstand  mit  den  im  Buche 
selbst  behandelten  Dingen  in  einem  gewissen  Zusammenhange  steht. 
Leibniz's  Versuch  einer  „ Lagerechnung "  beginnt  den  Reigen,  dann 
folgt   eine    grössere  Anzahl   von   Arbeiten  über  das  sogenannte  Rössel* 

*  Wir  machen  bei  diesem  Anlasse  darauf  aufmerksam,  dass  ungefähr  8  Jahre 
vor  der  Vorlage  und  im  gleichen  Verlage  dieses  für  die  Geschichte  der  älteren 
Zahlenlehre  unschätzbare  Werk  zum  dritten  Male  aufgelegt  worden  ist  (1.  Aufl. 
1612,  2.  Aufl.  1624).  Professor  Labosne  hat  diese  neue  Ausgabe  besorgt  and 
zugleich  die  allerdings  sehr  nöthigen  Erläuterungen  hinzugefügt. 
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Sprungproblem,  die  Königsberger  Brücken  aufgäbe,  die  magischen  Qua- 
drate nnd  endlich  jene  Art  geometrischer  Betrachtungen,  für  welche 
unlängst  vom  Ref.  die  zusammenfassende  Bezeichnung  „Geometrie  der 
Gittersysteme "  in  Vorschlag  gebracht  worden  ist.  Der  Leser  ist  somit, 
wenn  er  diese  „ Introduction "  gelesen  hat,  über  den  Charakter  dessen, 
was  ihm  im  Folgenden  geboten  wird,  so  ziemlich  ins  Klare  gesetzt.  Wir 
wollen  jetzt  die  acht  Capitel,  in  welche  das  Ganze  zerfällt,  einer  kur- 
zen Besprechung  unterziehen. 

I.  Le  jeu  des  traverse*s  en  bateau.  Dem  Sinne  nach  ist  dieses  Spiel 
bereits  in  der  erwähnten  Sammlung  Bach  et 's  enthalten,  über  dessen 
Leben  und  Leistungen  demzufolge  einige  Mittheilungen  gemacht  werden. 
Die  Fassung  dieser  Aufgabe  iet  bei  uns  in  Deutschland  gewöhnlich  diese: 
Drei  Herren  kommen  mit  ihren  Dienern,  welche  gegen  erstere  böse  Ab- 
sichten hegen,  an  einen  Fluss,  über  den  eine  Fähre  führt,  in  welcher 
nur  zwei  Personen  Platz  finden.  Wie  gelangen  nun  alle  sechs  hinüber, 
ohne  dass  jemals  irgendwo  zwei  Diener  mit  einem  der  Herren  zusammen 
allein  sind?  Herr  Lucas  verallgemeinert  die  Aufgabe,  die  Zahl  3  durch 
n  ersetzend,  macht  dabei  gelegentlich  auf  einen  Irrthum  aufmerksam, 
welchen  Tartaglia  eben  bei  diesem  Räthsel  begangen  hat,  und  fügt 
schliesslich  noch  die  Erschwerung  hinzu,  dass  er  das  Boot  auf  einer 
Insel  im  Flusse  Halt  machen  läset.  Zum  Verständniss  dieses  ersten  Ab- 
schnittes, der  eigentlich  nur  ein  Probestück  strenger  Logik  darstellt,  sind 
mathematische  Vorkenntnisse  nicht  erforderlich ,  um  so  mehr  aber  für  den 
zweiten,  der  nunmehr  an  die  Reihe  kommt. 

IL  Le  jeu  des  ponts  et  des  iles.  Im  Jahrgang  1759  der  preussi- 
schen  Akademieschriften  findet  man  eine  Abhandlung  von  Leonhard 
Euler  über  die  Brücken  der  Stadt  Königsberg  i.  Pr.*  Das  Centrum 
derselben  ist  die  Insel  Kneiphof,  von  welcher  aus  mehrere  Brücken  zum 
Festlande,  sowie  zu  benachbarten  Inseln  führen,  und  Euler  warf  nun 
die  Frage  auf:  Welche  Bedingungen  «giebt  es  für  die  Anzahl  der  Inseln 
und  Brücken,  damit  man  bei  einem  Gange  sämmtliche  Brücken  ein  ein- 
ziges Mal,  keine  aber  mehrere  Male  zu  überschreiten  brauche?  Um  hier- 
auf die  Antwort  zu  finden,  studirt  Herr  Lucas  das  Wesen  der  Figuren, 
deren  Umfassungslinie  in  Einem  Zuge  beschrieben  werden  kann,  wie  dies 
z.  B.  bei  den  Sternpolygonen  der  Fall  ist,  und  kommt  so  zur  Aufstellung 
der  nöthigen  Regeln,  um  ein  Kriterium  aufzustellen.  Es  scheint  dem 
Verf.  entgangen  zu  sein,  dass  L.  Kunze  in  seinem  trefflichen  Lehrbuche 
der  Planimetrie    dem   Gegenstande   eine    so    äusserst    einfache  Fassung 


*  Da  wir  Deutsche  doch  gern  in  geographischer  Beziehung  unseren  west- 
lichen Nachbarn  etwas  am  Zeuge  flicken,  so  möge  unser  geehrter  College  sich 
hier  auch  die  kleine  Berichtigung  gefallen  lassen,  dass  Königsberg,  die  Hauptstadt 
Ostpreussens,  nicht  zu  Pommern  gerechnet  werden  darf. 
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ertheilt  hat,  um  ihn  sogar  geometrischen  Anfangern  zugänglich  zu  machen 
(vergl.  auch  Th.  Schroeder's  Lehrbuch  der  Planimetrie,  Nürnberg 
1882,  S.  14). 

III.  Le  jen  des  labyrinthes.  Eine  sehr  interessante  Anleitung,  sieh 
durch  Schlüsse  ans  einem  Wirrsal  zusammenhängender  Gänge  —  der 
Verf.  nennt  als  Beispiel  die  berühmten  Katakomben  von  Paris  —  heraus- 
zufinden. Besonders  wichtig  auch  in  wissenschaftlicher  Hinsicht  wird 
diese  Aufgabe  dadurch,  dass  sie  von  Lucas  mit  der  dnrch  verschiedene 
französische  Geometer  ausgebildeten  Theorie  der  Verzweigungen  („rami- 
fications")  in  Beziehung  gesetzt  wird.  Wir  möchten  jedoch  daran  er- 
innern, dass  ausser  Listing  auch  noch  andere  deutsche  Mathematiker, 
nämlich  Hierholzer  und  Wiener  (im  6.  Bande  der  Clebach'schen 
Annalen) ,  sich  mit   der  Entwirrung  eines  Labyrinthes  beschäftigt  haben. 

IV.  Le  probl&me  des  huit  reines  au  jeu  des  ächecs.  Wir  erhalten 
zunächst  eine  kurze  Geschichte  dieser  interessanten  combinatorisch- geo- 
metrischen Aufgabe:  Anzugeben,  wie  und  wie  oft  auf  einem  regelmässi- 
gen Plangitter  von  n*  Zellen  je  n  Zellen  so  gewählt  werden  können, 
dass  sie  unter  sich  weder  in  vertikaler,  noch  in  horizontaler,  noch  end- 
lich in  diagonaler  Richtung  zusammenhängen.  Mit  ihr  hat  sich  bereits 
Gauss  beschäftigt,  Bellavitis,  Parmentier,  La  Noö,  Laquiere, 
Glaisher  und  der  Berichterstatter  haben  Vorschriften  zu  ihrer  Lösung 
gegeben.  Diese  Methoden  werden  durchgesprochen  und  analysirt.  Den 
Vorzug  unter  ihnen  verdient  zweifellos  diejenige  des  jetzt  in  Algier  als 
Beamter  lebenden  ehemaligen  Pariser  Polytechnikers  Laquiere,  welcher 
es  möglich  gemacht  hat,  die  92  verschiedenen  Lösungen ,  deren  die  Auf- 
gabe bei  Zugrundelegung  des  gewöhnlichen  Schachbrettes  fähig  ist,  durch 
einen  der  Sache  ganz  unkundigen  in  überraschend  kurzer  Zeit  hinschrei- 
ben zu  lassen.  Zum  Schlüsse  wird  gezeigt,  in  welch1  enger  Beziehung 
dieses  Schachproblem  zu  der  von  E.  Lucas  in  einer  selbstständigen 
Monographie  abgehandelten  „Geometrie  der  Gewebe"  steht,  welch*  letz- 
tere selbst  wieder  eine  einfache  Consequenz  zahlen  theoretischer  Wahr- 
heiten ist. 

V.  Le  jeu  du  solitaire.  Ueber  die  mathematische  Bedeutung  des 
Einsiedlerspieles,  welches  bereits  von  Leibniz  als  ein  sehr  geistreiches 
erkannt  ward,  ist  besonders  durch  Van  der  mon  de  und  späterhin  durch 
Bei ss  Licht  verbreitet  worden,  auf  deren  Arbeiten  natürlich  auch  hier 
mehrfach  Bezug  genommen  wird.  Zum  8piele  gehört  ein  Schachbrett  von 
meistenteils  25  Zellen;  auf  jede  Seite  sind  symmetrisch  gegen  den 
Mittelpunkt  drei  weitere  Zellen  aufgesetzt,  so  dass  deren  mithin  im  Gan- 
zen 37  vorhanden  sind.  In  der  Mitte  einer  jeden  solchen  Zelle  befindet 
sich  ein  kleines  mit  einem  Pflöckchen  verschlossenes  Loch.  Ein  solcher 
Pflock  wird  herausgezogen,  und  nunmehr  tritt  die  Spielregel  in  Geltung, 
welcher  zufolge  ein  Stift  dann  einen  zweiten  wegschlagen  darf,  wenn  er, 
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sei  es  in  der  Zeilen-,  sei  es  in  der  Colonnenrichtung,  über  einen  andern 
Stift  weg  in  eine  freie  Oeffnung  gelangen  kann.  Man  sieht,  dass  sich 
je  nach  der  Lage  der  zuerst  gemachten  Oeffnung  und  nach  der  Beschaf- 
fenheit der  ersten  Fortbewegung  die  mannigfachsten  Abwechselungen  er- 
geben, bis  es  endlich  gelingt  —  oder  auch  nicht  gelingt  — ,  das  Brett 
von  allen  Pflöcken  bis  auf  einen  zu  befreien.  Eine  grosse  Anzahl  dieser 
Möglichkeiten  wird  erörtert  und  auf  bestimmte  —  dem  Wesen  nach  natür- 
lich auch  wieder  zahlentheoretische  —  Sätze  zurückgeführt. 

VI.  La  num&ration  binaire.  Nach  kurzer  Erwähnung  des  von  Ste- 
vin  befürworteten  Duodecimalsystems  setzt  Herr  Lucas  die  Eigentüm- 
lichkeiten der  binären  Zählung  auseinander,  welche,  lediglich  von  den 
Zahlzeichen  0  und  1  Gebrauch  macht,  dabei  auch  Leibniz'  irrthüm- 
licher  Identificirung  der  chinesischen  Kua's  mit  diesem  System  gedenkend. 
Hierauf  weist  «r  nach,  dass  mit  Gewichtsstücken  von  1  bis  2n~~1  Gewichts- 
einheiten sämmtliche  Wägungen  von  Körpern  vorgenommen  werden  kön- 
nen ,  die  nicht  mehr  als  2"  derartige  Einheiten  wiegen ,  und  widmet  auch 
dem  sogenannten  „mysteriösen  Fächer "  einige  Worte.  Ein  Ezcurs  über 
die  „vollkommenen "  Zahlen,  deren  Theilersumme  der  Zahl  selbst  gleich 
ist,  beschliesst  diese  Abtheilung.* 

VII.  Le  jeu  du  baguenaudier.  Eine  Anzahl  Ringe  ist  auf  einem 
Stabe  aufgereiht  und  durch  Drähte,  die  in  einer  Metallplatte  befestigt 
sind,  verbunden;  es  gilt,  dieselben  sämmtlich  von  dem  Stabe  loszumachen. 
Dieses  originelle  Spielzeug,  welches  in  Süddeutschland  unter  dem  Namen 
„Zankeisen"  bekannt  ist  und  der  Volkssage  nach  von  einem  zum  Tode 
verurtheilten  Mechaniker  als  Bedingung  seiner  Begnadigung  erfunden  sein 
soll,  dankt,  wie  uns  des  Verf.  bibliographische  Angaben  belehren,  seine 
Entstehung  in  Wirklichkeit  dem  ebenso  scharfsinnigen,  als  ezeentrischen 
Cardanus.  Höchst  elegant  ist  das  Verfahren,  welches  dieses  anschei- 
nend recht  wenig  mathematische  Geduldspiel  ebenfalls  auf  das  binäre 
Zahlensystem  und  weiterhin  auf  gewisse  combinatorische  Gruppenbil- 
dungen zurückführt. 

VIII.  Le  jeu  du  taquin.  Dies  ist  das  neuerdings  in  die  Mode  ge- 
kommene Fünfzehnerspiel,  von  den  Engländern  „bo$$  puzzle"  genannt. 
Herr  Lucas  theilt  die  von  den  Amerikanern  Wolsey  Johnson  und 
Story  aufgestellte  combinatorische  Theorie  dieses  Spieles  mit,  bringt  aber 
an  demselben  noch  gar  manche  Erweiterungen  an  und  zeigt,  in  welchen 
Fällen  diesen  verallgemeinerten  Anordnungen  genügt  werden  kann,  in 
welchen  nicht.     Zur  Ergänzung  sei  auch  zweier  deutscher  Schriften  ge- 

*  Es  hätte  sich  empfohlen,  an  dieser  Stelle  näher  auf  den  im  Register  aller- 
dings kurz  erwähnten  Hindenburg'schen  Aufsatz  über  das  Dechiffriren  solcher 
Geheimschriften  einzugehen ,  welche  durch  Gitter  geschrieben  sind.  In  seinen  Er- 
läuterungen dieser  Art  Kryptographie  macht  der  Erfinder  der  combinatorischen 
Analysis  von  der  dyadischen  Zahlenschreibung  einen  umfassenden  Gebrauch. 
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dacht,  in  welchen  ebenfalls  eine  abschliessende  theoretische  Behandlung 
dieser  Aufgabe  enthalten  ist  und  deren  eine  von  Herrn  Schubert  in 
Hamburg,  die  andere  von  einem  Professor  D.  D.  herrührt,  hinter  welcher 
Chiffre  sich,  wenn  wir  nicht  sehr  irren,  eine  bekannte  Capacit&t  verbirgt 
In  dieser  kleinen  Schrift  (Dresden,  Jaenicke)  wird  die  Lösung  in  sehr 
einfacher  Weise  mittelst  ebensolcher  Inversionalabzählungen  erbracht,  wie 
man  deren  beim  Ausrechnen  einer  Determinante  benöthigt.  — 

Den  Beschluss  unseres  Werkes  machen  einige  mathematische  Anhange, 
unter  denen  besonders  Nr.  4  hervorragt,  eine  Methode  zur  Prüfung  sebr 
grosser  Zahlen  von  der  Form  (2n  — 1)  auf  ihre  Primzahleigenschaft  ent- 
haltend, und  sodann  ein  bibliographischer  Index  von  grosser  Reichhal- 
tigkeit. Wenn  sich  derselbe  auch,  wie  unsere  Bemerkungen  ersehen 
lassen,  noch  in  einigen  Punkten  vervollständigen  lassen  wird,  so  ist  doch 
dadurch  eine  sehr  dankenswerthe  Grundlage  für  weitere  Studien  auf  die- 
sem bisher  nicht  genug  beachteten  Grenzgebiete  des  Exacten  gegeben. 

Wir  nehmen  von  dem  schönen  Buche  Abschied  mit  der  Hoffnung, 
bald  einer  Fortsetzung  der  darin  niedergelegten  Untersuchungen  zu  be- 
gegnen.   . 

Ansbach.  Dr.  S.  Günthbb. 


Sechs  Karten  zur  mathematischen  Geographie  von  Dr.  A.  Steinhäuser, 
k.  k.  Regierun  gsrath.     Wien ,  Verlag  von  Artaria  &  Co. 

Wir  haben  in  einem  der  letzten  Hefte  dieser  Zeitschrift  das  aus- 
gezeichnete populäre  Lehrbuch  der  mathematischen  Geographie  und  Pro- 
jectionslebre  Stein hauser's  besprochen  und  lassen  nunmehr  dieser 
Besprechung  auch  noch  die  Anzeige  eines  Lehrmittels  folgen,  welche« 
zunächst  allen  Jenen ,  die  sich  des  genannten  Leitfadens  beim  Unterrich- 
ten und  Lehren  bedienen ,  weiterhin  aber  auch  jedem  Lehrer  der  Mathe- 
matik, wie  der  Erdkunde  in  hohem  Grade  erwünscht  sein  muss.  Einige 
astronomisch  -  geographische  Diagramme  enthalten  allerdings  die  meisten 
unserer  grösseren  Atlanten ,  doch  keine  dieser  Tafeln  ist  wohl  so  unmit- 
telbar dem  Lehrzweck  angepasst,  wie  diese  Garnitur  des  Herrn  Stein- 
haus er,  die  allerdings  auch  nur  aus  einem  so  guten  Hufes  sich  erfreuen- 
den Kunstverlag  in  dieser  Vollendung  hervorgehen  konnte.  Leider  fehlt 
den  einzelnen  Karten  jede  Numeri  rang,  so  dass  wir  bei  unserer  Beschrei- 
bung derselben  willkürlich  eine  Reihenfolge  einzuführen  gezwungen  sind. 
Wir  wählen  dieselbe  so,  wie  sie  sich  bei  der  Verwendung  der  Karten  in 
der  Schule  als  die  natürlichste  ergeben  würde. 

Die  auf  Karte  I  vereinigten  Gegenstände  sind  sehr  mannichfaltiger 
Natur.  Den  Mittelpunkt  nimmt  eine  orthographische  Aequatorealprojec- 
tion  der  Erdkugel  ein,  auf  welcher  nicht  nur  die  Meridiane  und  Paral- 
lelkreise,  sondern  auch  die  Dämmerungs-  und  Beleuchtungsgrenzen  für 
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einen  gewissen  Sonnenstand  sehr  deutlich  zum  Ausdfruck  kommen.  Da- 
neben versinnlichen  24  kleine  Kugeln  in  verschiedenen  Farbentönen  die 
Bestrahlung  der  Erde  durch  die  Sonne  im  Verlaufe  eines  Jahres.  Ausser- 
dem finden  wir  hier  als  Beispiel  des  sogenannten  graphischen  Calculs  ein 
Schema  zur  Auffindung  der  Zeitgleiehung  auf  zeichnendem  Wege,  eine 
Schaar  concen  tri  scher  Kreise  zur  Versin  nlichung  der  gewissen  Bergspitzen 
entsprechenden  Gesichtskreise,  ein  genaues  Bild  der  Mondellipse  mit  all' 
ihren  Elementen,  eine  Figur  zur  Darstellung  der  Erdzonen  in  zweierlei 
Projection  und  endlich  zwei  Zahlen  tafeln  für  die  Länge  von  Tag  und 
Nacht  für  äquidistante  Breiten  und  für  die  Grösse  der  von  erhabenen 
Punkten  überblickten  Kugel  calotten.  Die  zweite  Karte  enthält  je  ein 
Planiglobium  für  den  nördlichen  und  südlichen  Himmel,  Grundton  blau, 
Sterne  weiss,  mit  einer  trefflichen  Wiedergabe  der  Aeste  der  Milchstrasse, 
ein  stereographisches  Abbild  der  nördlichen  Ekliptik  -  Halbkugel  mit  allen 
wichtigen  Kreisen  und  zwei  Stern  Verzeichnisse  beider  Hemisphären  in 
photometrischer  Anordnung  (nach  Herschel).  Das  Hauptstück  von  Nr.  III 
ist  eine  Cylinderprojection  der  himmlischen  Aequatorealzone  mit  ein- 
gezeichnetem Sonnenlaufe,  desgleichen  ein  Diagramm  der  Mondbewegung. 
Ferner  begegnen  wir  hier  vorzüglichen  Abbildungen  der  bemerkenswer- 
thesten  Sternhaufen  und  Nebelflecke  (Kohlensäcke,  Orionnebel  u.  s.  w.). 
Die  vierte  Karte  ist  den  Planeten  gewidmet;  auf  zwei  gleichgrossen  Krei- 
sen ist  die  äussere  und  innere  Planetengruppe  abgebildet,  und  zwar  mit 
einer  Menge  von  Einzelheiten,  ohne  dass  doch  von  Ueberladung  die 
Bede  sein  könnte.  Zumal  der  Gürtel  der  Planetoiden,  von  welchen  nicht 
weniger  als  acht  Bahnen  aufgenommen  sind,  tritt  hier  klarer  als  in  vie- 
len anderen  Darstellungen  hervor,  so  dass  man  sich  besonders  auch  von 
dem  annähernden  Zutreffen  der  d 'Ar  res  fachen  Regel  durch  den  Augen- 
schein überzeugen  kann.  Ferner  trifft  man  hier  an  eine  Uebersicht  der 
Grössenverhältnisse  der  Wandelsterne,  ein  graphisches  Schema  für  die 
Neigung  ihrer  Bahnen  und  eine  perspectivische  Zeichnung  des  Systems 
der  Jupiterstrabanten.  Karte  V  enthält  in  erster  Linie  eine  fein  detail- 
lirte  Mondkarte  (die  Berge  nur  durch  eingezeichnete  Zahlen  gekennzeich- 
net), sodann  einige  Specialkarten  von  Mondgebirgen,  zu  deren  besserer 
Uebersicht  ein  Kärtchen  der  Umgebung  von  Wien  in  gleichem  Massstabe 
beigegeben  ist,  weiterhin  Zeichnungen  der  Mondphasen  und  der  verschie- 
denen Formen  von  Finsternissen,  ein  paar  auffallende  Sonnenflecke  mit 
Grössenangabe  und  endlich  ein  Erdbild,  auf  welchem  die  Wanderung  des 
Kernschattens  einer  Sonnenfinsterniss  mustergiltig  verzeichnet  ist.  Am 
verdienstlichsten  in  der  ganzen  Sammlung  erscheint  uns  jedoch  die 
sechste  und  letzte  Karte,  auf  welcher  nicht  weniger  als  30  Figuren  zur 
Erläuterung  der  bekannten  Projectionsarten  sich  vorfinden,  und  zwar 
theilweise  als  Netze,  theilweise  als  wirkliche  Erdbilder.  Um  nur  Ein- 
zelnes   anzuführen,    so    ist   hier   vertreten   Mollweide 's    äquivalente, 
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Jaeger-Petermann's  sternförmige,  8 an 8 on 's  rhombische  Projection, 
die  Erweiterung  der  von  dem  alten  Peter  Apian  vorgeschlagenen 
Manier,  über  deren  Besonderheit  man  sich  ebenfalls  hier  unterrichten 
kann,  indem  das  Netz  der  Weltkarte  von  1524  gleichfalls  ein  Plätzchen 
gefunden  hat.  Wer  da  gefühlt  hat,  wie  sehr  der  Mangel  von  Figuren 
die  Lecture  z.  B.  der  trefflichen  Kartographie  von  Tissot  beeinträchtigt, 
der  wird  Herrn  Steinhauser  für  diese  musterhafte  Sammlung  von  Pa- 
radigmen ganz  besondern  Dank  wissen. 

Wir  hoffen ,  dass  diese  kurze  Beschreibung  uns  besonderer  Lobspräche 
überheben,  wohl  aber  weitere  Kreise  zur  Kenntnissnahme  der  Stein- 
haus er 'sehen  Tafeln  ajiregen  werde. 

Ansbach.  Dr.  S.  Gunthar. 


Abriss   der   mathematischen  Geographie  für  höhere  Lehranstalten  von 
Dr.  Karl  Israel -Holtzwabt,  Oberlehrer  an  der  Musterschule  zu 
Frankfurt  a.  M.     Nach  des  Verfassers  Elementen  der  sphärischen 
Astronomie.     Mit  einer  Tafel  der  astronomischen  Dreiecke  und 
Coordinaten.     Wiesbaden,    Verlag   von  J.  F.  Bergmann.      1882. 
VII,  40  S. 
Der  Unterzeichnete  war  jüngst  veranlasst,  an  einem  andern    Orte 
(im  „Humboldt")  die  Elemente  der  sphärischen  Astronomie  des  nämlichen 
Verfassers  zu  besprechen,  an  welche  sich  das  vorliegende  Werkchen  dem 
Titelblatte  zufolge  unmittelbar  anschliesst.     Er  konnte  dort  sowohl  den 
Grundsätzen,   nach   welchen  dieser  für  Studirende  bestimmte  Lehrbegriff 
gearbeitet   ist,    als    auch   der  Durchführung  dieser  Grundsätze   nur  un- 
geteiltes Lob  spenden.     Bis  zu  einem  gewissen  Grade  gilt  dieses  Lob 
allerdings  auch  noch  im  gegenwärtigen  Falle,  allein  da  wir  an  ein  Ele- 
mentarbuch   und    an    ein   Compendium    für   akademische  Vorträge  doch 
ziemlich  verschiedenartige  Anforderungen  stellen   zu   sollen  glauben,   so 
müssen   wir  es  tadeln,   dass   der  Verf.  diesem  Gegensatze  so  gar  wenig 
Rechnung  getragen  hat.     Nach  unserem  Ermessen   durfte  sich  Ersterer 
nicht    darauf   beschränken,    einfach    einen   Auszug    aus   seiner  grossem 
Schrift  seinen  Primanern   in   die  Hände  zu  geben;   er  musste  vielmehr 
dieselbe  gründlich  durcharbeiten  und  die  ganze  Anlage  ändern,  wenn  er 
die  astronomische  Geographie  nicht  lediglich  als  eine  Aufgabensammlung 
für  sphärische  Trigonometrie,    sondern   als  selbstständige  Disciplin   von 
geistesbildender  Kraft  betrachtet  wissen  wollte.     Jeder  Lehrer,  der  nicht 
unter  ganz  aussergewöhnlich  günstigen  Verhältnissen  arbeitet,   wird  uns 
Recht    geben,    wenn    wir    behaupten,    dass    selbst  mathematisch  geübte 
Schüler  nur  schwer  dazu  gebracht  werden  können,   die  Phänomene  der 
täglichen  und  jährlichen  Bewegung  richtig  aufzufassen,   dass  somit  der 
Unterricht  induetorisch  von  diesen  Erscheinungen  selbst  zu  deren  Erklä* 
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rang  aufsteigen  muss.  Diese  pädagogische  Grundregel ,  Über  welche  alle 
neueren  Schriftsteller  auf  dem  Gebiete  der  Schulastronomie  einig  sind, 
ward  nun  aber  von  Herrn  Israel  nicht  beobachtet,  wie  die  nachfolgende 
Inhaltsübersicht  beweisen  wird. 

Es  werden  zuerst  die  drei  üblichen  Coordinatensysteme  geschildert, 
deren  Wesen  richtig  zu  verstehen  die  am  Schlüsse  beigefügte  treffliche 
Uebersichtstafel  einen  guten  Anhalt  bietet.  Darauf  folgen  sofort  Präces- 
sion  und  Nutation,  zwei  Erscheinungen,  die  gleich  beim  Beginn  des 
Pensums  einen  um  so  verblüffenderen  Eindruck  machen  müssen,  als  die 
zu  ihrer  numerischen  Berechnung  dienenden  Formeln  nicht  abgeleitet, 
sondern  mit  Bezug  auf  La  place  einfach  mitgetheilt  werden.  Nunmehr 
begegnen  wir  einer  ausführlichen  und  an  sich  musterhaft  durchgeführten 
Discussion  der  beiden  Fundamentaldreiecke,  von  denen  die  Transforma- 
tion der  sphärischen  Coordinaten  abhängig  ist;  diese  Aufgaben  werden 
jedem  Lehrer  sehr  willkommen  sein.  Im  unmittelbaren  Anschluss  an  die 
entwickelten  Formeln  werden  verschiedene  Methoden  der  geographischen 
Ortsbestimmung  auseinandergesetzt,  und  zwar  bezüglich  der  Länge  mit 
besonderer  Betonung  des  Verfahrens  der  Monddistanzen.  Einer  wohl 
etwas  zu  kurzen ,  wenn  auch  durch  eine  sehr  instructive  Zeichnung  ver- 
anschaulichten Skizze  der  Gradmessungsarbeit  auf  der  kugelförmigen  Erde 
reiht  sich  die  Bestimmung  der  Distanz  und  Parallaxe  eines  Himmelfikör- 
pers an;  die  Venusdurchgänge  finden,  wie  wir  gern  zugeben,  eine  kla- 
rere Darstellung,  als  sie  in  den  meisten  Lehrbüchern  zu  finden  pflegen. 
Den  Schluss  bildet  eine  hübsche  mathematische  Theorie  der  Dämmerung 
in  Verbindung  mit  der  bekannten  AI hazen 'sehen  Lösung  der  Aufgabe, 
jene  Höhe  des  Luftkreises  zu  finden ,  bis  zu  welcher  noch  eine  Reflexion 
des  Lichtes  stattfindet. 

Diese  Analyse  wird  unser  Urtheil  bestätigen.  Das  Büchlein  ist  ein 
sehr  guter  Leitfaden  für  den  Unterricht  in  gewissen  Theilen  der  an- 
gewandten Mathematik,  allein  da  es  eben  nur  Bruchstücke  und  kein 
System  liefert,  wird  seine  Verwendung  in  der  Schule  selbst  nur  eine 
beschränkte  sein  können.     Die  Ausstattung  ist  untadelhaft. 

Ansbach.  Dr.  S.  Günther. 


Entgegnung. 

In  der  Zeitschrift  für  Mathematik  und  Physik  (Jahrg.  27  H.  4  S.  129 
der  hist.-lit.  Abthlg.)  behauptet  Herr  Prof.  H.  Zech -Stuttgart,  meine 
Schrift  „Einführung  in  die  Mechanik"  (Freiberg,  Craz  &  Gerlach, 
1881)  sei  eine  Ver-  oder  Zerarbeitung  der  Mechanik  von  Holtzmann 
(Stuttgart,  Meltzer,  1861)  mit  Einschiebung  von  Figuren  und  Aufgaben. 

Zur  Richtigstellung  erlaube  ich  mir  hierzu  zu  bemerken,  dass  bei 
der  Bearbeitung  meines  Buches,  wie  bei  jedem  Lehrbuche,  notwendiger- 
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weise  existirende  Literatur  su  verwerthen  war;  —  in  den  vielen  anderen, 
zum  grossen  Tfaeil  sehr  anerkennenden  Kritiken  über  mein  Bach  ist  mir 
hieraas  auch  kein  Vorwarf  gemacht  worden. 

Verschieden  von  Hoitzmann  bot  ich  lediglich-Principien  der 
Mechanik  and  vorbereitende  Aufgaben  als  Unterlage  für 
Vorträge  and  weitergehende  analytische  oder  technische  Sta- 
dien (vergl.  die  Vorrede  meiner  Schrift)  anter  Benutzung  der  Werke 
von  Newton,  Poncelet,  Coriolis,  Delaunay,  Duhamel,  Tresca, 
Maxwell,  Dühring,  Redtenbacher,  Weisbach,  Antenheimer, 
Hoitzmann,  Ritter  and  der  vorzüglichen  Vortrage  des  auch  Bergleute 
schalenden  Professors  C.  M.  Guldberg  in  Christiania. 

Da  es  nicht  üblich  ist,  in  einem  Lehrbache  Citate  anzuführen,  ver- 
mied ich  dieselben,  wie  Hoitzmann  and  Andere;  am  dem  Studirenden 
aber  Quellen  zu  liefern,  verfasste  ich  gleichzeitig  mit  dem  Lehrbache 
einen  Literaturnachweis,  welcher  —  bereits  im  Anfang  dieses  Jahres  in 
einem  Artikel  erwähnt  —  noch  nicht  zur  Veröffentlichung  gelangt  ist. 

Schon  vor  der  Fertigstellung  and  dem  Druck  meiner  Schrift  von 
dem  Erscheinen  ungünstiger  Besprechungen  unterrichtet,  beschloss  ich, 
denselben  anter  bestem  Dank  bei  der  Heraasgabe  des  Quellennachweises 
entsprechende  Berücksichtigung  zu  schenken  and  der  Bemängelang  auf 
diese  Weise  nur  in  da  rehaas  sachlicher  Form  zu  begegnen. 

Hier  erlaube  ich  mir  aber  zu  bemerken,  dass  heutzutage  Niemand 
ein  Recht  hat,  für  das  Holtzmann'sche  Bach,  soweit  es  die  Prin- 
cipien  der  Mechanik,  welche  vom  ersten  Viertel  dieses  Jahrhunderts 
ab  fest  begründet  sind,  behandelt,  Anspruch  auf  geistiges  Eigenthom 
zu  erheben;  auch  Herr  Professor  Zech  wird  vielmehr  zugestehen  müssen, 
dass  sich  die  dem  Anfänger  wenig,  dem  in  die  Wissenschaft  Eingeführ- 
ten recht  gut  dienende  Hoitzmann  'sehe  analytische  Mechanik  bezüglich 
der  Principien  ebenfalls  an  die  Werke  früherer  Schriftsteller  anlehnt. 

Freiberg,  1882.  H.  Umdbdtsoh. 
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366.  Sur  la  differentiation  des  fonctions  elliptiques  par  rapport  au  module.    Her- 
rn ite.    Astr.  Nachr.  XCVI,  321. 
Vergl.  Modulargleichungen.    Biemann'sche  Fläche  470. 

F. 

Formen. 
366.  Sur  un  theoreme   glneral  dans  la  thäorie  des  formes   binaires.     Faä  de 
Bruno.    Mathem.  Annal.  XVIII,  280. 
Vergl.  Determinanten  826,  327,  828.    Invarianten. 

Functionen. 
867.  Zur  Theorie  der  symmetrischen  Functionen.    Mertens.    Wien.  Akad.-Ber. 
LXXXI,  988. 

368.  Theorie   der  allgemeinen  Periodicität.     Bausenberger.     Mathem.  Annal. 

XVIII,  378. 
Vergl.  Abbildung.     Bestimmte  Integrale  320.     Elliptische  Transcendenten. 
Geschichte  der  Mathematik  386.    Invarianten.    Kegelfunctionen.    Ketten- 
brüche.   Kugelfunctionen.    Lame^scne  Functionen.    Bjemann'sche  Flache. 
Stürmische  Functionen. 

CK 

Geodäsie. 

369.  Note   sur  un  procäde*  pratiqne  pour  etablir  l'aceord  entre  plusienres  baset 

d'une  triangulation.     A.  Ferrero.    Astr.  Nachr.  XCVII,  177. 
360.  Ueber  die  Umkehrung  der  Besserschen  Methode  der  sphäroidischen  Ueber- 
tragung.    Albrecht     Astr.  Nachr.  XCVI,  209. 
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361.  Ueber  den  Einfluss  verbesserter  Sternörter  auf  die  Polhöhen  der  Gradmessimg 

in  Ostpreussen.    M.  Low.    Astr.  Nachr.  XCVI,  363. 

362.  Ueber  den  Einflues  der  Wahl  verschiedener  Nullrichtungen  auf  die  Ausgleich- 

ung von  Eichtungsbeobachtungen.    Bors  eh.    Astr.  Nachr.  XCV1I,  181. 

363.  R^duction  des  observations  astronomiques  et  des  angles  ge'ode'siques  d'une 

snrface  de  niveau  ä  nne  autre.     E.  Pucci.    Astr.  Nachr.  XCIX,  161. 
Vergl.  Astronomie  314. 

Geometrie  (descriptive). 
864.  Der  orthogonal  -  axonometrische  Verkürzungskreis     J.  Tesaf.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXXI,  463.         eeometrie  (wfoere). 
366.  Ueber  den  Fundamentalsatz  der  projeetivischen  Geometrie.    Schar.    Mathem. 
Annäl.  XV11I,  262. 

366.  Ueber  die  durch  collineare  Grundgebilde  erzeugten  Curven  und  Flachen.  Schur. 

Mathem.  Annal.  XVIII,  1. 

367.  Ueber  eine  Gattung  von  Configurationen  in  der  Ebene  und  im  Räume.    S. 

Kantor.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXX,  716. 
868.  Ueber  Polargruppen.    Emil  Weyr.    Wien   Akad.-Ber.  LXXXI,  841. 

369.  Ueber  harmonische   Mittelpunkte   eines   Quadrupels.     Emil    Weyr.     Wien. 

Akad.-Ber.  LXXXI,  1213. 

370.  Weitere  symmetrische  Beziehungen  am  vollständigen  Vierecke.    S.  Kantor. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXIX,  767. 

371.  Ueber  das  räumliche  vollständige  Fünfeck.    Gust.  Kohn.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXXX,  7. 
872.  Ueber  Projectivitäten  und  Involutionen  auf  ebenen  rationalen  Curven  dritter 
Ordnung.    Emil  Weyr.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXI,  169. 

373.  Ueber  rationale   ebene  Curven   dritter  und   vierter  Ordnung.     Ameseder. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXX,  487. 

374.  Ueber  gewisse  Curvenbüschel  dritter  und  vierter  Ordnung.  S.  Kantor.  Wien. 

Akad-Ber.  LXXIX,  787. 

376.  Ueber  rationale  Curven  vierter  Ordnung,  deren  Doppelpunktstangenten  zum 

Theil  oder  ganz  in  Inflexionstangenten  übergehen.    Ameseder.    Wien. 
Akad.-Ber.  LXXIX,  472. 
876.  Ueber  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei  Doppelpunkten.    Ameseder.    Wien. 
Akad.-Ber.  LXXIX,  241. 

377.  Ueber  ebene   rationale  Curven  vierter  Ordnung.    C.  Bobek.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXX,  361. 

378.  Ueber  eine  Kelation  zwischen  den  singulären  Elementen  cubischer  Involutio- 

nen.    C.  Le  Paige.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXI,  169.  —  Emil  Weyr 
ibid.  162. 

379.  Bemerkungen  über  cubische  Involutionen.    C.  Le  Paige.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXXXI,  846. 

380.  Ueber  biquadratische  Involutionen  zweiter  Stufe  und  ihre  typischen  Curven. 

Emil  Weyr.    Wien.  Akad.Ber.  LXXXI,  1007. 

381.  Ueber  Involutionen  n**  Grades  und  k%er  Stufe.    Emil  Weyr.     Wien.  Akad- 

Ber.  LXXIX,  680. 
Vergl.  Kegelschnitte.    Oberflächen.    Oberflächen  zweiter  Ordnung. 

*         Geschichte  der  Mathematik. 

382.  Ueber  ülugh  Beg's  Sterngrössen.    C.  H.  F.  Peters.    Astr.  Nachr.  XCIX,  236. 

383.  Nonius  oder  Vernier?    Breusing.    Astr.  Nachr.  XCVI,  129. 

384.  Zu  Herrn  Prof.  Oudemans'  Notiz  über  den  Erfinder  der  negativen  Oculare 

nebst  einigen 'Bemerkungen  über  die  von  Schyrlaeus  de  Rneita  angeblich 
entdeckten  Marsmonde.    W innecke.    Astr.  Nachr.  XCVI,  184. 
386.  On  Newton's  „Regula  tertia  philosophandi ".     Challis.    Phil.  Mag.  LIX,  21. 

386.  B.  Bolzano's  Bedeutung  in  der  Geschichte  der  Infinitesimalrechnung.   0.  Stolz. 

Mathem.  Annal.  XVIII,  256. 

387.  Nekrolog  von  Christ.  Aug.  Friedr.  Peters,  f  8.  Mai  1880.    Astr.  Nachr.  XCVII, 

113. 

388.  Nekrolog  von  William  Lasseil,  f  4.  October  1880.    Astr.  Nachr.  XCVIII,  207. 

389.  Todesanzeige  von  Benjamin  Peirce,  t  8.  October  1880.    Astr.  Nachr.  XCVIII, 

303. 

890.  Nekrolog  von  H.  v.  Dembowski,  f  19.  Januar  1881.    Astr.  Nachr.  XCIX,  111. 

Gleichungen. 

891.  Ueber  Galois'  Theorie  der  algebraischen  «Gleichungen.  Bachmann.  Mathem. 

Annal.  XV1IT,  449. 
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392.  Bemerkung  über  Abel'sche  Gleichungen.    Netto.    Mathem.  Annal.  XVIII,  247. 
893.  Zur  Theorie  der  Besolventen.    J.  König.    Mathem.  Annal.  XVIII,  78. 
Vergl.  Functionen  367.    Invarianten.    Sturm'eche  Functionen. 


Hydrodynamik« 
894.  Supplement  to  researches  on  the  hydrodynamical  theory  of  the  phyaical  for- 
ces,  including  a  theory  oi  the  microphone.    C  h  alli  s.   Phil.  Mag.  L1X,  448. 

896.  üeber  discrete  Wirbel fäden.    M.  Marguies.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXI,  810. 
396.  Vortex  statics     Will.  Thomson.    Phil.  Mag.  LX,  97. 

897.  On  gravitational  oscillations  of  rotating  water.   Will  Thomson.    Phil.  Mag. 

LX,  lo9. 

898.  Vibrations  of  a  columnar  vortex.    Will.  Thomson.    Phil.  Mag   LX,  166. 

399.  On  steady  motion  in  au  incoropressible  viscous  fluid.    Th  Craig.    Phil.  Mag. 

LX,  3(2;  LXI,  804.  —  Oberbeck  ibid.  LXI,  163. 
Vergl.  Diffusion.  Hyperboloid. 

400.  Ueber  das  Parallelhexagon  auf  dem  geradlinigen  Hyperboloid.  H.  Schroeter. 

Mathem    Annal.  XV III,  4*28 

401.  Ueber  die  Strictionslinie  des  Hyperboloids  als  rationale  Raumcurve  vierter 

Ordnung.    Migotti.    Wien.  Akad.  Ber.  LXXX,  1023. 

402.  Ueber   eine  besondere  Erzeugungs weise  des  orthogonalen  Hyperboloids  und 

über  Büschel   orthogonaler  Kegel    und   Hyperboloide.     Ruth.     Wien. 
Akad.  Ber.  LXXX,  267. 

I. 

Interpolation. 

403.  Bemerkimg  über  die  allgemeine Cauchy'sche  Interpolationsmethode.  Seeliger. 

Astr.  Nachr.  XCVI,  236. 

Invarianten. 

404.  Ueber  endliche  Formensysteme  in  der  Theorie  der  rationalen  Functionen.    J. 

König.    Mathem.  Annal.  XVIII,  69. 

K. 

Hegelranotionen. 
406.  Ueber  die  Mehler'schen  Kegelt'unctiouen  und  deren  Anwendung  auf  elektro- 
statische Probleme.    C.  Neu  mann.    Mathem.  Annal.  XIX,  196. 

Kegelschnitte. 

406.  Die  Projectiv-Constructionen    der  Curven    zweiter   Ordnung.     W.  Binder. 

Wien.  Akad.-ßer.  LXXXI,  648. 

407.  Beziehungen  der  Geraden  zu  Linien  zweiter  Ordnung,   welche  durch  einen 

Diameter  und  eine  conjugirte  Sehne  gegeben  sind.   Barch  an  ek.  Wien. 
Akad -Ber.  LXXIX,  712. 

408.  Ueber  die  Reduction   eines  Büschels  von  Curven  zweiter  Ordnung   auf  ein 

Strahlenbüschel.     Mich.  Trebitscher.    Wien.  Akad.- Ber   LXXX,  913. 

409.  Ueber  dreifach  berührende  Kegelschnitte  einer  ebenen  Curve  dritter  Ordnung 

und  vierter  Classe.    Emil  Weyr.    Wien.  Akad  -Ber.  LXXX,  1040. 

410.  Die  Beziehungen  zwischen  Kegelschnittbüscheln  und  rationalen  Curven  dritter 

Ciasee.    M.  Trebitscher.    Wien  Akad.  Ber.  LXXXI,  1080. 

411.  Ueber  vierfach  berührende  Kegelschnitte  der  Curven  vierter  Ordnung  mit  drei 

Doppelpunkten.    Ameseder.    Wien.  Akad. -Ber.  LXXX,  187. 

412.  Ueber  vollständige  eingeschriebene  Vielseite.     Emil  Weyr.    Wien.  Akad.- 

Ber  LXXXI,  80. 

413.  Charakter,  Axen,  conjugirte  Durchmesser  und  conjugirte  Punkte  der  Kegel- 

schnitte einer  Scnaar.    Jos.  Mautner.    Wien.  Akad -Ber.  LXXX,  973. 
Vergl.  Astronomie  306. 

Kettenbrüche. 

414.  Ueber  Kettenbrüche.    L.  Gegenbauer.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXX,  763. 

Kngelfonetionen. 
416.  Ueber  eine  mit  den  Kugel-  und  Cy linder funetionen  verwandte  Function  und 
ihre  Anwendung  in  der  Theorie  der  Elektricitätsvertheilung.    Mehler. 
Mathem.  Annal.  XVUI,  161. 
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Lamä'sche  Functionen. 

416.  Ueber  Lamä'sche  Functionen.    F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XVIII,  237. 

Logikcalonl. 

417.  On  the   diagrammatic  and   mechanical  representation   of  propositions  and 

reasoningB.    J.  Venn.    Phil.  Mag.  LX,  1. 

418.  On   the   diagrammatic  and   mechanical  representation  of  propositions   and 

reasonings.    H.  M'Coll.     Phil.  Mag.  LX,  168. 

419.  Implicational  and  equational  logic.    H.  M'Coll.    Phil.  Mag.  LXI,  40. 

420.  On  Mr.  Venn's  „Symbolic  logic".    A.  Macfarlane.    Phil.  Mag.  LXII,  61. 

421.  On  logical  diagrams  for  n  terms.    All.  Marqnand.    Phil.  Mag.  LXII,  266. 


Hagnoütmas. 

422.  Ueber  die  Abweichungen  der  Ampere'schen  Theorie  des  Magnetismus  von  der 

Theorie  der  elektromagnetischen  Kräfte.     Stefan.     Wien.  Akad.-Ber. 
LXXIX,  669. 

423.  On  Mr.  E.  fl.  Hall's  ezperiments  on  the  „action  of  magnetism  on  a  permanent 

electric  current".    J.  Hopkinson.    Phil.  Mag  LX,  430. 

424.  On   the  new   theory  of  magnetic  attractions  and  the  magnetic  rotation  of 

polarized  light.    H.  A.  Rowland.    Phil.  Mag.  LXI,  264. 
426.  Ueber  eine  neue  Art,  die  Inclination  aus  den  Schwingungen  eines  Magnet- 
stabes  zu  bestimmen.     Pscheidl.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXX,  11. 

426.  Ueber  die  Tragkraft  der  Magnete.    Stefan     Wien.  Akad.-Ber   LXXXI,  89. 

427.  Ueber  die  auf  Diamagnete  wirksamen  Kräfte.    Boltzmann.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXX,  687. 

428.  Complete  theory  of  the  bifilar-magnetometer  and  new  methods  for  the  deter- 

mination  of  the  absolute  horizontal  intensity  of  the  Earth's  magnetism, 
as  well  ae  of  the  temperature  and  induction-coefficients  of  maguets.   H. 
Wild     Phil.  Mag.  LIX,  443. 
Yergl.  Elektricität. 

Hanaichfaltigkeiten. 

429.  Die  Anzahl   der  unabhängigen  Gleichungen,   die  zwischen  den  allgemeinen 

Charakteren   einer   Curve   im   Räume   von  n   Dimensionen  stattfinden. 
Veronese.    Mathem.  Annal  XVIII,  448. 

Mechanik. 

430.  Ueber  die  Lösung  von  dynamischen  Problemen  mittelst  der  Hamilton'schen 

partiellen  Differentialgleichung.    Hocevar.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXIX, 
567. 

431.  Theorie  der  Bewegung  auf  developpablen  Flächen.    Ferd.  Wittenbauer. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXXI,  697. 

432.  Ueber  die  Differentialgleichungen  der  Bewegung  in  dem  Problem  der  drei 

Körper.    Aug.  Weiler.    Astr.  Nachr.  XCVI,  161. 

433.  Das  Problem  der  drei  Körper  in  der  neuen  Störungstheorie.    Aug.  Weiler. 

Astr.  Nachr.  XCVII,  97,  129,  161,  193. 

434.  Sopra  una  relazione  di  distanze  nel  problema  dei  tre  corpi.   A.  de  Gasparis. 

Astr.  Nachr.  XCVI,  337. 

435.  Sui  rapporti  delle  variazioni  simultanee  di  alcuni  elementi  di  ellissi  istantanee. 

A.  de  Gasparis.    Astr.  Nachr.  XCIX,  66,  81,  97. 

436.  On  a  neglected  prinoiple,  that  may  be  employed  in  Earthquake  Measuremente. 

Perry  &  Ayrton.    Phil.  Mag.  LV1II,  30. 

437.  On  the  forme  of  the  vibrations  of  twitched  an  stroked  strings.    F.  Linde- 

rn an n.    PhiL  Mag.  LIX,  197. 

438.  Messungen  über  das  Mitschwingen.    A.  y.  Ettin  g  hausen.    Wien.  Akad.-Ber. 

LXXIX,  216. 

439.  Remarks  on  a  simplification  of  theory  of  vibratory  motions.    C.  Celle*rier. 

Phil.  Mag.  LX;  67. 

440.  On  the  resultant  of  a  large  number  of  vibrations  of  the  same  pitch  and  of 

arbitrary  phaBe.    Bayleigh.    Phil.  Mag.  LX,  73. 
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441.  The  vibrations  of  a  film  in  reference  to  the  phoneidoscope.  W.  Baily.    Phil. 

Mag.  LX,  79. 

442.  Ueber  eine  Erweiterung  der  Giltigkeitsgrenzen  einiger  allgemeiner  Sätze  der 

Mechanik.    0.  Simon  y.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXI,  399. 
Vergl.  Akußtik.  Astronomie.  Diffusion.  Elektricität.  Hydrodynamik.  Magne- 
tismus.   Optik.    Wärmelehre. 

Modulargleiehungen. 

443.  Die  Untergruppen  der  Galois'schen  Gruppe  der  Modulargleiehungen  für  den 

Fall  eines  primzahligen  Transformationsgrades.     Gi erster.     Mathem. 
Annal.  XVIII,  319. 
Vergl.  RiemamTsche  Fläche  470. 


Oberflächen. 

444.  Ueber  eine  charakteristische  Eigenschaft  der  developpabeln  Flächen,   v.  Man- 

go ldi    Mathem.  Annal.  XVIII,  604. 

445.  Beitrag  zur  Theorie  der  Normalflächen.    Gust.  Peschka.    Wien  Akad.-Ber. 

LXXXI,  1128,  1163. 

446.  Die  verschiedenen  Gestalten   der  Kummer'schen  Fläche.    Bohn.     Mathem. 

Annal.  XVIII,  99. 

447.  Ueber  die  Abhängigkeit  der  Charaktere  einer  durch  Leitcurven  bestimmten 

Regelflache  von  den  Charakteren  dieser  Leitcurven.    Rupp.    Mathem. 
Annal.  XVI7I,  866. 

448.  Beitrag  zur  Theorie  der  Regelflächen  vierten  Grades  mit  einem  Doppelkegel- 

schnitt.   Ameseder.    Wien.  Akad.  Ber.  LXXXI,  271. 

449.  Die  Regelflächen  vierten  Grades,  deren  Erzeugende  sich  zu  Quadrupeln  grup 

piren.    Ameseder.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXI,  615. 

450.  Bemerkung  über  Flächen  vierter  Ordnung    F.  Klein.    Mathem.  Annal. XVIII, 

160. 

451.  Ueber  zwei  besondere  Flächen  sechster  Classe.     S.  Kantor.    Wien.  Akad.- 

Ber.  LXXIX,  768. 

452.  Ueber  einen  besondern  Fall  des  eindeutigen  Entsprechens  der  Punkte  zweier 

Flächen.    Krev.    Mathem.  Annal.  XVIII,  82. 
463.  Zur  Taogentenbestimmung  der  Selbstschattengrenzen  von  Rotationsflächen. 
Pelz.    Wien.  Akad.  Ber.  LXXIX,  447. 
Vergl.  Geodäsie.    Geometrie  (höhere)  366.    Mechanik  431. 

Oberflächen  zweiter  Ordnung. 
454.  Theorie  des  figuree  projectives  sur  une  surface  du  second  ordre.    Zeuthen. 
Mathem.  Annal.  XVlIl,  33. 

456.  Zur  Construction  der  ßchmiegungsebene  der  Durchdringungscurve  zweier  Flä- 

chen zweiter  Ordnung.    H.  Drasch.    Wien.  Akaa.-Ber.  LXXXI,  264. 
Vergl.  Hyperboloid.    Potential  466.    Sphärik. 

Optik. 
466.  On  Maxwell's  theory  of  light.    J.  J.  Thomson.    Phil.  Mag.  LIX,  284. 

457.  On  the  electromagnetic  theory  of  light.    Rayleigh.    Phil.  Mag.  LXII,  81. 

458.  Bemerkungen  zu  Cauchy's  Theorie  der  Doppelbrechung,     v.  Lang.     Wien. 

Akad.-Ber.  LXXXI,  369. 

459.  On  Nicol's  priem.    Glazebrook.    Phil.  Mag.  LX,  247. 

460.  On   the   opacity   of  tourmaline   crystals.     Silv.  P.  Thompson.    Phil.  Mag. 

LXn,  112. 

461.  Ueber   den  Gang   der  Lichtstrahlen  in  einer  homogenen  Kugel.     Lippich. 

Wien.  Akad.-Ber.  LXXIX,  516. 

462.  On  images  formed  without  reflection  or  refraction.    Rayleigh.    Phil.  Mag. 

LXI,  214. 

463.  Ueber  die  Aenderungen  der  Refractionsconstante  und  Störungen  der  Richtung 

der  Lothlinie  im  Gebirge.    R.  v.  Sterneck.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXX,  61. 

464.  Die  Aenderung  des  Moleculargewichts  und  des  Molecularrefractionsvermögens. 

Janovsky.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXI,  639. 

465.  Investigations  m-  optics  with  special  reference  to  the  spectroscope.  Rayleigh. 

Phil.  Mag.  LVfll,  261,  403,  477:  LIX,  40.  . 

Vergl.  Akustik  299.    Geschichte  der  Mathematik  384. 
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P. 

Potential. 

466.  Ueber  Körper,  welche  von  confocalen  Flächen  zweiten  Grades  begrenzt  sind. 

F.  Klein.    Mathem.  Annal.  XV III,  410. 

467.  On  the  employment  of  the  electrodynamik  potential  for  the  determination  of 

the  ponderomotive  and  electromoti ve  forces.  C 1  a  u  s  i  us.  Phil.  Mag.  LX,  265. 
VergL  Kugel functionen. 

R, 

Bechenmasehme. 

468.  On  a  calculating  apparatus  based  on  Napier's  rods.    J.  Bridge.    Phil.  Mag. 

LIX,  191. 
Vergl.  Bestimmte  Integrale  321. 

Biemann'sche  Flache. 

469.  Ueber   die  algebraischen  Functionen,  welche  zu  gegebenen  Riemann'schen 

Flachen  gehören.    Thomae.    Mathem.  Annal.  XVIII,  443. 

470.  Versuch  einer  übersichtlichen  Darstellung  der  Riemann'schen  Fläche,  welche 

der  Galois'schen  Resolvente  der  Modulargleichung  für  Primzahltransfor- 
mation der  elliptischen  Modulargleichungen  entspricht.  W.  Dyck.  Ma- 
them. Annal.  XVIII,  507. 


Sphärik. 

471.  Beitrag  zur  Sphärik.    Meissel.    Astr.  Nachr.  XGVI,  139. 

Starm'sehe  Functionen. 

472.  Ueber  Stürmische  Reihen.    L.  Gegenbauer.    Wien.  AkacL-Ber.  LXXXI,  576. 


Wärmelehre, 

473.  Zur  Theorie  der^  Gasreibung.    Boltzmann.    Wien.  Akad.-Ber.  LXXXI,  117. 

474.  On  the  specific  heat  and  conductivity  of  bodiee.    Morisot.    Phil.  Mag.  LIX, 

886. 

475.  On  thermal  conductivity  and  on  the  effect  of  temperature -changea  of  specific 

heat  and  conductivity  on  the  propagation  ot  plane  heat-waves.  Tait. 
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